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Od namérenych dat k jejich matematickému
popisu pomoci funkce — a zase zpatky

Karel Segeth, Praha

1. Uvod

Méfteni dat, jejich zpracovani, pochopeni a interpretace je zakladni badatelsky proces
ve fyzice a mnoha prirodnich i spole¢enskych védach. Data se obvykle méii v zavislosti
na Case nebo prostorovych proménnych, ale jen v koneé¢ném poctu uzli méreni. Vzdy
proto byla dulezité iloha nahradit nameéfena data funkénim predpisem, tj. analytickym
vzoreckem. Smyslem té ndhrady nemusi byt jen rychly vypocet pfibliznych hodnot
méfené veliciny v jinych bodech, nez jsou samotné uzly. Vypocet derivace namérenych
dat nebo integralu z nich je rovnéz tloha v praxi castd. Derivace umoznuje hledani
mist rustu nebo poklesu dat, integral vypocet plochy mezi osou nezavisle proménné
a grafem naméfenych dat. Dalsi dilezita tloha muze byt stanoveni nulovych bodu
(kofenu) z dat. Pti Fizeni procesu je tyto tlohy ¢asto tfeba Fesit v redlném case.

Interpolaci v néjaké podobé pouzivaly starovéké civilizace jiz v dobé pred nasim
letopo¢tem. Prvni interpolovand data byly astronomické ddaje. Velky rozmach zazila
interpolace a aproximace dat v druhé poloviné minulého stoleti v souvislosti s rozvojem
pocitacu.

Ve vykladu se od naméfenych dat dostaneme k jejich analytickému vyjadieni
nékolika nejéastejsimi zpusoby interpolace nebo aproximace s ohlazenim (vyrovnanim).
Autor vybiral zpusoby, které se mu zdaly dulezité nebo zajimavé. Zminime se o nékte-
rych specialnich interpolacnich metodach pouzivanych ve zvlastnich pripadech a na
cesté zpatky naznacime zdkladni zpusoby, jak ziskat derivaci dat a integral z nich.
Cely postup prehledné vylozime na jednorozmérném piikladu naméfrenych meteorolo-
gickych teplotnich dat a zndzornime pomoci grafu interpolant a aproximant.

2. Méreni dat

Vysledkem méfeni (vzorkovéni) je vidy koneény pocet N hodnot méfené velic¢iny.
Pritom si musime byt védomi, ze pii kazdém meéfeni se dopoustime ruznych chyb
a nepresnosti. Hodnoty dat méfime zpravidla v zévislosti na ¢ase nebo prostoru.
V dalsim se omezime na data méfend v Case nebo na piimce (jednorozmérnd da-
ta). Body, ve kterych méfime, nazyvané uzly, oznacime ¢;, j = 1,..., N, naméfené
hodnoty f;, j =1,..., N, a budeme pfedpokladat, Ze to jsou vzorky hladké funkce f.
Déle budeme pozadovat, aby t; < t;41 pro j = 1,..., N — 1. Pro existenci interpolace,
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jak ji zavedeme, je to nutnd podminka. Obecné oznacime h;j 1 = t;41 —1;. V nékterych
piipadech se omezime na ekvidistantni uzly, tj. uzly, pro které plati ¢, —t; = h, kde
h je konstanta.

3. Zékladni ulohy interpolace a aproximace

Pokusime se doplnit vhodnym zpusobem hodnoty mezi uzly, ve kterych jsou data
naméfena, tak, aby vysledny graf byla spojita funkce. Zavedeme definice dvou tiloh,
interpolace a aproximace.

Zakladni dloha interpolace. Sestrojme v definié¢nim oboru [t1, t x| spojitou funkci F
(interpolantu dat) takovou, ze splituje podminky interpolace

F(tj):fjprojzl,...,N. (1)

Je patrné, ze tloha interpolace nemé jediné feSeni. Jednotliva feSeni se vzajemné
mohou ligit napt. svou hladkosti a plynulosti, tedy subjektivnim dojmem, jakym jejich
graf pasobi [10]. Jakmile ovSem zvolime vhodnou t¥idu funkei, ve které budeme inter-
polantu hledat (tfeba polynomy stupné nejvyse N — 1), m4a tloha interpolace jediné
feseni. Podrobnéji o existenci a jednoznacnosti fesen{ tilohy interpolace viz napt. [10].

Nalezeni interpolanty vétsinou spociva v feSeni soustavy linearnich algebraickych
rovnic, piicemz ¢im vice je naméfenych dat, tim vétsi soustavu je tieba fesit. Casto
vSak existuji moznosti, jak se feSeni soustavy vyhnout. V dobé pfed masovym uzitim
pocitacu to byly moznosti velmi vyznamné. Jestlize pouzivame nalezenou interpolantu
mimo interval [¢1,tn], hovofime zpravidla o extrapolaci.

Zikladni tloha aproximace. Jind dilezitd tloha je najit hladkou funkei G (aprowi-
mantu dat), kterd nesplriuje podminky interpolace (1) pfesné, ale o to méné osciluje,
o to je plynulejsi. To je uloha aproximace, ohlazeni nebo vyrovndni dat. Soucéasti kon-
strukce aproximanty je vét§inou minimalizace vhodného funkcionalu.

Piiklad 1. Témér v celém textu budeme pro konstrukci riznych interpolant a apro-
ximant pouzivat nasledujici naméfené denni hodnoty teploty vzduchu. Hodnoty byly
méfeny automaticky od putlnoci do pulnoci s intervalem méfeni A = 3 hodiny, tedy
v ekvidistantnich uzlech.

t (h) \0,0 30 60 90 120 150 180 21,0 24,0
f(OC)‘B,O 14 1,0 56 93 12,7 100 82 32

Tab. 1. Naméfené hodnoty teploty vzduchu
4. Piiklady nékolika zakladnich zpusobu interpolace

4.1. Po castech linearni interpolanta

Prvni népad, jak interpolovat data z piikladu 1, je prosty. Vyneseme namérena data
do grafu a bod po bodu je spojime tuzkou podle pravitka tiseckami. Dostaneme tak po
éastech linedrni interpolantu (Gdrkovand ¢dra na obr. 1). Tato kiivka spliuje zadén{
zékladni tlohy interpolace, je spojitd a vyhovuje podminkdm (1). Jeji nevyhoda vsak
Spo¢ivé v tom, Ze se v uzlech interpolace lomi, nemé v nich derivaci (teénu), a neni
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tedy hladkd. Analytické vyjddieni po ¢dstech linedrni interpolanty se konstruuje pro
kazdy interval [t;,¢;11] zvl4st. Je to na kazdém intervalu mnohoclen prvniho stupné,
tj. hleddme postupné pro j =1,..., N — 1 rovnice piimek

Fj(t) = a; + bjt,
které prochazeji dvéma body [t;, f;] a [tj+1, fj+1] v roviné. Snadno se ukdze, ze

b — Jiv1—fj

g5 O prote[tj,tj+1], ]:1,7]\[71

hjt1
4.2. Mnohoclen stupné N — 1

Zkusme interpolovat jednim mnohoclenem na celém intervalu [t1,tx]. Takovou inter-
polaci 1ze provést mnohoclenem stupné N — 1. Interpolanta

N
P(t) =Y apt*!
k=1

ma totiz N koeficientu a, k = 1,..., N, které se uréiz N interpolaénich podminek (1),
a mé derivace v3ech fadu na [t1,tn]. D4 se ukdzat, ze soustava

N
P(t;) =Y atfi=f, j=1,..,N, (2)

k=1
pro neznamé ar, k = 1,..., N, ma za naSeho pfedpokladu, ze uzly jsou navzajem
ruzné, jediné feseni. V naSem piipadé je N = 9 a interpolanta bude mnohoclen

stupné 8, teckovand cara v grafu na obr. 1.

Protoze interpolace mnohoclenem se pouzivala ddvno pfed vyndalezem pocitace,
existuji algoritmy, které vedou k urceni koeficientu ax, aniz by bylo t¥eba fesit sousta-
vu (2). Piikladem je tieba Lagrangetiv interpolacni vzorec [11].

Interpolace mnohoé¢lenem muze dat pro velké N (tedy pro rozsdhlou mnozinu dat)
velmi neuspokojivé vysledky, protoze mnohocleny vysokych stupni vyrazné osciluji.

Interpolace mnohoc¢lenem muze byt efektivni a numericky stabilni pouze v pripadé,
kdy pro vypocet hodnoty mnohoclenu argumentu 7 pouzijeme tzv. Hornerovo schéma
(Horneruv algoritmus). Jeho princip ukédzeme na jednoduchém piikladu. Méjme mno-
hoclen tietiho stupné

F(t) =a1 + ast + ast? + aqt>.

Prvni napad, jak spoéitat F(7), samoziejmé je napted vyéislit 72 a 72 a pak F(7)
jako linedrni kombinaci koeficientu mnohoc¢lenu a mocnin 7. To je zpusob casto vel-
mi nevhodny, zejména pak v pripadé, kdy jednotlivé s¢itance maji ruzné znaménka.
Vzhledem k zaokrouhlovacim chybam muze byt vysledek velmi nepiesny.

Hornerovo schéma spoc¢iva ve vhodném rozmisténi zavorek ve vyrazu, tedy ve
vhodném uspofadéni vypoctu. V nasem piikladu ho zapiseme jako

F(r)=a1+7-(a2+7-(az+ 7 aq)).
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4.3. Specialni piipad z teorie hladké interpolace

Zaklady celé teorie i praxe tohoto zpusobu interpolace i aproximace jsou polozeny v [8].
V dalsim textu uvedeme jen jednoduchy, ale typicky specialni piipad. Zvolime lineal
komplexnich funkei L(t1,tn), v némz budeme hledat interpolantu. O funkecich g € L
budeme predpoklddat, ze jsou spojité spolu se svymi derivacemi vSech fddu. Lineal L
nejsnaze urcime tak, ze stanovime jeho tiplnou ortonormalni, obecné spocetnou bazi
g. € L, k=1,2,... Uplnost a ortonormalitu baze budeme posuzovat prostfednictvim
skalarniho souc¢inu

-y B / O K@) dt, g heL, (3)

=0

kde ¢* znaci funkci komplexné sdruzenou k funkci g, Bp > 0 a B;, | = 1,2,...,
jsou vhodné zvolend nezdporna ¢isla. Budeme predpoklddat, ze hodnota vyrazu (g, g)
existuje pro kazdou funkci g € L.

Rekneme, 7ze

)= Argr(t), (4)
k=1

kde Ay jsou komplexni koeficienty, je hladkd interpolanta, jestlize splnuje podminky
interpolace (1) a minimalizuje funkciondl

~Y°B / WO dt = [Jull”. 5)

=0

Vyjadteni (4) pro hladkou interpolantu je nutné pro teoretické odvozeni, ale ne-
vhodné pro praktické poc¢itdni uz jen proto, ze s¢itancu je nekoneé¢né mnoho. Oznacéme

ng

a predpoklddejme, ze Ffada (6) konverguje. Uréeni hladké interpolanty se standardnimi
prostiedky pievede na feSeni soustavy N linearnich algebraickych rovnic

(6)

Hgkl\2

N
S ONR(tity) = fi, i=1,...,N, (7)

pro nezndmé koeficienty A;, j =1,..., N, a hladka interpolanta bude tvaru

N
) => MRt t). (8)

Omezime se na N = 9 a data z prikladu 1. V definici (3) skaldrniho souc¢inu
polozime B; = ()% /(20)!,1=0,1,... Za tplnou ortonormdlni bazi linedlu L vezmeme
2m-periodické komplexni funkce

g (t) = exp(ikt), k=...,-2,-1,0,1,2,..., (9)
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pricemz nejprve provedeme limitni pfechod krajnich bodua intervalu [0,27] do —oo
a +o0o stejnym zpusobem, jakym se piechdzi od Fourierovy rady periodické funkce
k Fourierové transformaci neperiodické funkce [7]. Pfitom definice (6) funkce R pomoci
nekonecéné fady prejde v definici

[ exp(ik(t —v))
R = [ S

prostiednictvim integralu pies k. Vysledek je Fourierova transformace funkce ||gg|| =2
redlné proménné k. Tento integral se da vycislit analyticky, vyjde
1

R(t,v) = .
2 cosh(3n|t — vl)

Funkci R transformujeme na interval [0, 24], vyfesime pozitivné definitni sousta-

vu (7), kterd ma 9 rovnic pro 9 nezndmych A;, j = 1,...,9, a dostaneme hladkou
interpolantu (8) s N = 9, zndzornénou v grafu na obr. 1 ¢erchované.
Pripomenme, ze jsme zde vSechny vahy B;, | = 0,1,..., zvolili kladné, takze

minimalizace funkciondlu ¥ predstavuje podle (5) minimalizaci integréla (opatienych
rychle klesajicimi vahami B;) z kvadratu derivaci vsech radu.

Ukazuje se, ze nékteré zpusoby interpolace se daji interpretovat jako konkrétni
pripady hladké interpolace se specidlni volbou posloupnosti B; (srov. napt. nésledujici
odstavec).

4.4. Kubicky splajn

Zavedeme velmi hladkou a plynulou interpolantu (plnd ¢dra na obr. 1), kterd je zndma
jako kubicky splagn (spline). Muzeme ji uzivat pro posouzeni kvality ostatnich inter-
polant. Na kazdém intervalu [t;,t;4+1] se dd lokdlné napsat ve tvaru mnohoclenu F
tretiho stupné. Budeme pozadovat splnéni podminek interpolace (1) a ddle spojitost F,
jeji prvni derivace F’ i druhé derivace F”' na celém intervalu [t1,tn], tedy 1 v uzlech
meéfeni.

Konstrukee je popsdna napfi. v [3], kde je také dokdzédna existence a jednoznacénost
vysledku. Z pravé uvedenych podminek plyne, ze F” je spojitd linedrni funkce. Na
kazdém intervalu [t;,¢;41] ji budeme psat ve tvaru

tj1—t t—t,

F"(t) =mj L5 4 my , j=1,...,N—1, (10)
hj+1 1

kde m; = F"(t;). Obé strany rovnosti (10) dvakrat zintegrujeme podle ¢ a dostaneme

(tj1 —t)° (t—t;)° tir —t t—t
F(ty=m;~X— 2 Ly 0y, A4 D, 11
(6) =ms 67j+1 T 6hy T T By ()
proj=1,...,N—1,kde Cj;1 a Djy; jsou integracni konstanty vyjadiené zptisobem,

ktery se ndm bude v dalsim postupu hodit. Uréime je z podminky interpolace (1), kdyz
do (11) postupné na kazdém intervalu [¢;,¢;4+1] dosadime ¢t =¢; a t = t;4+1. Obdrzime

§mihi g+ Cipa = fi, gmiprthiy + Djyr = fipn, j=1,...,N -1
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Podle (11) tedy bude

tiy1 —t)? t—t;)3
F(t) = m; ( J+1 ) mji ( J)
67j+1 6hj+1
mihd\ ti —t miphig \ t—¢
- o 12
+ (f] 6 h_j-‘,—l + fJ+1 6 h_j-‘,—l ( )
pro j=1,...,N — 1, kde nezndmé uz jsou jen veli¢iny m;, j =1,...,N.
Zderivujeme vyraz (12) a urcime limity funkce F’ v bodech to,...,tx_1 zprava
a zleva. Dostaneme
by Py L= fin
F/(tj*O):Fij71+§jmj+%, (13)
h; h; 41— f
Fi(t; +0) = —tL mj_a_ﬂijJrM, (14)
3 6 hjt1
Protoze predpokladdme spojitost derivace interpolanty v uzlech to, ..., ty_1, budeme
pozadovat, aby se (13) rovnalo (14), tj.
hy hj + i hji fivi—=t _ fi—fia
o . = - 15
G i1t 3 My e My homt h; (15)

proj=2,...,N —1. To je N — 2 rovnic pro N nezndmych m;, j =1,..., N. Snadno
se ukdze, ze po pridani rovnic

m1 =0, my =0 (16)

je soustava (15), (16) tiidiagondlni, symetrickd a pozitivné definitni, takze m4 jediné
feseni. Pouzijeme-li pro feSeni tiidiagondlni soustavy Am = b Gaussovu eliminaci
a provedeme jen ty operace, které maji nenulové operandy, dostaneme feseni algorit-
mem, ktery vyzaduje fadoveé pouze N operaci, zatimco Gaussova eliminice pro obecnou
soustavu potiebuje ifadové N3 operaci. Algoritmus, ktery spocita N hodnot vystupnich
dat pomoci fadové N operaci se vstupnimi daty, se nazyva rychly.

Popsany postup je tedy rychly algoritmus a je ekvivalentni faktorizaci matice A
soustavy na soucin dvou matic, A = BC, a néslednému feSeni dvou soustav s dvou-
diagonalnimi maticemi B a C, jez odpovida pifimému a zpétnému chodu Gaussovy
eliminace (srov. [6], v rustiné m4 tato faktorizace ndzev progonka).

Pro zadané uzly t; a data f; fesime soustavu (15), (16) jen jednou a hodnotu inter-
polanty F'(t) pak uréime pro libovolny argument ¢. Splajn (11) splaujici podminku (16)
se nazyva prirozeny (plnd ¢éra na obr. 1). Misto (16) muzeme volit i jiné podminky,
jak uvidime v dalsim.

Kubicky splajn mé jednu dulezitou vlastnost, jez ho fadi mezi hladké interpolan-
ty podle nasi definice z odst. 4.3 a méa za dusledek vysokou efektivnost interpolace.
Uvazme na intervalu [t1,ty] tifdu WZ(t1,tn) tvofenou funkcemi, které maji druhou
zobecnénou derivaci integrovatelnou s kvadratem. Oslabime-li v odst. 4.3 predpoklad
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laci bude fungovat. Zvolime-li v definici skaldrniho souc¢inu (3) vdhu By = 1 a vSechny
ostatni vahy B; = 0, bude mit funkcional ¥ tvar

B(u) = / Tl @R dt. (17)

t1

Resme prostFedky odst. 4.3 tlohu nalézt hladkou interpolantu F € W3(ti,tn), kterd
splituje podminky interpolace (1), minimalizuje funkciondl (17) na ti{dé W2 (t1,tn)
a uzivd bézové funkce (9). Snadno se dd dokdzat (viz napf. [3]), Ze tento funkciondl
nabyva minima na kubickém splajnu F, ktery jsme pravé sestrojili. Navic se ukaze,
ze funkciondl (17) nem4 jiné body minima.

Druh4 derivace funkce (v nasich ivahéch «”) méd geometricky vyznam krivosti grafu
funkce. Napiiklad ktivost pfimky je rovna 0, kiivost kruznice o poloméru R je rovnéz
konstantn{ a je rovna 1/R. Kubicky splajn je tedy podle (17) interpolanta s minim&ln{
celkovou mirou krivosti P.

Povsimnéme si, ze funkciondl @(u) lze interpretovat jako potencidlni energii pruzné-
ho nosniku upevnéného v bodech [¢;, f;] roviny. To védéli uz angli¢ti lodni konstruktéfi
v 19. stoleti, ktefi neméli k dispozici vyse uvedeny matematicky aparat ani pocitac
pro vyteseni soustavy (15), (16). Pavodni vyznam anglického slova spline je pruzina
na rysovdni velkych krivek v lodnim stavitelstvi [4]. Pruzina byla na vykresu upevnéna
v bodech [t;, f;] a realizovala minimum funkciondlu (17) svym tvarem fyzicky.

14

o B ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20

Obr. 1. Data z piifkladu 1. N = 9, vodorovné ¢as v h, svisle teplota ve °C. Po &astech li-
nedrni interpolanta: ¢arkovand ¢ara, mnohoclen stupné 8: teckovana ¢ara, hladkd interpolanta:
Cerchovana cara, kubicky splajn: plna cara
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4.5. Racionalni interpolace

Interpolantu zvolime ve tvaru raciondlni funkce. Pro nas piiklad 1, kde je N = 9,
budou citatel i jmenovatel mnohocleny stupné 4,

4

Z pith

F(t) = k=0

==
Z qit"
k=0

Polozime gy =1 az N =9 podminek interpolace (1) v uzlech ¢; uréime koeficienty py,
k=0,...,4,a qx, k = 1,...,4. D4 se ukdzat, Zze soustava ma jediné feseni [5]. Ra-
ciondlni interpolanta je velmi vhodné pro data, jejichz prubéh je podobny prevricené
hodnoté mnohoclenu, tj. naptiklad pro data namérend v okoli pélu zkoumané veli¢iny.
Z technickych divodi neni raciondlni interpolanta v ¢ernobilém grafu na obr. 1 uve-
dena.

4.6. Jesté jeden piriklad. Neekvidistantni uzly

Pii méteni teploty vzduchu muze nastat mimofadnd situace: automatické méteni selha-
lo, métfime teplotu vzduchu rucné a nejsme schopni zarucit presné tiithodinovy interval
mezi méfenimi.

Piiklad 2. Hodnoty teploty vzduchu, které byly naméfeny (tyz den jako hodnoty
v tabulce 1) od pulnoci do ptilnoci ruéné v neekvidistantni ¢asové siti uzlu s kroky h;.
Hodnot je opét N = 9.

¢ (h) \0,0 50 70 80 10,0 13,0 155 20,0 24,0
f(OC)‘B,O 12 24 39 66 104 123 90 32

Tab. 2. Hodnoty teploty vzduchu naméfené v neekvidistantni siti

Metody interpolace, o kterych jsme se zminili v této kapitole (po ¢dstech linedrni
interpolanta, mnohoclen, hladk4 interpolanta, kubicky splajn, racionélni interpolanta),
se daji pouzit i pro neekvidistantni uzly, pficemz spliiujeme podminku (1). Algoritmy
vypoctu se pritom vétsinou mirné zkomplikuji. Na obr. 2 jsou uvedeny interpolanty
stejného druhu jako na obr. 1.

5. Periodicka data

Pokud je prvni hodnota namérenych dat rovna té posledni, tj. pokud f; = fn, coz
nékdy muze byt i piipad teplotnich dat, muzeme data v intervalu [0, 24] povazovat za
periodicka.

Piiklad 3. Vratme se pro jednoduchost k ekvidistantnim uzlim méfeni. Zménime
hodnoty dat naméfenych pro ¢t; = 0 a tg = 24. Nahradime je obé primérem hodnot
z tab. 1, tj. f1 = fo = 3, 1. Celkem mame opét N =9 uzli a naméfenych hodnot, ale
s nimi podminku periodicity, tedy jen 8 nezavislych naméfrenych hodnot.
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Obr. 2. Neekvidistantni data z piikladu 2. N = 9, vodorovné ¢as v h, svisle teplota ve °C.
Po ¢astech linearn{ interpolanta: ¢arkovana ¢ara, mnohoclen stupné 8: teckovand cara, hladka
interpolanta: ¢erchovana ¢ara, kubicky splajn: plné ¢ara

t (h) ‘o,o 30 60 90 12,0 150 180 21,0 24,0
f(OC)‘B,l 14 10 56 93 127 100 82 3.1

Tab. 3. Periodicky upravené naméfené hodnoty teploty vzduchu

5.1. Trigonometricka interpolanta

Jsou k dispozici velmi u¢inné metody interpolace periodickych dat, zalozené na sys-
témech periodickych funkei 1, coskt, sinkt (trigonometrické mnohocleny) [11]. Pro
N liché a po transformaci na interval ¢ € [0, 24] m4 interpolanta tvar

(N-3)/2
F(t) = a0+ Z (ar cos kSt + by sinkSt) + tan_1y/2 cos(3(N — 1)St),
k=1

kde S = %TF. Koeficientu ag a ag, by trigonometrického mnohoclenu je celkem N — 1
a jednoznag¢né je uréime z interpolacnich podminek (1) proj = 1,..., N—1. Koeficienty
se daji vyjadrit jako soucty vyrazu f;yicos(kSt;) nebo f;y1sin(kSt;) pies j od 0
do N — 2. Pro vypocet viech koeficientii je tieba fadové N? aritmetickych operaci.
Pro N sudé jsou vzorce obdobné.

Existuje algoritmus zvany rychld Fourierova transformace [1], ktery spocte véechny
koeficienty ay, by pti pouziti fddového poctu pouze N In N aritmetickych operaci a ne-
hledé na faktor In N se povazuje za rychly. Logaritmus N roste tak pomalu, ze ho ve
srovnani s N lze zanedbat. Pfedpokladem je, ze ¢islo N — 1 je mocnina 2. Rychla
Fourierova transformace byla vybrana mezi Top 10 Algorithms dvacdtého stoleti [2]
a muze byt pro velkd N casové velmi vyhodna. Byla prvnim rychlym algoritmem.
Dnes je rychlych algoritmt v riznych oblastech numerické matematiky zndma celd
fada.
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5.2. Periodicky kubicky splajn

Pii konstrukei prirozeného kubického splajnu v odst. 4.4 jsme k N — 2 rovnicim sou-
stavy (15) pfidali dvé rovnice (16), které soustavu doplnily tak, aby méla jediné resent
mi,...,my. Jestlize vime, Zze namétrend data jsou periodické, je icelné hledat interpo-
lantu ve tvaru kubického splajnu také jako periodickou funkci. Budeme tedy misto (16)
pozadovat splnéni rovnice

my =m (18)

a také splnéni dodateéné rovnice ze soustavy (15) pro j = 1. V soustavé zatim byly
rovnice pouze pro j = 2, ..., N—1. Rovnice pro j = 1 odpovidd podminkam periodicity
F'(t1) = F'(tn) a F"(t1) = F"(tn). Pfipomenme, ze m; = F"(t;). Dosadime-li do
dodatecné rovnice vztah (18) a analogické vztahy fo = fn—1, mo = my—1, h1 = hy,
které popisuji periodicitu dat, dostaneme

hn + ho ha hn _fe—h  fi-INa

3 Mgt N By Iy

Do rovnice pro j = N — 1 ze soustavy (15) rovnéz dosadime (18). Dostaneme tak pro
N —1 nezndmych myq, ..., my_1 soustavu rovnic (15), kde j =1,..., N —1, a pro my
rovnici (18). Matice soustavy, na rozdil od matice soustavy pro koeficienty pfirozeného
splajnu, neni tfidiagonalni, ale ma jediné feseni a existuje rychly algoritmus pro feseni
soustavy, ktery vyzaduje fadové N operaci. Je to varianta metody faktorizace zvand
cyklickd faktorizace [6].

6. Uloha aproximace dat

Podle definice z kap. 3 hledame aproximantu, hladkou funkci G, kterd nespliuje
N podminek interpolace (1), ale o to je hladsi. Neprovddime tedy interpolaci dat,
ale jejich ohlazeni nebo wvyrovndni. Ukazeme to na jednoduché tloze.

Zkusme 9 hodnot teplotnich dat f; z piikladu 1 co nejlépe aproximovat piimkou
G(t) = a + bt (teckovand ¢dra v grafu na obr. 3). Mdme tedy najit pouze dva ko-
eficienty, a a b, ale podminek interpolace by bylo 9. Nesplnime zadnou z podminek
interpolace (1) pfesné, ale dosdhneme minimalizace funkcionalu

N

> (Glty) = £7)*

j=1

To je v naSem piipadé ten funkcional, ktery minimalizujeme ve smyslu definice tlohy
aproximace v kap. 3. Tento zpusob, ktery jsme zvolili pro priblizné feSeni soustavy, jez
mé vice rovnic nez neznamych, se nazyva metoda nejmensich ctverciu [11]. Ohlazeni
(vyrovnéni) dat metodou nejmensich étverct je pro velkd N numerickd iloha silné
ovlivnéna zaokrouhlovacimi chybami, ale vhodné metody pro jeji feSeni jsou znamy,
naptiklad metoda singuldrniho rozkladu matice soustavy [5].

Aproximace piimkou, kterd na obr. 3 vyrovnava data z piikladu 1, se nazyvé
linedrni regrese. Misto piimky muZeme za aproximantu vzit jinou hladkou funkeci
(tFeba mnohoclen stupné 2) nebo systém funkei s vhodné uréenymi koeficienty. Nékteré
zpusoby interpolace se daji po jednoduché upravé pouzit i pro aproximaci, naptiklad
hladké aproximace [7], kubicky splajn [3] nebo trigonometricky mnohoclen [11].
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Obr. 3. Data z ptikladu 1. N = 9, vodorovné ¢as v h, svisle teplota ve °C. Linedrni aproxi-
manta: teCkovand ¢dra, interpolanta (kubicky splajn): plna ¢ara, rozdily G(t;) — f;: ¢arkovana
cara

Protoze se pti kazdém meéfeni dopoustime chyby (statistickd charakteristika chyby
je pFitom vétsinou zndma), dostaneme jako aproximantu (vyrovnavaci funkei) funkci,
ktera je ve statistickém smyslu vérnéjsi aproximaci namétrenych dat nez interpolanta.
Pied vypoctem muzeme navic piedepsat, jak velkou relativni vdhu mé mit splnéni
podminek interpolace a jak velkou vahu ma mit hladkost aproximanty.

7. Dostupny software

Existuje mnoho dalsich zpusobu interpolace a aproximace, které se v praxi bézné
pouzivaji (srov. napf. [10]). Nékteré z nich jsou vhodné pro specidln{ tcely, jiné jsou
univerzalni. Jeden ze zpusobu interpolace, ktery jsme neuvedli, je Hermitova interpo-
lace mnohoclenem [11]. V ni vychdzime z pfedpokladu, ze jsme v uzlech t; naméfili
nejen hodnoty dat f;, ale i hodnoty fj’ derivace f/ méfené funkce f. V uzlech splitujeme
nejen podminky (1), ale navic i podminky pro interpolaci derivace, tj.

F'(tj) = fjproj=1,...,N.

Vyznam Hermitovy interpolace je nejen teoreticky (muze slouzit k odvozeni Gaus-
sovych integra¢énich vzorci), ale data tohoto typu lze naméfit napi. pfi soucasném
méfeni drahy a rychlosti télesa.

Software ke konstrukci interpolant a aproximant je k dispozici v fadé programovych
systému (Maple, Mathematica, Matlab apod.) a publikaci (naptiklad [5]). Konstrukce
jsou zaloZeny na ruznych matematickych principech a u kazdého vysledku je znama
jeho presnost v urc¢itém smyslu. Analogické interpolanty a aproximanty lze konstruovat
i jako funkce dvou nebo ti{ proménnych (pro data méfend ve 2D nebo 3D siti uzlu).
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8. Co dal

Interpolantu i aproximantu umime popsat vzoreckem, tj. jako funkci, jejiz argument
probihd spojité cely interval [¢1,tx] uzli méfeni; naméfend data jsou vyjaddiena ana-
lyticky. Je tedy cas vratit se zpatky [9], jak to slibuje ndzev piispévku.

Matematicky popis dat, tj. analytické vyjadieni neboli vyjadfeni vzorcem, se da
pouzit pfi kresleni grafu interpolanty (aproximanty). Cast4 je situace, kdy potiebujeme
mit data vzorkovand v jemnéjsi siti uzli, nez byla ta puvodni (tzv. resampled da-
ta); ta muzeme snadno ziskat, protoze mame popis dat pomoci funkce, ale to se da
délat i jinymi zpusoby, tfeba také prostiednictvim rychlé Fourierovy transformace (se
zachovanim Fourierova spektra dat). Interpolace dat napi. na trojihelniku nebo ve
CtyTsténu mé dulezité aplikace v metodé koneénych prvku.

Znalost interpolanty umoznuje ziskat grafické vyjadieni dat pomoci vrstevnic dat
naméfenych v roviné (tj. vrstevnic funkee F(z1, 23), pro funkce vice nez dvou promén-
nych se konstruuji analogické hladiny).

8.1. Vypocet derivace dat

Derivace namétenych dat se dd vyuzit k analyze jejich prubéhu, tj. ke stanoveni bod,
ve kterych data rostou nebo klesaji, a k nalezeni lokalnich minim nebo maxim v datech.

Pokud je interpolanta analyticky vyjadfend hladka funkce F', muzeme v kazdém
bodé intervalu [t1,tn] spocitat jeji derivaci (tj. smeérnici jeji tecny) vzorcem. S&m
vypocet je jednoduchy, ale ziskat uspokojivé feSeni neni snadné. Vypocet derivace lze
provést i bez interpolace namétrenych dat, ale v kazdém ptipadé je pfitom tieba dbét
zejména na hladkost interpolanty. Uvidime, Zze pii nedostatetné péci muzeme jako
derivaci interpolanty dostat libovolné rozkmitanou funkci.
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Obr. 4. Data z piikladu 1. N = 9, vodorovné ¢as v h, svisle teplota ve °C. Kubicky splajn:
plnd ¢ara, perturbovany kubicky splajn: teckovana ¢dra, splajn pod napétim: ¢arkovand ¢éra.
V dolnf ¢éasti obrazku: derivace hornich kiivek vyznacené odpovidajicimi druhy car

144 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 60 (2015), ¢. 2



Vratme se k dattm z pifkladu 1. Jejich interpolantu ve tvaru kubického splajnu
jsme zkonstruovali v odst. 4.4 a je na obr. 1 i na obr. 4 (plnd ¢dra). Shledali jsme, Ze
je to interpolanta hladka a plynula. Po zderivovani analytického vyjadieni kubického
splajnu dostaneme plnou ¢aru v dolni ¢asti obr. 4. Derivace je polynom druhého stupné,
ktery je rovnéz hladky a plynuly. Z obrézku je vidét, ze data (tj. jejich interpolanta)
rostou tam, kde je derivace kladné, a klesaji tam, kde je derivace zdporna.

Zkusme interpolantu velmi maéalo porusit, ndhodné perturbovat, tak, aby se od
ptuvodniho kubického splajnu lisila nejvyse o £0,5°C (teckovand ¢dra na obr. 4). Po-
znamenejme, ze perturbovany splajn uz nemusi spliiovat podminky (1) a je tedy aproxi-
mantou. Vyslednd derivace perturbovaného splajnu je v dolni ¢asti obr. 4 zndzornéna
teckované. Vyrazné osciluje a neodpovida subjektivni predstavé o plynulé derivaci
interpolanty.

Jak vidno, tloha numericky spocitat derivaci je Spatné podminénd (viz napf. [10]),
jejf Fesen{ velmi silné z&visi i na malém poruseni (zméné) vstupnich dat. Pfed fesenim
je tfeba ulohu regularizovat, v nasem pripadé maximalné ohladit interpolantu, kterd
ma& byt derivovédna.

Jeden zpusob, jak zabranit oscilacim derivace interpolanty, jez nemaji redlné opod-
statnéni, souvisi s hladkou interpolaci. Pfipomenme, ze jsme kubicky splajn sestrojili
jako funkci z tifdy WZ(t1,tn), kterd splituje podminky interpolace (1) a minimalizuje
funkciondl @ zavedeny v (17), tj. celkovou miru kiivosti grafu interpolanty. Pfi¢teme-li
k @ jesté celkovou miru oscilaci grafu interpolanty vynasobenou nezapornou vahou «,
dostaneme funkcional

v =a [ @R [

t1 t1

|2 dt.

Stanoveni takové interpolanty patii do hladké aproximace (odst. 4.3). V definici skalédr-
niho soucinu (3) polozime By = «, B = 1 a v8echny ostatn{ vahy B; = 0 a pouZijeme
bazové funkce (9). Pro zvolené o tak uréime interpolantu, kterd minimalizuje jak
kfivost, tak oscilace a nazyva se splajn pod napétim. Nazev charakterizuje ,mechanické
vlastnosti“ interpolanty. Vdha a umoznuje predepsat, co ma vypoctend interpolanta
minimalizovat vice: kiivost nebo oscilace. Hodnota o = 0 odpovida kubickému splajnu,
protoze pak je W(u) = ®(u) a oscilace se neminimalizuji.

Piiklad splajnu pod napétim je pro o = 20 na obr. 4 (tarkovand ¢ara). Derivace
splajnu pod napétim (¢drkovand ¢ara v dolnf ¢dsti obrazku) je podobnd po ¢dstech
konstantni funkci, ktera je ohlazena v mistech skoku, zatimco sam splajn pod napétim
pripomind po ¢astech linearni interpolantu, ale v uzlech je hladky, neldme se. Vhodnou
volbou parametru « muzeme ziskat kompromisni vysledek: splajn pod napétim i jeho
derivaci tak hladké, aby pusobily dobrym subjektivnim dojmem.

8.2. Vypocet integralu z dat

Dalsi 1loha, kterou umime pro naméfena data vyftesit, zndme-li interpolantu F, je

spocitat integrél z funkce F' (urcit velikost plochy mezi osou ¢ a grafem interpolanty).

V piipadé teplotnich dat tato tloha souvisi se stanovenim primérné dennd teploty.
Prumérnou denni teplotu Fa muZeme spocitat vzorcem

1
Fa = ﬁ(%fl+f2+"'+fol+%fN)
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Obr. 5. Data z pitkladu 1. N = 9, vodorovné ¢as v h, svisle teplota ve °C. Kubicky splajn:
plné ¢ara. Soucet ploch obdélnika v grafu aproximuje hodnotu F,.

primo z naméfenych dat, aniz bychom brali ohled na to, jaky je prubéh dat mezi
naméfenymi hodnotami. Prvni a posledni naméfenou hodnotu teploty pri¢itame s ko-
eficientem %, protoze je vztahujeme k ¢asovému intervalu poloviéni sitky. Pro data
z pitkladu 1 (N = 9) vyjde Fao = 6,4477. Zkusme prumérnou denni teplotu pocitat
presnéji a v zavislosti na interpolanté, kterou jsme stanovili.

Velikost plochy mezi osou ¢ a grafem interpolanty F' (kubicky splajn, plnd ¢dra na
obr. 5) ur¢ime jako integrél z interpolanty od t; do ty. Velikost této plochy zdvisi na
prubéhu interpolanty F'.

Ulohu stanovit pramérnou dennf teplotu ted mizZeme prevést na analyticky nebo
numericky vypocet veli¢iny
1 N
F, / F(t)dt,

Cin—t Sy,

tj. integrdlnitho primeéru z funkce F pfes interval [t1,tn]. Uloha je dobfe podminéna
a jeji feSeni neni spojeno s zaddnymi mimoiradnymi uskalimi, jako to bylo v pripadé
derivovani.

Nabizi se jesté jeden postup. Aniz bychom integrovali analyticky, muzeme k vypoc-
tu integralniho pruméru F, pouzit zdokonaleny algoritmus vypoctu prumeéru Fj, ktery
je ekvivalentni konstrukei specidlni kvadraturni formule (lichobéznikové pravidlo [11]),
viz obr. 5. K uzlum ¢;, j = 1,...,tn, v nichz jsme data mérili (naméfené hodnoty
jsou vyznaceny Ctverecky), pFiddme dalsi uzly %(tj +tj11),j=1,...,N —1, v nichz
hodnotu interpolanty F' spo¢teme (resampling, interpolované hodnoty jsou vyznaceny
krouzky), a stanovime prumér Fj z téchto ,rozsifenych® dat. Pocet uzli ,méfeni®
pro N = 9jeted 2 x N —1 = 17 a i hodnot rozsifenych dat je vice, tj. 17, a proto
kazdou hodnotu vztdhneme k uzsimu intervalu. V postupu vypoctu mizeme stejnym
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zpusobem pokracovat. Zjistime, ze posloupnost pruméru Fx ma pro hladkou inter-
polantu F' a zvétsujici se pocet uzlu limitu rovnou integralnimu pruméru F,. Limita
bude zaviset na prubéhu interpolanty. Tato myslenka je podstatou definice Rieman-
nova integralu. V nasem pripadé vyjde F, = 6,4594 a tato hodnota zavisi na prubéhu
zvolené interpolanty.

9. Zavér

Zacali jsme od namérenych dat a ukdazali jsme, jak se konstruuje interpolanta nebo
aproximanta k takovym datim. Pfitom jsme zdiraznili, ze takova tloha nemd jediné
feSeni a ze hodnoceni kvality interpolanty muze byt subjektivni. Vrétili jsme se ke
zpracovani nameétrenych dat a naznagcili jsme, jak se dé spocitat derivace dat (véetné
obtizi, které jsou s touto tlohou spojeny) a jak se d& spocitat integral z dat.

Na ptikladech jsme ukézali, pro¢ muze byt pfi zpracovani dat uzite¢né tyto hodnoty
pocitat. Odkéazali jsme na softwarové systémy vhodné pro feseni takovych a podobnych
tloh. To v8e jsme piedvedli na piikladu 1D dat; pro 2D a 3D data je tloha podobn4,
ale feseni slozitéjsi.

Podékovani. Price na tomto piispévku byla podpofena projektem RVO 67985840.
Autor téz dékuje RNDr. Pavlu Kusovi, Ph.D., za cenné pripominky k textu.
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