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Od naměřených dat k jejich matematickému
popisu pomoćı funkce – a zase zpátky

Karel Segeth, Praha

1. Úvod

Měřeńı dat, jejich zpracováńı, pochopeńı a interpretace je základńı badatelský proces
ve fyzice a mnoha př́ırodńıch i společenských vědách. Data se obvykle měř́ı v závislosti
na čase nebo prostorových proměnných, ale jen v konečném počtu uzl̊u měřeńı. Vždy
proto byla d̊uležitá úloha nahradit naměřená data funkčńım předpisem, tj. analytickým
vzorečkem. Smyslem té náhrady nemuśı být jen rychlý výpočet přibližných hodnot
měřené veličiny v jiných bodech, než jsou samotné uzly. Výpočet derivace naměřených
dat nebo integrálu z nich je rovněž úloha v praxi častá. Derivace umožňuje hledáńı
mı́st r̊ustu nebo poklesu dat, integrál výpočet plochy mezi osou nezávisle proměnné
a grafem naměřených dat. Daľśı d̊uležitá úloha může být stanoveńı nulových bod̊u
(kořen̊u) z dat. Při ř́ızeńı proces̊u je tyto úlohy často třeba řešit v reálném čase.

Interpolaci v nějaké podobě použ́ıvaly starověké civilizace již v době před naš́ım
letopočtem. Prvńı interpolovaná data byly astronomické údaje. Velký rozmach zažila
interpolace a aproximace dat v druhé polovině minulého stolet́ı v souvislosti s rozvojem
poč́ıtač̊u.

Ve výkladu se od naměřených dat dostaneme k jejich analytickému vyjádřeńı
několika nejčastěǰśımi zp̊usoby interpolace nebo aproximace s ohlazeńım (vyrovnáńım).
Autor vyb́ıral zp̊usoby, které se mu zdály d̊uležité nebo zaj́ımavé. Zmı́ńıme se o někte-
rých speciálńıch interpolačńıch metodách použ́ıvaných ve zvláštńıch př́ıpadech a na
cestě zpátky naznač́ıme základńı zp̊usoby, jak źıskat derivaci dat a integrál z nich.
Celý postup přehledně vylož́ıme na jednorozměrném př́ıkladu naměřených meteorolo-
gických teplotńıch dat a znázorńıme pomoćı graf̊u interpolant a aproximant.

2. Měřeńı dat

Výsledkem měřeńı (vzorkováńı) je vždy konečný počet N hodnot měřené veličiny.
Přitom si muśıme být vědomi, že při každém měřeńı se dopoušt́ıme r̊uzných chyb
a nepřesnost́ı. Hodnoty dat měř́ıme zpravidla v závislosti na čase nebo prostoru.
V daľśım se omeźıme na data měřená v čase nebo na př́ımce (jednorozměrná da-
ta). Body, ve kterých měř́ıme, nazývané uzly, označ́ıme tj , j = 1, . . . , N , naměřené
hodnoty fj , j = 1, . . . , N , a budeme předpokládat, že to jsou vzorky hladké funkce f .
Dále budeme požadovat, aby tj < tj+1 pro j = 1, . . . , N − 1. Pro existenci interpolace,
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jak ji zavedeme, je to nutná podmı́nka. Obecně označ́ıme hj+1 = tj+1−tj. V některých
př́ıpadech se omeźıme na ekvidistantńı uzly, tj. uzly, pro které plat́ı tj+1 − tj = h, kde
h je konstanta.

3. Základńı úlohy interpolace a aproximace

Pokuśıme se doplnit vhodným zp̊usobem hodnoty mezi uzly, ve kterých jsou data
naměřena, tak, aby výsledný graf byla spojitá funkce. Zavedeme definice dvou úloh,
interpolace a aproximace.

Základńı úloha interpolace. Sestrojme v definičńım oboru [t1, tN ] spojitou funkci F
(interpolantu dat) takovou, že splňuje podmı́nky interpolace

F (tj) = fj pro j = 1, . . . , N. (1)

Je patrné, že úloha interpolace nemá jediné řešeńı. Jednotlivá řešeńı se vzájemně
mohou lǐsit např. svou hladkost́ı a plynulost́ı, tedy subjektivńım dojmem, jakým jejich
graf p̊usob́ı [10]. Jakmile ovšem zvoĺıme vhodnou tř́ıdu funkćı, ve které budeme inter-
polantu hledat (třeba polynomy stupně nejvýše N − 1), má úloha interpolace jediné
řešeńı. Podrobněji o existenci a jednoznačnosti řešeńı úlohy interpolace viz např. [10].

Nalezeńı interpolanty většinou spoč́ıvá v řešeńı soustavy lineárńıch algebraických
rovnic, přičemž č́ım v́ıce je naměřených dat, t́ım větš́ı soustavu je třeba řešit. Často
však existuj́ı možnosti, jak se řešeńı soustavy vyhnout. V době před masovým užit́ım
poč́ıtač̊u to byly možnosti velmi významné. Jestliže použ́ıváme nalezenou interpolantu
mimo interval [t1, tN ], hovoř́ıme zpravidla o extrapolaci.

Základńı úloha aproximace. Jiná d̊uležitá úloha je naj́ıt hladkou funkci G (aproxi-
mantu dat), která nesplňuje podmı́nky interpolace (1) přesně, ale o to méně osciluje,
o to je plynuleǰśı. To je úloha aproximace, ohlazeńı nebo vyrovnáńı dat. Součást́ı kon-
strukce aproximanty je většinou minimalizace vhodného funkcionálu.

Př́ıklad 1. Téměř v celém textu budeme pro konstrukci r̊uzných interpolant a apro-
ximant použ́ıvat následuj́ıćı naměřené denńı hodnoty teploty vzduchu. Hodnoty byly
měřeny automaticky od p̊ulnoci do p̊ulnoci s intervalem měřeńı h = 3 hodiny, tedy
v ekvidistantńıch uzlech.

t (h) 0,0 3,0 6,0 9,0 12,0 15,0 18,0 21,0 24,0

f (oC) 3,0 1,4 1,0 5,6 9,3 12,7 10,0 8,2 3,2

Tab. 1. Naměřené hodnoty teploty vzduchu

4. Př́ıklady několika základńıch zp̊usob̊u interpolace

4.1. Po částech lineárńı interpolanta

Prvńı nápad, jak interpolovat data z př́ıkladu 1, je prostý. Vyneseme naměřená data
do grafu a bod po bodu je spoj́ıme tužkou podle prav́ıtka úsečkami. Dostaneme tak po
částech lineárńı interpolantu (čárkovaná čára na obr. 1). Tato křivka splňuje zadáńı
základńı úlohy interpolace, je spojitá a vyhovuje podmı́nkám (1). Jej́ı nevýhoda však
spoč́ıvá v tom, že se v uzlech interpolace lomı́, nemá v nich derivaci (tečnu), a neńı
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tedy hladká. Analytické vyjádřeńı po částech lineárńı interpolanty se konstruuje pro
každý interval [tj , tj+1] zvlášt’. Je to na každém intervalu mnohočlen prvńıho stupně,
tj. hledáme postupně pro j = 1, . . . , N − 1 rovnice př́ımek

Fj(t) = aj + bjt,

které procházej́ı dvěma body [tj , fj ] a [tj+1, fj+1] v rovině. Snadno se ukáže, že

aj = fj −
fj+1 − fj

hj+1
tj , bj =

fj+1 − fj
hj+1

pro t ∈ [tj , tj+1], j = 1, . . . , N − 1.

4.2. Mnohočlen stupně N − 1

Zkusme interpolovat jedńım mnohočlenem na celém intervalu [t1, tN ]. Takovou inter-
polaci lze provést mnohočlenem stupně N − 1. Interpolanta

F (t) =

N∑

k=1

akt
k−1

má totižN koeficient̊u ak, k = 1, . . . , N , které se urč́ı zN interpolačńıch podmı́nek (1),
a má derivace všech řád̊u na [t1, tN ]. Dá se ukázat, že soustava

F (tj) =

N∑

k=1

akt
k−1
j = fj , j = 1, . . . , N, (2)

pro neznámé ak, k = 1, . . . , N , má za našeho předpokladu, že uzly jsou navzájem
r̊uzné, jediné řešeńı. V našem př́ıpadě je N = 9 a interpolanta bude mnohočlen
stupně 8, tečkovaná čára v grafu na obr. 1.

Protože interpolace mnohočlenem se použ́ıvala dávno před vynálezem poč́ıtače,
existuj́ı algoritmy, které vedou k určeńı koeficient̊u ak, aniž by bylo třeba řešit sousta-
vu (2). Př́ıkladem je třeba Lagrange̊uv interpolačńı vzorec [11].

Interpolace mnohočlenem může dát pro velké N (tedy pro rozsáhlou množinu dat)
velmi neuspokojivé výsledky, protože mnohočleny vysokých stupň̊u výrazně osciluj́ı.

Interpolace mnohočlenem může být efektivńı a numericky stabilńı pouze v př́ıpadě,
kdy pro výpočet hodnoty mnohočlenu argumentu τ použijeme tzv. Hornerovo schéma
(Horner̊uv algoritmus). Jeho princip ukážeme na jednoduchém př́ıkladu. Mějme mno-
hočlen třet́ıho stupně

F (t) = a1 + a2t+ a3t
2 + a4t

3.

Prvńı nápad, jak spoč́ıtat F (τ), samozřejmě je napřed vyč́ıslit τ2 a τ3 a pak F (τ)
jako lineárńı kombinaci koeficient̊u mnohočlenu a mocnin τ . To je zp̊usob často vel-
mi nevhodný, zejména pak v př́ıpadě, kdy jednotlivé sč́ıtance maj́ı r̊uzná znaménka.
Vzhledem k zaokrouhlovaćım chybám může být výsledek velmi nepřesný.

Hornerovo schéma spoč́ıvá ve vhodném rozmı́stěńı závorek ve výrazu, tedy ve
vhodném uspořádáńı výpočtu. V našem př́ıkladu ho zaṕı̌seme jako

F (τ) = a1 + τ · (a2 + τ · (a3 + τ · a4)).
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4.3. Speciálńı př́ıpad z teorie hladké interpolace

Základy celé teorie i praxe tohoto zp̊usobu interpolace i aproximace jsou položeny v [8].
V daľśım textu uvedeme jen jednoduchý, ale typický speciálńı př́ıpad. Zvoĺıme lineál
komplexńıch funkćı L(t1, tN), v němž budeme hledat interpolantu. O funkćıch g ∈ L
budeme předpokládat, že jsou spojité spolu se svými derivacemi všech řád̊u. Lineál L
nejsnáze urč́ıme tak, že stanov́ıme jeho úplnou ortonormálńı, obecně spočetnou bázi
gk ∈ L, k = 1, 2, . . . Úplnost a ortonormalitu báze budeme posuzovat prostřednictv́ım
skalárńıho součinu

(g, h) =
∞∑

l=0

Bl

∫ tN

t1

[g(l)(t)]∗ h(l)(t) dt, g, h ∈ L, (3)

kde g∗ znač́ı funkci komplexně sdruženou k funkci g, B0 > 0 a Bl, l = 1, 2, . . . ,
jsou vhodně zvolená nezáporná č́ısla. Budeme předpokládat, že hodnota výrazu (g, g)
existuje pro každou funkci g ∈ L.

Řekneme, že

F (t) =

∞∑

k=1

Akgk(t), (4)

kde Ak jsou komplexńı koeficienty, je hladká interpolanta, jestliže splňuje podmı́nky
interpolace (1) a minimalizuje funkcionál

Ψ(u) =
∞∑

l=0

Bl

∫ tN

t1

|u(l)|2 dt = ‖u‖2. (5)

Vyjádřeńı (4) pro hladkou interpolantu je nutné pro teoretické odvozeńı, ale ne-
vhodné pro praktické poč́ıtáńı už jen proto, že sč́ıtanc̊u je nekonečně mnoho. Označme

R(t, v) =

∞∑

k=1

gk(t)g
∗
k(v)

‖gk‖2
(6)

a předpokládejme, že řada (6) konverguje. Určeńı hladké interpolanty se standardńımi
prostředky převede na řešeńı soustavy N lineárńıch algebraických rovnic

N∑

j=1

λjR(ti, tj) = fi, i = 1, . . . , N, (7)

pro neznámé koeficienty λj , j = 1, . . . , N , a hladká interpolanta bude tvaru

F (t) =

N∑

j=1

λjR(t, tj). (8)

Omeźıme se na N = 9 a data z př́ıkladu 1. V definici (3) skalárńıho součinu
polož́ıme Bl = (13 )

2l/(2l)!, l = 0, 1, . . . Za úplnou ortonormálńı bázi lineálu L vezmeme
2π-periodické komplexńı funkce

gk(t) = exp(ikt), k = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , (9)
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přičemž nejprve provedeme limitńı přechod krajńıch bod̊u intervalu [0, 2π] do −∞
a +∞ stejným zp̊usobem, jakým se přecháźı od Fourierovy řady periodické funkce
k Fourierově transformaci neperiodické funkce [7]. Přitom definice (6) funkce R pomoćı
nekonečné řady přejde v definici

R(t, v) =

∫ ∞

−∞

exp(ik(t− v))

‖gk‖2
dk

prostřednictv́ım integrálu přes k. Výsledek je Fourierova transformace funkce ‖gk‖−2

reálné proměnné k. Tento integrál se dá vyč́ıslit analyticky, vyjde

R(t, v) =
1

2
3 cosh(

3
2π|t− v|) .

Funkci R transformujeme na interval [0, 24], vyřeš́ıme pozitivně definitńı sousta-
vu (7), která má 9 rovnic pro 9 neznámých λj , j = 1, . . . , 9, a dostaneme hladkou
interpolantu (8) s N = 9, znázorněnou v grafu na obr. 1 čerchovaně.

Připomeňme, že jsme zde všechny váhy Bl, l = 0, 1, . . . , zvolili kladné, takže
minimalizace funkcionálu Ψ představuje podle (5) minimalizaci integrál̊u (opatřených
rychle klesaj́ıćımi vahami Bl) z kvadrátu derivaćı všech řád̊u.

Ukazuje se, že některé zp̊usoby interpolace se daj́ı interpretovat jako konkrétńı
př́ıpady hladké interpolace se speciálńı volbou posloupnosti Bl (srov. např. následuj́ıćı
odstavec).

4.4. Kubický splajn

Zavedeme velmi hladkou a plynulou interpolantu (plná čára na obr. 1), která je známa
jako kubický splajn (spline). Můžeme ji už́ıvat pro posouzeńı kvality ostatńıch inter-
polant. Na každém intervalu [tj , tj+1] se dá lokálně napsat ve tvaru mnohočlenu F
třet́ıho stupně. Budeme požadovat splněńı podmı́nek interpolace (1) a dále spojitost F ,
jej́ı prvńı derivace F ′ i druhé derivace F ′′ na celém intervalu [t1, tN ], tedy i v uzlech
měřeńı.

Konstrukce je popsána např. v [3], kde je také dokázána existence a jednoznačnost
výsledku. Z právě uvedených podmı́nek plyne, že F ′′ je spojitá lineárńı funkce. Na
každém intervalu [tj , tj+1] ji budeme psát ve tvaru

F ′′(t) = mj
tj+1 − t

hj+1
+mj+1

t− tj
hj+1

, j = 1, . . . , N − 1, (10)

kde mj = F ′′(tj). Obě strany rovnosti (10) dvakrát zintegrujeme podle t a dostaneme

F (t) = mj
(tj+1 − t)3

6hj+1
+mj+1

(t− tj)
3

6hj+1
+ Cj+1

tj+1 − t

hj+1
+Dj+1

t− tj
hj+1

(11)

pro j = 1, . . . , N − 1, kde Cj+1 a Dj+1 jsou integračńı konstanty vyjádřené zp̊usobem,
který se nám bude v daľśım postupu hodit. Urč́ıme je z podmı́nky interpolace (1), když
do (11) postupně na každém intervalu [tj , tj+1] dosad́ıme t = tj a t = tj+1. Obdrž́ıme

1
6mjh

2
j+1 + Cj+1 = fj ,

1
6mj+1h

2
j+1 +Dj+1 = fj+1, j = 1, . . . , N − 1.
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Podle (11) tedy bude

F (t) = mj
(tj+1 − t)3

6hj+1
+mj+1

(t− tj)
3

6hj+1

+

(
fj −

mjh
2
j+1

6

)
tj+1 − t

hj+1
+

(
fj+1 −

mj+1h
2
j+1

6

)
t− tj
hj+1

(12)

pro j = 1, . . . , N − 1, kde neznámé už jsou jen veličiny mj , j = 1, . . . , N .
Zderivujeme výraz (12) a urč́ıme limity funkce F ′ v bodech t2, . . . , tN−1 zprava

a zleva. Dostaneme

F ′(tj − 0) =
hj

6
mj−1 +

hj

3
mj +

fj − fj−1

hj
, (13)

F ′(tj + 0) = −hj+1

3
mj −

hj+1

6
mj+1 +

fj+1 − fj
hj+1

. (14)

Protože předpokládáme spojitost derivace interpolanty v uzlech t2, . . . , tN−1, budeme
požadovat, aby se (13) rovnalo (14), tj.

hj

6
mj−1 +

hj + hj+1

3
mj +

hj+1

6
mj+1 =

fj+1 − fj
hj+1

− fj − fj−1

hj
(15)

pro j = 2, . . . , N − 1. To je N − 2 rovnic pro N neznámých mj , j = 1, . . . , N . Snadno
se ukáže, že po přidáńı rovnic

m1 = 0, mN = 0 (16)

je soustava (15), (16) tř́ıdiagonálńı, symetrická a pozitivně definitńı, takže má jediné
řešeńı. Použijeme-li pro řešeńı tř́ıdiagonálńı soustavy Am = b Gaussovu eliminaci
a provedeme jen ty operace, které maj́ı nenulové operandy, dostaneme řešeńı algorit-
mem, který vyžaduje řádově pouze N operaćı, zat́ımco Gaussova eliminice pro obecnou
soustavu potřebuje řádověN3 operaćı. Algoritmus, který spoč́ıtáN hodnot výstupńıch
dat pomoćı řádově N operaćı se vstupńımi daty, se nazývá rychlý.

Popsaný postup je tedy rychlý algoritmus a je ekvivalentńı faktorizaci matice A
soustavy na součin dvou matic, A = BC, a následnému řešeńı dvou soustav s dvou-
diagonálńımi maticemi B a C, jež odpov́ıdá př́ımému a zpětnému chodu Gaussovy
eliminace (srov. [6], v ruštině má tato faktorizace název progonka).

Pro zadané uzly tj a data fj řeš́ıme soustavu (15), (16) jen jednou a hodnotu inter-
polanty F (t) pak urč́ıme pro libovolný argument t. Splajn (11) splňuj́ıćı podmı́nku (16)
se nazývá přirozený (plná čára na obr. 1). Mı́sto (16) můžeme volit i jiné podmı́nky,
jak uvid́ıme v daľśım.

Kubický splajn má jednu d̊uležitou vlastnost, jež ho řad́ı mezi hladké interpolan-
ty podle naš́ı definice z odst. 4.3 a má za d̊usledek vysokou efektivnost interpolace.
Uvažme na intervalu [t1, tN ] tř́ıdu W 2

2 (t1, tN ) tvořenou funkcemi, které maj́ı druhou
zobecněnou derivaci integrovatelnou s kvadrátem. Oslab́ıme-li v odst. 4.3 předpoklad
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B0 > 0 na B0 ≥ 0, dostaneme složitěǰśı teorii, ale jako prostředek pro hladkou interpo-
laci bude fungovat. Zvoĺıme-li v definici skalárńıho součinu (3) váhu B2 = 1 a všechny
ostatńı váhy Bl = 0, bude mı́t funkcionál Ψ tvar

Φ(u) =

∫ tN

t1

|u′′(t)|2 dt. (17)

Řešme prostředky odst. 4.3 úlohu nalézt hladkou interpolantu F ∈ W 2
2 (t1, tN ), která

splňuje podmı́nky interpolace (1), minimalizuje funkcionál (17) na tř́ıdě W 2
2 (t1, tN )

a už́ıvá bázové funkce (9). Snadno se dá dokázat (viz např. [3]), že tento funkcionál
nabývá minima na kubickém splajnu F , který jsme právě sestrojili. Nav́ıc se ukáže,
že funkcionál (17) nemá jiné body minima.

Druhá derivace funkce (v našich úvahách u′′) má geometrický význam křivosti grafu
funkce. Např́ıklad křivost př́ımky je rovna 0, křivost kružnice o poloměru R je rovněž
konstantńı a je rovna 1/R. Kubický splajn je tedy podle (17) interpolanta s minimálńı
celkovou mı́rou křivosti Φ.

Povšimněme si, že funkcionál Φ(u) lze interpretovat jako potenciálńı energii pružné-
ho nosńıku upevněného v bodech [tj , fj ] roviny. To věděli už angličt́ı lodńı konstruktéři
v 19. stolet́ı, kteř́ı neměli k dispozici výše uvedený matematický aparát ani poč́ıtač
pro vyřešeńı soustavy (15), (16). Původńı význam anglického slova spline je pružina
na rýsováńı velkých křivek v lodńım stavitelstv́ı [4]. Pružina byla na výkresu upevněna
v bodech [tj , fj] a realizovala minimum funkcionálu (17) svým tvarem fyzicky.

0 5 10 15 20
0

2

4

6

8

10

12

14

Obr. 1. Data z př́ıkladu 1. N = 9, vodorovně čas v h, svisle teplota ve ◦C. Po částech li-
neárńı interpolanta: čárkovaná čára, mnohočlen stupně 8: tečkovaná čára, hladká interpolanta:
čerchovaná čára, kubický splajn: plná čára
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4.5. Racionálńı interpolace

Interpolantu zvoĺıme ve tvaru racionálńı funkce. Pro náš př́ıklad 1, kde je N = 9,
budou čitatel i jmenovatel mnohočleny stupně 4,

F (t) =

4∑

k=0

pkt
k

4∑

k=0

qkt
k

.

Polož́ıme q0 = 1 a z N = 9 podmı́nek interpolace (1) v uzlech tj urč́ıme koeficienty pk,
k = 0, . . . , 4, a qk, k = 1, . . . , 4. Dá se ukázat, že soustava má jediné řešeńı [5]. Ra-
cionálńı interpolanta je velmi vhodná pro data, jejichž pr̊uběh je podobný převrácené
hodnotě mnohočlenu, tj. např́ıklad pro data naměřená v okoĺı pólu zkoumané veličiny.
Z technických d̊uvod̊u neńı racionálńı interpolanta v černob́ılém grafu na obr. 1 uve-
dena.

4.6. Ještě jeden př́ıklad. Neekvidistantńı uzly

Při měřeńı teploty vzduchu může nastat mimořádná situace: automatické měřeńı selha-
lo, měř́ıme teplotu vzduchu ručně a nejsme schopni zaručit přesně tř́ıhodinový interval
mezi měřeńımi.

Př́ıklad 2. Hodnoty teploty vzduchu, které byly naměřeny (týž den jako hodnoty
v tabulce 1) od p̊ulnoci do p̊ulnoci ručně v neekvidistantńı časové śıti uzl̊u s kroky hj .
Hodnot je opět N = 9.

t (h) 0,0 5,0 7,0 8,0 10,0 13,0 15,5 20,0 24,0

f (oC) 3,0 1,2 2,4 3,9 6,6 10,4 12,3 9,0 3,2

Tab. 2. Hodnoty teploty vzduchu naměřené v neekvidistantńı śıti

Metody interpolace, o kterých jsme se zmı́nili v této kapitole (po částech lineárńı
interpolanta, mnohočlen, hladká interpolanta, kubický splajn, racionálńı interpolanta),
se daj́ı použ́ıt i pro neekvidistantńı uzly, přičemž splňujeme podmı́nku (1). Algoritmy
výpočtu se přitom většinou mı́rně zkomplikuj́ı. Na obr. 2 jsou uvedeny interpolanty
stejného druhu jako na obr. 1.

5. Periodická data

Pokud je prvńı hodnota naměřených dat rovna té posledńı, tj. pokud f1 = fN , což
někdy může být i př́ıpad teplotńıch dat, můžeme data v intervalu [0, 24] považovat za
periodická.

Př́ıklad 3. Vrat’me se pro jednoduchost k ekvidistantńım uzl̊um měřeńı. Změńıme
hodnoty dat naměřených pro t1 = 0 a t9 = 24. Nahrad́ıme je obě pr̊uměrem hodnot
z tab. 1, tj. f1 = f9 = 3, 1. Celkem máme opět N = 9 uzl̊u a naměřených hodnot, ale
s nimi podmı́nku periodicity, tedy jen 8 nezávislých naměřených hodnot.
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Obr. 2. Neekvidistantńı data z př́ıkladu 2. N = 9, vodorovně čas v h, svisle teplota ve oC.
Po částech lineárńı interpolanta: čárkovaná čára, mnohočlen stupně 8: tečkovaná čára, hladká
interpolanta: čerchovaná čára, kubický splajn: plná čára

t (h) 0,0 3,0 6,0 9,0 12,0 15,0 18,0 21,0 24,0

f (oC) 3,1 1,4 1,0 5,6 9,3 12,7 10,0 8,2 3,1

Tab. 3. Periodicky upravené naměřené hodnoty teploty vzduchu

5.1. Trigonometrická interpolanta

Jsou k dispozici velmi účinné metody interpolace periodických dat, založené na sys-
témech periodických funkćı 1, cos kt, sin kt (trigonometrické mnohočleny) [11]. Pro
N liché a po transformaci na interval t ∈ [0, 24] má interpolanta tvar

F (t) = 1
2a0 +

(N−3)/2∑

k=1

(ak cos kSt+ bk sinkSt) +
1
2a(N−1)/2 cos(

1
2 (N − 1)St),

kde S = 1
12π. Koeficient̊u a0 a ak, bk trigonometrického mnohočlenu je celkem N − 1

a jednoznačně je urč́ıme z interpolačńıch podmı́nek (1) pro j = 1, . . . , N−1. Koeficienty
se daj́ı vyjádřit jako součty výraz̊u fj+1 cos(kStj) nebo fj+1 sin(kStj) přes j od 0
do N − 2. Pro výpočet všech koeficient̊u je třeba řádově N2 aritmetických operaćı.
Pro N sudé jsou vzorce obdobné.

Existuje algoritmus zvaný rychlá Fourierova transformace [1], který spočte všechny
koeficienty ak, bk při použit́ı řádového počtu pouze N lnN aritmetických operaćı a ne-
hledě na faktor lnN se považuje za rychlý. Logaritmus N roste tak pomalu, že ho ve
srovnáńı s N lze zanedbat. Předpokladem je, že č́ıslo N − 1 je mocnina 2. Rychlá
Fourierova transformace byla vybrána mezi Top 10 Algorithms dvacátého stolet́ı [2]
a může být pro velká N časově velmi výhodná. Byla prvńım rychlým algoritmem.
Dnes je rychlých algoritmů v r̊uzných oblastech numerické matematiky známa celá
řada.
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5.2. Periodický kubický splajn

Při konstrukci přirozeného kubického splajnu v odst. 4.4 jsme k N − 2 rovnićım sou-
stavy (15) přidali dvě rovnice (16), které soustavu doplnily tak, aby měla jediné řešeńı
m1, . . . ,mN . Jestliže v́ıme, že naměřená data jsou periodická, je účelné hledat interpo-
lantu ve tvaru kubického splajnu také jako periodickou funkci. Budeme tedy mı́sto (16)
požadovat splněńı rovnice

mN = m1 (18)

a také splněńı dodatečné rovnice ze soustavy (15) pro j = 1. V soustavě zat́ım byly
rovnice pouze pro j = 2, . . . , N−1. Rovnice pro j = 1 odpov́ıdá podmı́nkám periodicity
F ′(t1) = F ′(tN ) a F ′′(t1) = F ′′(tN ). Připomeňme, že mj = F ′′(tj). Dosad́ıme-li do
dodatečné rovnice vztah (18) a analogické vztahy f0 = fN−1, m0 = mN−1, h1 = hN ,
které popisuj́ı periodicitu dat, dostaneme

hN + h2

3
m1 +

h2

6
m2 +

hN

6
mN−1 =

f2 − f1
h2

− f1 − fN−1

hN
.

Do rovnice pro j = N − 1 ze soustavy (15) rovněž dosad́ıme (18). Dostaneme tak pro
N −1 neznámých m1, . . . ,mN−1 soustavu rovnic (15), kde j = 1, . . . , N −1, a pro mN

rovnici (18). Matice soustavy, na rozd́ıl od matice soustavy pro koeficienty přirozeného
splajnu, neńı tř́ıdiagonálńı, ale má jediné řešeńı a existuje rychlý algoritmus pro řešeńı
soustavy, který vyžaduje řádově N operaćı. Je to varianta metody faktorizace zvaná
cyklická faktorizace [6].

6. Úloha aproximace dat

Podle definice z kap. 3 hledáme aproximantu, hladkou funkci G, která nesplňuje
N podmı́nek interpolace (1), ale o to je hladš́ı. Neprovád́ıme tedy interpolaci dat,
ale jejich ohlazeńı nebo vyrovnáńı. Ukážeme to na jednoduché úloze.

Zkusme 9 hodnot teplotńıch dat fj z př́ıkladu 1 co nejlépe aproximovat př́ımkou
G(t) = a + bt (tečkovaná čára v grafu na obr. 3). Máme tedy naj́ıt pouze dva ko-
eficienty, a a b, ale podmı́nek interpolace by bylo 9. Nesplńıme žádnou z podmı́nek
interpolace (1) přesně, ale dosáhneme minimalizace funkcionálu

N∑

j=1

(G(tj)− fj)
2.

To je v našem př́ıpadě ten funkcionál, který minimalizujeme ve smyslu definice úlohy
aproximace v kap. 3. Tento zp̊usob, který jsme zvolili pro přiblǐzné řešeńı soustavy, jež
má v́ıce rovnic než neznámých, se nazývá metoda nejmenš́ıch čtverc̊u [11]. Ohlazeńı
(vyrovnáńı) dat metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je pro velká N numerická úloha silně
ovlivněná zaokrouhlovaćımi chybami, ale vhodné metody pro jej́ı řešeńı jsou známy,
např́ıklad metoda singulárńıho rozkladu matice soustavy [5].

Aproximace př́ımkou, která na obr. 3 vyrovnává data z př́ıkladu 1, se nazývá
lineárńı regrese. Mı́sto př́ımky můžeme za aproximantu vźıt jinou hladkou funkci
(třeba mnohočlen stupně 2) nebo systém funkćı s vhodně určenými koeficienty. Některé
zp̊usoby interpolace se daj́ı po jednoduché úpravě použ́ıt i pro aproximaci, např́ıklad
hladká aproximace [7], kubický splajn [3] nebo trigonometrický mnohočlen [11].
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Obr. 3. Data z př́ıkladu 1. N = 9, vodorovně čas v h, svisle teplota ve oC. Lineárńı aproxi-
manta: tečkovaná čára, interpolanta (kubický splajn): plná čára, rozd́ıly G(tj)−fj : čárkovaná
čára

Protože se při každém měřeńı dopoušt́ıme chyby (statistická charakteristika chyby
je přitom většinou známa), dostaneme jako aproximantu (vyrovnávaćı funkci) funkci,
která je ve statistickém smyslu věrněǰśı aproximaćı naměřených dat než interpolanta.
Před výpočtem můžeme nav́ıc předepsat, jak velkou relativńı váhu má mı́t splněńı
podmı́nek interpolace a jak velkou váhu má mı́t hladkost aproximanty.

7. Dostupný software

Existuje mnoho daľśıch zp̊usob̊u interpolace a aproximace, které se v praxi běžně
použ́ıvaj́ı (srov. např. [10]). Některé z nich jsou vhodné pro speciálńı účely, jiné jsou
univerzálńı. Jeden ze zp̊usob̊u interpolace, který jsme neuvedli, je Hermitova interpo-
lace mnohočlenem [11]. V ńı vycháźıme z předpokladu, že jsme v uzlech tj naměřili
nejen hodnoty dat fj , ale i hodnoty f ′

j derivace f
′ měřené funkce f . V uzlech splňujeme

nejen podmı́nky (1), ale nav́ıc i podmı́nky pro interpolaci derivace, tj.

F ′(tj) = f ′
j pro j = 1, . . . , N.

Význam Hermitovy interpolace je nejen teoretický (může sloužit k odvozeńı Gaus-
sových integračńıch vzorc̊u), ale data tohoto typu lze naměřit např. při současném
měřeńı dráhy a rychlosti tělesa.

Software ke konstrukci interpolant a aproximant je k dispozici v řadě programových
systémů (Maple, Mathematica, Matlab apod.) a publikaćı (např́ıklad [5]). Konstrukce
jsou založeny na r̊uzných matematických principech a u každého výsledku je známa
jeho přesnost v určitém smyslu. Analogické interpolanty a aproximanty lze konstruovat
i jako funkce dvou nebo tř́ı proměnných (pro data měřená ve 2D nebo 3D śıti uzl̊u).
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8. Co dál

Interpolantu i aproximantu umı́me popsat vzorečkem, tj. jako funkci, jej́ıž argument
prob́ıhá spojitě celý interval [t1, tN ] uzl̊u měřeńı; naměřená data jsou vyjádřena ana-
lyticky. Je tedy čas vrátit se zpátky [9], jak to slibuje název př́ıspěvku.

Matematický popis dat, tj. analytické vyjádřeńı neboli vyjádřeńı vzorcem, se dá
použ́ıt při kresleńı grafu interpolanty (aproximanty). Častá je situace, kdy potřebujeme
mı́t data vzorkovaná v jemněǰśı śıti uzl̊u, než byla ta p̊uvodńı (tzv. resampled da-
ta); ta můžeme snadno źıskat, protože máme popis dat pomoćı funkce, ale to se dá
dělat i jinými zp̊usoby, třeba také prostřednictv́ım rychlé Fourierovy transformace (se
zachováńım Fourierova spektra dat). Interpolace dat např. na trojúhelńıku nebo ve
čtyřstěnu má d̊uležité aplikace v metodě konečných prvk̊u.

Znalost interpolanty umožňuje źıskat grafické vyjádřeńı dat pomoćı vrstevnic dat
naměřených v rovině (tj. vrstevnic funkce F (x1, x2), pro funkce v́ıce než dvou proměn-
ných se konstruuj́ı analogické hladiny).

8.1. Výpočet derivace dat

Derivace naměřených dat se dá využ́ıt k analýze jejich pr̊uběhu, tj. ke stanoveńı bod̊u,
ve kterých data rostou nebo klesaj́ı, a k nalezeńı lokálńıch minim nebo maxim v datech.

Pokud je interpolanta analyticky vyjádřená hladká funkce F , můžeme v každém
bodě intervalu [t1, tN ] spoč́ıtat jej́ı derivaci (tj. směrnici jej́ı tečny) vzorcem. Sám
výpočet je jednoduchý, ale źıskat uspokojivé řešeńı neńı snadné. Výpočet derivace lze
provést i bez interpolace naměřených dat, ale v každém př́ıpadě je přitom třeba dbát
zejména na hladkost interpolanty. Uvid́ıme, že při nedostatečné péči můžeme jako
derivaci interpolanty dostat libovolně rozkmitanou funkci.
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Obr. 4. Data z př́ıkladu 1. N = 9, vodorovně čas v h, svisle teplota ve oC. Kubický splajn:
plná čára, perturbovaný kubický splajn: tečkovaná čára, splajn pod napět́ım: čárkovaná čára.
V dolńı části obrázku: derivace horńıch křivek vyznačené odpov́ıdaj́ıćımi druhy čar
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Vrat’me se k dat̊um z př́ıkladu 1. Jejich interpolantu ve tvaru kubického splajnu
jsme zkonstruovali v odst. 4.4 a je na obr. 1 i na obr. 4 (plná čára). Shledali jsme, že
je to interpolanta hladká a plynulá. Po zderivováńı analytického vyjádřeńı kubického
splajnu dostaneme plnou čáru v dolńı části obr. 4. Derivace je polynom druhého stupně,
který je rovněž hladký a plynulý. Z obrázku je vidět, že data (tj. jejich interpolanta)
rostou tam, kde je derivace kladná, a klesaj́ı tam, kde je derivace záporná.

Zkusme interpolantu velmi málo porušit, náhodně perturbovat, tak, aby se od
p̊uvodńıho kubického splajnu lǐsila nejvýše o ±0,5oC (tečkovaná čára na obr. 4). Po-
znamenejme, že perturbovaný splajn už nemuśı splňovat podmı́nky (1) a je tedy aproxi-
mantou. Výsledná derivace perturbovaného splajnu je v dolńı části obr. 4 znázorněna
tečkovaně. Výrazně osciluje a neodpov́ıdá subjektivńı představě o plynulé derivaci
interpolanty.

Jak vidno, úloha numericky spoč́ıtat derivaci je špatně podmı́něná (viz např. [10]),
jej́ı řešeńı velmi silně záviśı i na malém porušeńı (změně) vstupńıch dat. Před řešeńım
je třeba úlohu regularizovat, v našem př́ıpadě maximálně ohladit interpolantu, která
má být derivována.

Jeden zp̊usob, jak zabránit oscilaćım derivace interpolanty, jež nemaj́ı reálné opod-
statněńı, souviśı s hladkou interpolaćı. Připomeňme, že jsme kubický splajn sestrojili
jako funkci z tř́ıdy W 2

2 (t1, tN), která splňuje podmı́nky interpolace (1) a minimalizuje
funkcionál Φ zavedený v (17), tj. celkovou mı́ru křivosti grafu interpolanty. Přičteme-li
k Φ ještě celkovou mı́ru oscilaćı grafu interpolanty vynásobenou nezápornou vahou α,
dostaneme funkcionál

Ψ(u) = α

∫ tN

t1

‖u′(t)‖2 dt+
∫ tN

t1

‖u′′(t)‖2 dt.

Stanoveńı takové interpolanty patř́ı do hladké aproximace (odst. 4.3). V definici skalár-
ńıho součinu (3) polož́ıme B1 = α, B2 = 1 a všechny ostatńı váhy Bl = 0 a použijeme
bázové funkce (9). Pro zvolené α tak urč́ıme interpolantu, která minimalizuje jak
křivost, tak oscilace a nazývá se splajn pod napět́ım. Název charakterizuje

”
mechanické

vlastnosti“ interpolanty. Váha α umožňuje předepsat, co má vypočtená interpolanta
minimalizovat v́ıce: křivost nebo oscilace. Hodnota α = 0 odpov́ıdá kubickému splajnu,
protože pak je Ψ(u) = Φ(u) a oscilace se neminimalizuj́ı.

Př́ıklad splajnu pod napět́ım je pro α = 20 na obr. 4 (čárkovaná čára). Derivace
splajnu pod napět́ım (čárkovaná čára v dolńı části obrázku) je podobná po částech
konstantńı funkci, která je ohlazena v mı́stech skok̊u, zat́ımco sám splajn pod napět́ım
připomı́ná po částech lineárńı interpolantu, ale v uzlech je hladký, neláme se. Vhodnou
volbou parametru α můžeme źıskat kompromisńı výsledek: splajn pod napět́ım i jeho
derivaci tak hladké, aby p̊usobily dobrým subjektivńım dojmem.

8.2. Výpočet integrálu z dat

Daľśı úloha, kterou umı́me pro naměřená data vyřešit, známe-li interpolantu F , je
spoč́ıtat integrál z funkce F (určit velikost plochy mezi osou t a grafem interpolanty).
V př́ıpadě teplotńıch dat tato úloha souviśı se stanoveńım pr̊uměrné denńı teploty.

Pr̊uměrnou denńı teplotu FA můžeme spoč́ıtat vzorcem

FA =
1

N − 1

(
1
2f1 + f2 + · · ·+ fN−1 +

1
2fN

)
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Obr. 5. Data z př́ıkladu 1. N = 9, vodorovně čas v h, svisle teplota ve oC. Kubický splajn:
plná čára. Součet ploch obdélńık̊u v grafu aproximuje hodnotu Fa.

př́ımo z naměřených dat, aniž bychom brali ohled na to, jaký je pr̊uběh dat mezi
naměřenými hodnotami. Prvńı a posledńı naměřenou hodnotu teploty přič́ıtáme s ko-
eficientem 1

2 , protože je vztahujeme k časovému intervalu polovičńı š́ı̌rky. Pro data
z př́ıkladu 1 (N = 9) vyjde FA = 6,4477. Zkusme pr̊uměrnou denńı teplotu poč́ıtat
přesněji a v závislosti na interpolantě, kterou jsme stanovili.

Velikost plochy mezi osou t a grafem interpolanty F (kubický splajn, plná čára na
obr. 5) urč́ıme jako integrál z interpolanty od t1 do tN . Velikost této plochy záviśı na
pr̊uběhu interpolanty F .

Úlohu stanovit pr̊uměrnou denńı teplotu ted’ můžeme převést na analytický nebo
numerický výpočet veličiny

Fa =
1

tN − t1

∫ tN

t1

F (t) dt,

tj. integrálńıho pr̊uměru z funkce F přes interval [t1, tN ]. Úloha je dobře podmı́něná
a jej́ı řešeńı neńı spojeno s žádnými mimořádnými úskaĺımi, jako to bylo v př́ıpadě
derivováńı.

Nab́ıźı se ještě jeden postup. Aniž bychom integrovali analyticky, můžeme k výpoč-
tu integrálńıho pr̊uměru Fa použ́ıt zdokonalený algoritmus výpočtu pr̊uměru FA, který
je ekvivalentńı konstrukci speciálńı kvadraturńı formule (lichoběžńıkové pravidlo [11]),
viz obr. 5. K uzl̊um tj , j = 1, . . . , tN , v nichž jsme data měřili (naměřené hodnoty
jsou vyznačeny čtverečky), přidáme daľśı uzly 1

2 (tj + tj+1), j = 1, . . . , N − 1, v nichž
hodnotu interpolanty F spočteme (resampling, interpolované hodnoty jsou vyznačeny
kroužky), a stanov́ıme pr̊uměr FA z těchto

”
rozš́ı̌rených“ dat. Počet uzl̊u

”
měřeńı“

pro N = 9 je ted’ 2 × N − 1 = 17 a i hodnot rozš́ı̌rených dat je v́ıce, tj. 17, a proto
každou hodnotu vztáhneme k užš́ımu intervalu. V postupu výpočtu můžeme stejným
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zp̊usobem pokračovat. Zjist́ıme, že posloupnost pr̊uměr̊u FA má pro hladkou inter-
polantu F a zvětšuj́ıćı se počet uzl̊u limitu rovnou integrálńımu pr̊uměru Fa. Limita
bude záviset na pr̊uběhu interpolanty. Tato myšlenka je podstatou definice Rieman-
nova integrálu. V našem př́ıpadě vyjde Fa = 6, 4594 a tato hodnota záviśı na pr̊uběhu
zvolené interpolanty.

9. Závěr

Začali jsme od naměřených dat a ukázali jsme, jak se konstruuje interpolanta nebo
aproximanta k takovým dat̊um. Přitom jsme zd̊uraznili, že taková úloha nemá jediné
řešeńı a že hodnoceńı kvality interpolanty může být subjektivńı. Vrátili jsme se ke
zpracováńı naměřených dat a naznačili jsme, jak se dá spoč́ıtat derivace dat (včetně
obt́ıž́ı, které jsou s touto úlohou spojeny) a jak se dá spoč́ıtat integrál z dat.

Na př́ıkladech jsme ukázali, proč může být při zpracováńı dat užitečné tyto hodnoty
poč́ıtat. Odkázali jsme na softwarové systémy vhodné pro řešeńı takových a podobných
úloh. To vše jsme předvedli na př́ıkladu 1D dat; pro 2D a 3D data je úloha podobná,
ale řešeńı složitěǰśı.

Poděkováńı. Práce na tomto př́ıspěvku byla podpořena projektem RVO 67985840.
Autor též děkuje RNDr. Pavlu Kůsovi, Ph.D., za cenné připomı́nky k textu.
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