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Soucet thlu ve ¢tyrsténu
Vénovano RNDr. Milanu Pragerovi, CSc., k jeho 85. narozeninam

Jan Brandts, Apo Cihangir, Amsterdam, Michal Kvizek, Praha

Kolik je souéet hli v rovinném trojthelniku? Odpovéd je dobie znamé: 180°,
tj. 7 radidni. Méné je oviem znamd odpovéd na podobnou otdzku pro &tyistén.
V tomto ¢lanku nejprve poddme ptehled klasickych vysledku z ¢lanku [5] J. W. Gaddu-
ma, ze pro soucet ¥ dihedrdlnich Ghli méfenych v radidnech mezi sténami ¢tyisténu
plati 27 < ¥ < 37 a pro soutet A prostorovych uhlu ve steradidnech ve vrcholech
je 0 < A < 2m. Ukazeme, ze tyto odhady jsou optimalni v tom smyslu, Ze je nelze
zlepsit. Podle [1] vsak pro netupotihlé ¢tyistény plati lepsi odhady 27 < ¥ < 2.57
a 0 < A < m. Takové ¢tyfsteny maji celou fadu dulezitych aplikaci — viz [3].

1. Uvod

V roce 1952 fesil J. W. Gaddum v ¢ldnku [5] otdzku souctu thlu ve étyfsténu. Pii-
pomenme, ze dihedrdini 1hel mezi dvéma sténami ctyfsténu je doplitkovy thel oy
k dhlu v;; mezi dvéma vnéjsimi normdlami ¢; a ¢; k témto sténdm, tj. a; + 755 = 7.
Tato definice zobecnuje pojem thlu v trojihelniku, viz leva ¢ast obr. 1. Pozname-
nejme, 7e 7;; je roven tzv. sférické vzddlenosti na sféte S* mezi jednotkovymi vnéjsimi
normélami, viz pravé ¢ast obr. 1. Zde jsou kromé vnéjsich normal ¢; a g; nakresleny
také dveé hlavni kruznice, které jsou prunikem ortogonalnich doplikii ¢; a g; s jednot-
kovou sférou S?, tj. povrchem koule o poloméru 1. Vsimnéme si, ze dihedraln{ tihel a;;
je vlastné 1thel mezi rovinami obsahujicimi obé hlavni kruznice.

Oznacme Y soucet vSech Sesti dihedralnich uhli daného ¢tyisténu 7 a I' soucet
sférickych vzdédlenosti na S? mezi kazdymi pary ¢tyt vnéjsich jednotkovych normél ke
sténam ctyisténu 7. Pak zifejmé plati

Y4+ T =6r. (1)

Mnozina bodi na sféie S? se nazyva globdlnd, jestlize nelezi v jedné uzaviené he-
misféfe (tj. polostére). Gaddum v ¢ldnku [5] hledal extrémy souctu sférickych vzddle-
nosti T globalni ¢tyibodové mnoziny na S?, aby dokéazal, Ze ¥ mize nabyvat jakékoliv
hodnoty vétsi nez 27 a mensi nez 3w. Pfitom mnozina ¢tyi bodi na S? je globalni
pravé tehdy, kdyz je to mnozina vnéjsich normal ¢tytsténu.
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Yij

Qi+ Yijg =T

Obr. 1. Vlevo: soucet dihedrélniho dhlu mezi dvéma sténami a dhlu mezi jejich vnéjsimi
normdalami je w. Vpravo: na uhel mezi normdlami ke sféfe lze nahlizet jako na sférickou
vzdalenost.

Ve 2. kapitole si podrobné pfipomeneme Gaddumovy odhady pro soucet dihedral-
nich dhla ve étyfsténu. Ve 3. a 4.kapitole predlozime neddvné vysledky z [1], které
plati pro netupotuhly ctyrstén, jehoz zadny ze 6 dihedralnich hla nepievySuje pravy
uhel. Tato dulezitd tfida ¢tyfsténu je studovana napf. v [2], [3], [4]. Az do dodatku
odsuneme piislusné dukazy, které jsou zalozeny na konvexni optimalizaci na sféfe na
rozdil od Gaddumovych dikazu z [6]. Domnivame se, ze Gaddumuv pfistup nemuze
byt pouzit k ziskani optimélnich (tj. nezlepsitelnych) odhadu sou¢tu dihedralnich ihl
pro netupotihlé étyfstény. Na druhé strané ani nds dukaz (viz dodatek) nelze zobecnit
tak, aby umoznoval ziskat Gaddumovy odhady.

2. Gaddumovy odhady pro souéty dihedrélnich a prostorovych tuhla

Necht @ je mnozina 4 vné&jsich jednotkovych normal qg, g1, g2 a q3 ke sténam étyi-
sténu 7 a necht T; C S? je sféricky trojuhelnik [7, s.83] s mnozinou vrcholt
Q; = Q\{¢g;} Ziejme Ty U T, UT53 UTy = S* a vnitiky 7} jsou po dvou disjunktni.
Oznaéme 7;; sférickou vzdélenost mezi ¢; a g;, tj. dhel mezi ¢; a ¢;, a necht a;; =
T —i;. Nyni shrneme Gaddumovy argumenty ukazujici, Ze soucet dihedralnich ihlid ¥
Ctyfsténu 7 a odpovidajici suma prostorovych vzdalenosti I' spliiuji nerovnosti

2n <M = Z a;; < 3w mnebo podle (1) ekvivalentné 37 < T = Z%j <A4m, (2)
i<j i<j

které si nyni dokazeme.

Gaddum vtipné vyuzil skutecnost, ze @) nelezi v jedné hemisfére. Povsiml si, ze
—q; € T} pro vSechna j a ze sférickd vzdalenost mezi —qo a g; se rovna ayg;, jak je
znazornéno v levé ¢asti obr. 2.
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a1 + o2 < ap1 +a+c¢

q2
<b+y3+c=713+ 723

V23 q1

a3

Obr. 2. Vlevo: opacné orientovany vektor —qo k qo lezi ve sférickém trojuhelniku 7o s vrcho-
ly q1, g2 a g3. Vpravo: trojuhelnikova nerovnost dokazuje, ze a1 + o2 < Y13 + Y23-

Pomoci vztaht vp; = 7 — ap; a (2) mame

Y =6m —T' =37 — (v12 + 713 + 723) + 37 — (Y01 + Y02 + Y03)
=31 — (712 + 713 + 723) + (01 + 02 + Q03). (3)

Pouzijeme-li dvakrat trojihelnikovou nerovnost tak, jak je naznaeno na pravé ¢asti
obr. 2, dostaneme g1 + a2 < Y13 + v23. Podobné odvodime, ze ap1 + ap3 < Y12 + 723
a agz + o3 < Y12 + V13, coz vede na

Qo1 + Qo2 + o3 < Y12 + V13 + V23-

Dosazenim do (3) a (1) dostaneme odhady T' > 37 a ¥ < 3.

Zbyvajici odhady T’ < 47 a ¥ > 27 z (2) plati, protoze obvod jakéhokoliv sférického
trojihelniku je mensi nez 27. Tedy soucet obvodu Ty, 11, T> a T3 je mensi nez 8.
Tento soucet je ale zaroven 2I.

Ukazme nyni naopak, ze kazdé ¥ € (27, 37) je sou¢tem dihedralnich ihla néjakého
¢tytsténu 7. K tomu staci uvazovat situaci na obr. 3 vpravo, kde vrchol vyznaceny
cernym puntikem Ize posunout libovolné blizko k protéjsi sténé. Pak se budou tii
dihedrélni ihly blizit nule a zbyvajici tii k 7. Budeme-li spojité posunovat vyznaceny
vrchol rovnobézné s podstavou T, dostaneme situaci v levé ¢dsti obrazku, kde se ¢tyii
dihedralni Uhly blizi nule a dva k 7, coz dokazuje tvrzeni.

Obr. 3. Ctyistén se souctem dihedrélnich hla blizicim se k 27 (vlevo) a 37 (vpravo)
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Obr. 4. Vlevo: prostorovy tihel odpovidajici vrcholu. Vpravo: jeho vztah k dihedralnim dhlim
v perspektivnim pohledu z roviny te¢né v bodé q;.

Gaddum také uvadi, jaké ma tento pristup dusledky pro soucet prostorovych thla.
Piipomenme, ze prostorovy thel (angl. solid angle) ve vrcholu v étyfsténu T je obsah
(tj. dvojrozmeérnd mira) |Ag| pruniku Ay jednotkové sféry se stiedem ve vrcholu v
a nejmensiho trojhranného kuzelu s vrcholem v, ktery obsahuje 7, jak nakresleno
v levé ¢asti obr. 4.

Girardova véta pro sféricky exces ¥iké, ze (viz napf. [7, s. 84])

|Ao| = an2 + aus + gz — ,

kde a2, 13 a agg jsou thly sférického trojuhelniku Ag. Jak je ovSem patrno z obr. 1,
jsou to zdroven dihedrédlni dhly mezi tfemi sténami ¢tyfsténu T, které prochézeji vrcho-
lem v. Normély k témto sténdm jsou schematicky znazornény v pravé ¢asti obr. 4.
Jako dusledek dostdvame, ze soutet A prostorovych uhla Ag, Ap, A, As Ctyfsténu
a soucet X jeho dihedralnich uhlu spliuji

A =2 —4r, cozpodle (2) ddvd 0< A < 27. (4)

s~

Piiklady ¢tytsténu, jejichz soucet prostorovych thli se blizi tomuto dolnimu a hornimu
odhadu, jsou znazornény na obr. 3. Vysledky této kapitoly muzeme shrnout do nésle-
dujici véty.

Véta 1 (Gaddumova). Pro soucet dihedrdlnich dhlid ¥ a soucet prostorovych
uhlu A libovolného ¢tyrsténu plati

2r< Y <3mr a 0< A<2m.

Navic kazdé hodnoty z téchto intervalu se pro néjaky c¢tyistén nabyva.
3. Nové odhady pro soucty thli netupouhlych ¢étyirstént

Nize uvedend véta 2 je specidlnim piipadem véty z [1], v niz jsou stanoveny optimélni
odhady pro vSechny netupouhlé n-simplexy. Pro netupouhlé ¢tyistény dostdvame uzsi
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intervaly, v nichz lezi soucty uvazovanych dhlu, nez pro libovolné étyfstény (srov.
Gaddumovu vétu).

Véta 2. Pro soucet dihedralnich ihli ¥ a soucet prostorovych uhli A libovolného
netupotihlého ¢tyrsténu plati

2r<¥<27m a 0<A<m. (5)
Navic kazdé hodnoty z téchto intervalu se pro néjaky netupouhly c¢tyistén nabyva.

Je patrno, ze dolni odhady v (5) nelze zlepsit pro netupotihly (dokonce ostroihly)
CtyTstén s vrcholy (1,0, +e) a (—1,+e,0) pro € — 0. Vétu 2 dokdzeme pomoci opti-
malizace na polarnich sférickych trojihelnicich. Nas dukaz véty 2 vyuziva konceptu
poldrniho trojuhelnika T° ke sférickému trojuihelniku T' s vrcholy pi, p2 a p3. Necht
g; je pro kazdé j € {1,2, 3} jednotkovy normélovy vektor k roviné Fj, obsahujici vek-
tory p; a pg pro @ # j # £ s orientaci takovou, Ze ¢; a p; lezi na stejné strané jako Fj,.
Pak T° je stéricky trojihelnik s vrcholy ¢1, g2 a g3.

Pro r € §% ozna¢me H(r) tu uzavienou hemisféru, jejiz body jsou vzddleny nej-
vyse %TF od r na sféie S. Vidime, ze s € H(r) pravé tehdy, kdyz r € H(s).

Lemma 1. Polarni trojithelnik T° ke sftérickému trojihelniku T s vrcholy rq, ro, T3
je mnozina bodu, které jsou vzdaleny nejvyse %7‘(‘ od kazdého z vrcholi T,

T° = H(ry) N H(rg) N H(rs).
Jako dusledek mame
zreT° & Vie{l,2,3}: € H(r;) & Vie{l,2,3}:r, € H(z) & T C H(z),
coz ukazuje, ze T° je mnozina severnich pdlu, pro néz T je na severni hemisfére.

Celd situace je znazornéna v pravé ¢asti obr. 4. Sférickému trojihelniku s vrcho-
ly g1, g2 a g3 odpovida polarni trojihelnik s vrcholy pi1, p2 a ps3. Poznamenejme, ze
naopak sférickému trojihelniku s vrcholy pi, p2 a ps odpovida polarni trojihelnik
s vrcholy g1, g2 a g3. Plati tedy (7°)° = T.

Normaly stén ¢tyfsténu definuji vrcholy ¢ty sférickych trojihelniki. Nyni dokaze-
me, ze pro netupouhly ¢tyfstén kazdy takovy trojiuhelnik obsahuje odpovidajici poldrni
trojuhelnik.

Véta 3. Necht Q = {qo,q1,q2,q3} C S? je mnozina jednotkovych vnéjsich normél
stén netupoiihlého étyrsténu. Pak pro kazdé j € {0,1,2,3} je

—q; € T; C Tj,
kde T; je sféricky trojuihelnik s vrcholy z mnoziny Q; = Q \ {¢;}-

Diikaz. Ctyfstén je netupouhly pravé tehdy, kdyz T; C H(—g;) pro vdechna j, coz jinak
feteno znamend, ze q; mé sférickou vzdalenost nejvyse pravy uhel od kazdé z ostatnich
normél. Podle lemmatu 1 je to ekvivalentni vztahu —g; € T}. Déle podle definice lezi
vnitiek 77 uvnitt H(qg;) pro vsechna i # j, zatimco T; lezi v H(—¢;) pro v8echna i # j.
Jestlize tedy ¢ # j, pak vnitrek 777 nemd spoletny bod s T;. To dokazuje, ze vnittek 77
lez{ uvnitt Tj, a tudiz T} C Tj. O
Smysl véty 3 je zndzornén na obr. 5. Netupouhlé ¢tyfstény lze totiz popsat pomoci
polarnich trojuhelniki. Vidime, Ze plochy ¢tyi polarnich trojuhelnikt na hemisfére
odpovidaji prostorovym thlum |Ag|, |A1], |A2| a |As| daného netupoihlého Etyfsténu.
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Obr. 5. Znézornéni vyznamu véty 3, kde go oznacuje jizni pél. Vlevo se divdme na sféru S2
shora. Vidime, ze —qo € S5 C So a ¢; € —S; C —S; pro j € {1,2,3}. Vpravo se divame dolu
dovnitr jizni hemisféry, z niz je odstranéna severni hemisféra.

4. Optimalizace souc¢tu dihedralnich ihla na polarnich trojihelnicich

Ozna¢me dy(x) sférickou vzdalenost k danému bodu p € S? a definujme (srov. obr. 5)
go: Ty = R: zdg (x) +dg,(x) + dg, (2).

Podle obr. 2 plati go(—qo) = ao1 + ao2 + os, coz je vlastné soucet dihedralnich dhlu
mezi sténou ¢tyisténu s normalou go s ostatnimi tfemi sténami. Uvazujme z € 17 jako
proménnou probihajici véechny mozné pozice této stény tak, aby nevytvorila tupy thel
se zadnou s dal§ich stén, jejichz normély jsou fixovany.

Leva c¢ast obr. 6 ilustruje tii moznosti polohy stény odpovidajici x = p1, x = p2
a ¢ = p3. Poznamenejme, 7ze pokud = = p;, pak x je kolmé k g, pro £ € {1,2,3}\ {i}.

D2

iS

p3

Obr. 6. Vlevo: prvni optimalizaéni krok. TFi polohy stény odpovidajici x = pi, x = p2
a x = p3. Vpravo: druhy optimaliza¢ni krok.
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Naésledujici véta ukazuje, Ze jedna z téchto tfi moznosti maximalizuje go pies Tj.

Véta 4. Necht { je takové, Ze dy, (q;) < dp,(qe) pro vSechna j € {1,2,3}. Pak pro
vSechna x € T plat{

9o(z) < go(pe) = 7 + dp, (qr).- (6)

Dtkaz plyne z véty 5 uvedené v dodatku.

Bez ijmy na obecnosti muzeme dédle predpoklddat, ze podle véty 4 je go(x) ma-
ximélni pro x = pa, jak je zndzornéno v levé Céasti obr. 7. To znamend, ze soucet
dihedrélnich dhlu ¥ ctyfsténu 7 s normélami qo, g1, g2 a g3 neprevySuje soucet di-
hedrélnich thld & netupouhlého ¢tyisténu 7 s normélami —p2, q1, g2 a q3. Normaly T
jsou znazornény v pravé casti obr. 7, kde vrchol ps je zvolen v severnim pélu.

r 43

—q q1

qg —T

Obr. 7. Vlevo: soucet vzddlenosti z € Ty od g1, q2, g3 je nejvétsi pro x = p2. Vpravo: soucet
vzdélenost{ x € —T5 od —q1, p2, —qs je nejvétsi pro x = r.

Déle odhadneme soucet dihedrdlnich dhlu ¢tyisténu 7. Podle nagi konstrukce
lezi nyni g1 a g3 na rovniku a ¢o lezi v polarnim trojihelniku fTQO ke sférickému
trojihelniku s vrcholy —q1, —g3 a p2. Poznamenejme, ze vrcholy —TQ" jsou r, s a pa,
a tedy po je vrchol jak sférického trojuhelniku, tak i jemu odpovidajiciho polarniho
trojihelniku.

Muzeme uzit stejny argument jako ve vété 4. Toho lze dosdhnout tim, ze budeme
uvazovat gs jako proménnou, kterd se muze volné pohybovat v 7T2° tak, aby odpovi-
dajici ¢tytstén zustal netupouhly. Vrchol 77?20 , v némz se nabyva maxima ve vété 4,
neni po, protoze se shoduje s vrcholem polary. Tudiz maxima se nabyva ve vrcho-
lu —TQ" na rovniku, feknéme r. Tento druhy optimaliza¢ni krok je znédzornén v pravé
casti obr. 6, kde se norméla go postupné pifesouva na r, zatimco normaly q1, —p2 a g3
zustavaji pevné.

K dokonéeni ditkazu uved me, Ze vzdjemné vzddlenosti tif vrcholt q1, g3, r lezicich
na rovniku davaji v souc¢tu 2. Kazdy z nich ma vzdalenost %7? k severnimu pélu po.
Tedy soucet jejich vzdalenosti se rovna Zm. Odtud a z (6) jiz plyne 27 < ¥ < %7?. Ze

2
vztahu (4) pak dostaneme 0 < A < m, tj. plati (5).
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5. Zavéreéné poznamky

Horni odhad z (5) pro soucet dihedrélnich dhli netupoihlého ¢tyfsténu je mensi nez
podobny horni odhad z (2) pro obecny ¢tyfstén. V ¢lanku [6] z roku 1956 Gaddum
zobecnil své vysledky na vicerozmérny piipad. Pro soucet dihedralnich thla X, libo-
volného n-rozmérného simplexu dokdzal optimélni odhady z tab. 1. V ¢ldnku [1] jsou
tyto vysledky zesileny na netupothlé n-rozmérné simplexy. Poznamenejme, ze odhady
pro netupouhlé simplexy jsou mnohem tésnéjsi nez pro obecné simplexy, jakmile di-
menze n vzrusta. Je to dobfe patrno z ndsledujici tabulky (viz napf. posledni sloupec):

(nlls[ afs]6[ 7] s[9]w]
4] 8121824324050
5] 9142027354454
6122030425672/ 90

Tab. 1. Dolni a horni odhady sou¢tu dihedralnich 1hla pro n-rozmérné simplexy vyjadiené
v néasobcich pravého dhlu. Druhy fadek: dolni odhady pro obecné i netupodhlé simplexy.
Treti fadek: horni odhady pro netupouhlé simplexy. Ctvrty fadek: horni odhady pro obecné
simplexy.

Délka intervalu odpovidajici X, pro netupouhlé simplexy délend délkou inter-
valu pro obecné simplexy se blizi k nule pro n — oo. Tato pozorovani mohou po-
moci dokazat nebo vyvratit nékteré domnénky tykajici se netupothlych simplicidlnich
triangulaci polytopickych oblasti zejména pro piipad n =4, viz [3].

Dodatek: Geodeticky konvexni mnoziny a funkce na S?

Nejprve si pripomenme standardni definici geodetické konvexity na Riemannovych va-
rietach pro specidlni piipad jednotkové sféry S2. Mnozina D C S? se nazyva sféricky
konvexnd, jestlize pro kazdou dvojici x,y € D existuje minimalizujici geodetika (tj. ¢dst
hlavn{ kruznice) z bodu « do y obsazend v D. Funkce f : D — R na sféricky kon-
vexni mnoziné D se nazyva sféricky konvexni funkce, jestlize pro vS8echna z,y € D
a rovnomeérnou parametrizaci vy (angl. the unit speed parametrization) minimalizujici
geodetiky mezi = a y je slozena funkce

fov:[0,6(z,y)] - R

konvexn{ v bézném smyslu. Zde ¢(z,y) € [0,7] je sférickd vzddlenost mezi = a y
definovand vztahem ¢(z,y) = arccos(z1y).
Naésledujici tvrzeni lze najit v napt. v [8].

o Sféricky trojihelnik je sféricky konvexni.
e Soucet sféricky konvexnich funkei je sféricky konvexni funkce.

e Sféricky konvexni funkce na sférickém trojihelniku 7" nabyva svého maxima ve
vrcholu T
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Lemma 2. Ziizeni zobrazeni d, na H(p) je stéricky konvexni pro vsechna p € S2.

Diikaz. Oblast H(p) je ztejmé sféricky konvexni. Necht jsou dany body x,y € H(p)
takové, ze —y # x # y. Geodetika mezi = a y je podmnozina geodetiky na S? mezi
dvéma opaéné orientovanymi vektory —a a a, pronéz a®p = 0. Polozme e; = (1,0,0)7,
es = (0,1,0)" a e3 = (0,0,1)". Bez jmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze
p =e1 aa=ey. Poviimnéme si, ze kazdd rovnomeérnd parametrizace geodetiky H(eq)
mezi —eg a eg je tvaru

¥s 1 [0, 7] = R? i t = cos(t)eq + sin(t)(ser + ce3), c¢=/1—s2,

pro né&jakou hodnotu s € [0, 1]. Vektor v = sej + ces je totiz libovolny bod na H(ey)
kolmy na e, viz leva ¢ast obr. 8. Podle definice sféricky konvexni funkce staci dokézat,
Ze pro vSechna s € [0,1] je slozené zobrazeni

fs =de, 07 : [0,7] = R: s arccos(e] vs(t)) = arccos(ssin(t))

konvexni v obvyklém smyslu.
Ziejmé fi(t) =|4m —t|. Pro s € [0,1) je funkce f, diferencovatelna a plati

FI(t) = (s — s%)sin(t)(1 — s2sin?(t)) "2 >0,

S

coz bylo dokdzati (viz graf v pravé ¢ésti obr. 8). O

rol

fs(t)

0 —t T

Obr. 8. Vlevo: Geodetickd parametrizace pomoci vs na S? (v perspektivnim pohledu z roviny
teéné v bodé ey). Vpravo: grafy konvexnich funkei f(t).

Nyni mame jiz v8e piipraveno k dukazu hlavniho vysledku tohoto dodatku.
Véta 5. Necht Ty je stéricky trojihelnik s vrcholy Qo = {q1,q2,qs}. Pak je funkce
go: Ty = Rt x> dg, () + dg, () + dgy (2)

stéricky konvexni na T§. Oznacime-li {p1, p2, p3} mnozinu vrcholii T§ oc¢islovanych tak,
%e py qo > 0 pro viechna ¢ € {1,2,3}, pak plat{

9o(pj) = 7+ dg; (pj)- (7)
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Tudiz go je maximélni v kazdém vrcholu p; poldrniho trojihelniku T, pro néjz je
dg; (pj) maximaini.

Diikaz. Podle lemmatu 2 a véty 3 je dg, sféricky konvexni na Ty C H(qe) pro kazdé
¢ € {1,2,3}, a tak jejich soucet go je také sféricky konvexni na T§. Tedy go nabyva
svého maxima ve vrcholu 7. Protoze p;rqg = 0 pro vSechna j # ¢, mdme dg, (p;) = %7?
pro kazdé £ € {1,2,3}\ {j}, coz dokazuje jak (7), tak i vysledné tvrzeni véty. O

Na zavér jeSté poznamenejme, ze soucet vzdalenosti k vrcholum sférického trojihel-
nika T obecné neni sféricky konvexni funkce na T'. To vysvétluje, pro¢ nelze zobecnit
predkladané vysledky pro netupothlé ¢tyfstény na libovolné ¢tytstény.

Podékovani. Préce byla podpofena grantem GA CR P101 /14-02067S a prostiedky
RVO 67985840.
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