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Abelovu cenu za matematiku źıskal
v roce 2014 Jakov G. Sinaj

Michal Kř́ı̌zek, Praha

1. Úvod

Dne 26. března 2014 oznámil předseda Norské akademie věd Nils Christian Stenseth,
že Abelovu cenu za rok 2014 źıská ruský matematik prof. Jakov G. Sinaj za své fun-
damentálńı př́ıspěvky k teorii dynamických systém̊u, ergodické teorii a matematické
fyzice.

V ponděĺı 19. května 2014 se J. Sinaj nejprve zúčastnil kladeńı květin a věnc̊u
u památńıku Nielse Henrika Abela v královské zahradě v Oslu (viz obr. 2). Následuj́ıćı
den pak laureát převzal Abelovu cenu v hlavńı aule univerzity v Oslu.1 Je to v pořad́ı
již dvanáctá Abelova cena za matematiku2 a je spojena s odměnou jednoho milionu
amerických dolar̊u. Dne 21. května J. Sinaj proslovil na univerzitě v Oslu odbornou

Obr. 1. Jakov G. Sinaj

1Večer pak Norská akademie věd uspořádala slavnostńı banket na počet prof. Sinaje na zámku
Akershus.

2O předchoźıch cenách pojednávaj́ı práce [5], [6] a [7].

Prof. RNDr. Michal Kř́ıžek, DrSc., Matematický ústav AV ČR, v. v. i., Žitná 25,
115 67 Praha 1, e-mail: krizek@cesnet.cz

Zpracováno podle oficiálńıch materiál̊u Abelovy ceny [16] a monografie [3].
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Obr. 2. Socha Nielse Henrika Abela v Oslu (foto Liv Osmundsen)

laureátskou přednášku: Now everything has been started? The origin of deterministic
chaos. Poté následovaly tři Abelovy přednášky shrnuj́ıćı laureátovo d́ılo. Prvńı proslovil
Gregory Marguli, nositel Fieldsovy medaile, na téma: Kolmogorov–Sinai entropy and
homogeneous dynamics. Jako druhý vystoupil Konstantin Khanin: Between mathema-
tics and physics. Ve třet́ı přednášce Mathematical billiards and chaos se Domokos Szász
pokusil odpovědět na otázku, zda může náhodné chováńı vzniknout v čistě determinis-
tických systémech. O den později měl prof. Sinaj ještě daľśı přednášku popularizuj́ıćı
matematiku pro studenty na univerzitě ve Stavangeru.

Prof. Sinaj je uznávanou osobnost́ı jak mezi matematiky, tak mezi fyziky. Pracuje
v Matematickém ústavu na univerzitě v Princetonu v USA a Landauově ústavu pro
teoretickou fyziku Ruské akademie věd. Neńı proto divu, že je autorem stimuluj́ıćıho
článku Mathematicians and physicists = Cats and dogs? [14], v jehož závěru se svěřuje:
Usually I do not trust physicists until I find my own proof or, at least, an explanation
of their results.

Jakov Sinaj źıskal Abelovu cenu mj. za práce svazuj́ıćı teorii deterministických dy-
namických systémů s teoríı stochastických systémů. Je po něm pojmenována celá řada
matematických pojmů, např. Kolmogorovova–Sinajova entropie, Sinaj̊uv kulečńık (bil-
liards), Sinajova náhodná procházka, Sinajova–Ruelleova–Bowenova mı́ra či Pirogo-
vova–Sinajova teorie.
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Výběrová komise na Abelovu cenu (angl. Abel Committee) se skládala z pěti vy-
nikaj́ıćıch matematik̊u. Je volena vždy na dva roky poč́ınaje sudým rokem. Jej́ıho
předsedu nominuje Norská akademie věd, jednoho člena jmenuje Evropská matema-
tická společnost a zbývaj́ıćı tři členy Mezinárodńı matematická unie. Komisi předsedal
norský matematik John Rogers z univerzity v Oslu. Daľśımi členy byli Maria J. Este-
banová (CNRS, Francie), Rahul Pandharipande (ETH Zürich, Švýcarsko), Éva Tar-
dosová (Cornellova univerzita, USA) a Cédric Villani (Institut Henri Poincaré, Fran-
cie). Členové mohou p̊usobit v komisi nejvýše dvě funkčńı obdob́ı po sobě.

2. Stručný životopis

Jakov Grigorjevič Sinaj se narodil 21. zář́ı 1935. Oba jeho rodiče byli mikrobiolo-
gové. Dědeček z matčiny strany, matematik Veniamin Fjodorovič Kagan, byl vedoućım
odděleńı diferenciálńı geometrie na Moskevské státńı univerzitě (MGU) a hodně se
svému vnuku Jakovovi věnoval.

Jakov Sinaj začal studovat v roce 1952 na Fakultě mechaniky a matematiky MGU.
V roce 1957 úspěšně zakončil studium na MGU, v roce 1960 źıskal vědecký titul
kandidáta věd a o tři roky později i velký doktorát. Jeho školitelem byl slavný ruský
matematik Andrej Nikolajevič Kolmogorov. Na MGU se J. Sinaj aktivně účastnil
semináře o ergodické teorii.

Již v roce 1962 měl Sinaj zvanou přednášku na Mezinárodńım kongresu matematik̊u
ve Stockholmu (celkem přednášel na těchto kongresech čtyřikrát). V letech 1960–1971
p̊usobil jako vědecký pracovńık v laboratoři pravděpodobnostńıch a statistických me-
tod MGU. Poté se stal profesorem na MGU a vedoućım vědeckým pracovńıkem v Lan-
dauově ústavu teoretické fyziky Ruské akademie věd. Tento ústav byl založen v ro-
ce 1964 ve městě Černogolovka asi 40 km severně od Moskvy.

Prof. Sinaj vyškolil v́ıce než 50 Ph.D. student̊u. Je velice respektovaným peda-
gogem na univerzitě v Princetonu. Jeden z jeho student̊u o něm prohlásil: It’s quite
inspirational to be in his class . . . People feel an immediate urge to participate — there
is a radiance which comes from him and inspires us.

V roce 1997 byl Jakov Sinaj oceněn prestižńı Wolfovou cenou. V letech 1997–1998
p̊usobil jako Thomas Jones Professor na Princeton University a v roce 2005 byl jme-
nován Moore Distinguished Scholar na California Institute of Technology v Pasadeně.
V roce 2001 byl zvolen předsedou Fields Medal Committee Mezinárodńı matematické
unie, který uděloval Fieldsovy medaile daľśı rok na kongresu v Pekingu. V roce 2002
mu byla udělena Nemmersova cena za matematiku. Během života źıskal mnoho daľśıch
oceněńı, např. Diracovu medaili či Boltzmannovu zlatou medaili. Čestný doktorát mu
udělila Varšavská univerzita (1993), Budapešt’ská univerzita (2002), Hebrejská uni-
verzita v Jeruzalémě (2005) a univerzita ve Warwicku (2010). Prof. Sinaj byl zvo-
len členem, popř. čestným členem mnoha akademíı a vědeckých společnost́ı, např.
the American Academy of Arts and Sciences (1983), Ruské akademie věd (1991),
Londýnské matematické společnosti (1992), Mad’arské akademie věd (1993), the Uni-
ted States National Academy of Sciences (1999), Brazilské akademie věd (2000), the
Academia Europaea (2008), Polské akademie věd (2009), the Royal Society of Lon-
don (2009).
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3. Řád a chaos v dynamických systémech

Pod pojmem dynamický systém chápeme matematický popis a vývoj nějakého fy-
zikálńıho systému v čase. Systém má obvykle mnoho př́ıpustných stav̊u, které tvoř́ı
tzv. fázový prostor. Cesta ve fázovém prostoru pak popisuje dynamiku uvažovaného
systému. Dynamický systém může být čistě deterministický, např. systém diferenciál-
ńıch rovnic 1. řádu popisuj́ıćı pohyb kyvadla. Ze zadané polohy a rychlosti můžeme
jednoznačně vypoč́ıtat jeho budoućı stavy. Druhým extrémem je stochastický systém,
jehož budoućı vývoj je zcela nejistý, např. házeńı minćı.

Již od dob Isaaca Newtona použ́ıvaj́ı matematici, fyzici a inženýři diferenciálńı rov-
nice, aby vysvětlili rozmanité př́ırodńı jevy a předpověděli, jak se budou vyv́ıjet v čase.
Mnohé z těchto rovnic obsahuj́ı též stochastické členy vyjadřuj́ıćı jistou nahodilost.
Široké spektrum moderńıch aplikaćı deterministických i stochastických evolučńıch rov-
nic popisuje pohyby planet, oceánské proudy, fyziologické cykly, populačńı dynamiku,
elektrické obvody aj. Přitom chováńı některých systémů lze předpovědět s vysokou
přesnost́ı, zat́ımco jiné se zdaj́ı být chaotické s naprosto nepředv́ıdatelným chováńım.
Takto je řád a chaos d̊uvěrně spojen. Můžeme naj́ıt chaotické chováńı v determinis-
tických systémech (viz např. [8, s. 202]), stejně tak jako statistická analýza může zase
vést k některým definitivńım předpověd́ım (srov. [15]).

U většiny dynamických systémů máme dobrý přehled o tom, co udělá systém na
krátkých časových intervalech, zat́ımco dělat dlouhodobé předpovědi je velice obt́ıžné.
Typickým př́ıkladem je problém předpovědi počaśı, když máme v pevném čase zadáno
rozložeńı teploty, tlaku, vlhkosti apod., což je bod ve fázovém prostoru. Správná
předpověd’ počaśı na 10 minut dopředu je jistě mnohem realističtěǰśı než na 10 dńı.

V roce 1982 J. Sinaj napsal společně s I. P. Cornfeldem a slavným ruským mate-
matikem S. V. Fominem obsáhlou monografii [3] o ergodické teorii. Sergej Vasiljevič
Fomin se bohužel jej́ıho vydáńı nedožil, protože zemřel v srpnu 1975. Ergodická teo-
rie studuje pohyby v tzv. měřitelném prostoru (M,S), kde M je daný abstraktńı
prostor a S je σ-algebra podmnožin množiny M , tj. neprázdný množinový systém
obsahuj́ıćı M , obsahuj́ıćı s každou množinou také jej́ı doplněk v M a s každým nejvýše
spočetným systémem množin také jeho sjednoceńı. Na M se někdy definuje mı́ra µ,
a pak se uvažuje trojice (M,S, µ), jež se nazývá prostorem s mı́rou.3 Pokud µ(M) = 1,
pak hovoř́ıme o pravděpodobnostńım prostoru a µ se jmenuje pravděpodobnostńı mı́ra.

Ergodická teorie se použ́ıvá k řešeńı celé řady problémů. Jako př́ıklad uved’me
následuj́ıćı užitečné tvrzeńı z teorie č́ısel, které lze dokázat právě pomoćı ergodické
teorie (viz [3, s. 159]). K tomuto účelu nejprve připomeňme, že posloupnost x1, x2, . . . ,
0 ≤ xn ≤ 1, je rovnoměrně rozložená v intervalu [0, 1], jestliže pro každou spojitou
funkci f ∈ C([0, 1]) plat́ı

lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

f(xj) =

∫ 1

0

f(x)dx.

Označme ještě
{x} = x− [x],

kde [x] je celá část reálného č́ısla x.

3Prostor s mı́rou (angl. measure space) je tedy speciálńım př́ıpadem měřitelného prostoru (angl.
measurable space).
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Věta. Necht’ m ≥ 1 a P (x) = a0x
m + a1x

m−1 + · · · + am je polynom s reálnými
koeficienty, z nichž alespoň jeden koeficient ak je iracionálńı pro 0 ≤ k < m. Pak je
posloupnost xn = {P (n)} pro n = 1, 2, . . . rovnoměrně rozložená v intervalu [0, 1].

Kdyby všechny koeficienty ak pro 0 ≤ k < m byly racionálńı č́ısla, potom by
podobné tvrzeńı evidentně neplatilo.

Jakov Sinaj učinil mnoho fundamentálńıch objev̊u v oblasti dynamických systémů
a nalezl překvapivé souvislosti mezi řádem a chaosem (podobně jako desátý laureát
Abelovy ceny Endre Szemerédi, viz [7, s. 78]). Sinaj tak podstatně obohatil ergodickou
teorii,4 která vyšetřuje tendenci dynamického systému proj́ıt všemi svými možnými
stavy podle určité časové statistiky. Ve statistické mechanice zase zkoumal chováńı
velkého sytému částic (např. molekul v plynu).

Prvńı d̊uležitý Sinaj̊uv výsledek byl inspirován jeho školitelem Kolmogorovem. Jed-
nalo se o nalezeńı jistého invariantu dynamického systému, který později dostal jméno
Kolmogorovova–Sinajova entropie. Tento pojem nyńı hraje d̊uležitou roli při studiu
složitosti systému skrze teoretický popis trajektoríı založený na pojmu mı́ry. Sinaj
tak jako prvńı položil základy ke klasifikaci složitosti daného dynamického systému.
Kolmogorovova–Sinajova entropie měř́ı nepředpov́ıdatelnost chováńı daného dyna-
mického systému. Č́ım je nepředpov́ıdatelnost vyšš́ı, t́ım je vyšš́ı i jeho entropie.

Pojem Kolmogorova–Sinajova entropie zobecňuje Shannonovu entropii známou
z teorie informace, kde zpráva je nekonečná posloupnost symbol̊u z dané abecedy
(tj. fázového prostoru). Posun v řetězci o jeden symbol vpřed určuje dynamiku systé-
mu. Shannonova entropie měř́ı, jaký symbol můžeme předv́ıdat v následuj́ıćım kroku.
Nepředpov́ıdatelnost následuj́ıćıho symbolu je tak vlastně ekvivalentńı nové informaci.

4. Entropie binárńıch posloupnost́ı

Uvažujme dynamický systém, jehož stavový prostor se skládá ze všech nekonečných
binárńıch posloupnost́ı nul a jedniček. Jeho dynamika bude dána operátorem posu-
nut́ı. Tento systém se nazývá Bernoulliovo schéma po velkém matematikovi 17. stolet́ı
Jacobu Bernoulliovi.

Jako konkrétńı př́ıklad budeme vyšetřovat následuj́ıćı konečnou binárńı posloup-
nost délky 50:

11010010001010111011011000101010100011100110100011. (1)

Položme si otázku, zda byla posloupnost (1) vygenerována náhodně.

Nejprve uved’me několik zjevných skutečnost́ı:

1. Uvažovaná posloupnost obsahuje 25 nul a stejný počet jedniček.

2. Na 30 mı́stech se měńı 0 na 1 nebo naopak. Na 19 mı́stech je cifra stejná jako
na předchoźı pozici. Ve zcela náhodné posloupnosti by se tyto počty měly k sobě
bĺıžit.

4Ergodické teorii se věnuje také Maryam Mirzakhaniová ze Stanfordovy univerzity (viz [9]), která
v roce 2014 jako prvńı žena v historii źıskala Fieldsovu medaili za matematiku. Je snachou současného
předsedy České astronomické společnosti Jana Vondráka.
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3. Posloupnost (1) obsahuje 6 podposloupnost́ı tř́ı stejných cifer, ale žádnou podpo-
sloupnost čtyř stejných cifer. Přitom v náhodně generované binárńı posloupnosti
délky 50 bude existovat podposloupnost se čtyřmi stejnými ciframi s pravdě-
podobnost́ı cca 98 %. Tento fakt naznačuje, že posloupnost (1) patrně nebyla
náhodně vygenerována.

Pravda je taková, že posloupnost (1) byla vytvořena zkusmo tak, aby vypadala
jako náhodná. Jak ale ukazuje předchoźı analýza, změna cifer prob́ıhala př́ılǐs často.

Pokud vygenerujeme binárńı posloupnost zcela náhodně,5 pak výskyt 0 či 1 má
zřejmě pravděpodobnost p = 1

2 . V uvažovaném př́ıkladu se skutečně zdá, že výskyt 0

a 1 má stejnou pravděpodobnost. Četnost výskytu dvojic 01 a 10 je 60 %, zat́ımco
jen 40 % připadá na dvojice 00 a 11. Tento rozd́ıl v předpovědi je kvantifikován
v entropii systému. Jak již bylo řečeno, č́ım je chováńı systému méně předv́ıdatelné,
t́ım má systém větš́ı entropii. Zcela náhodná binárńı posloupnost má entropii ln 2 =
0.693147 . . . Entropie posloupnosti (1) je 0.673, což je jen o trochu menš́ı hodnota.
Entropie obecného Bernoulliova schématu se dvěma hodnotami s pravděpodobnostmi p
a 1− p je dána vztahem

E = −p ln p− (1− p) ln(1− p).

Bernoulliovo schéma může mı́t v́ıce hodnot. Např́ıklad množina všech nekonečných
posloupnost́ı z velkých ṕısmen anglické abecedy jich má 26. Známý matematik John
von Neumann si kladl záludnou otázku, zda je možné, aby dvě strukturně odlǐsná
Bernoulliova schémata dávala stejné výsledky. Jako př́ıklad uvažujme dvě Bernoulli-
ova schémata BS( 1

2 ,
1
2 ) a BS( 1

3 ,
1
3 ,

1
3 ), kde zlomek označuje pravděpodobnost výskytu

př́ıslušného ṕısmena abecedy v Bernoulliově schématu BS(· · · ).
Problém vyřešil Donald Ornstein [10] v roce 1970. Odpověd’ na von Neumannovu

otázku zńı NE, a tedy dvě strukturně r̊uzná Bernoulliova schémata dávaj́ı odlǐsné
výsledky. Základem pro toto tvrzeńı6 je idea Sinaje a Kolmogorova z roku 1959. Zde
je třeba poznamenat, že Kolmogorovova–Sinajova entropie je právě to, co separuje
r̊uzná Bernoulliova schémata.

5. Sinaj̊uv kulečńık

Dynamický kulečńık je matematická idealizace skutečného kulečńıku, kde st̊ul nemuśı
mı́t jen obdélńıkový tvar a může být nav́ıc v́ıcerozměrný (viz [3, s. 143] pro polyedrické
či polytopické oblasti). Přesněji řečeno, př́ıslušný dynamický systém popisuje trajek-
torii pohybuj́ıćıho se nehmotného bodu v ohraničené oblasti s hranićı po částech hlad-
kou. Mimo hranici se částice pohybuje př́ımočaře stále stejnou konstantńı rychlost́ı.
Při nárazu na hladkou část hranice se odraźı podle klasického zákona odrazu, kdy úhel
odrazu je stejný jako úhel dopadu. Pravděpodobnost dopadu částice na vrchol, hranu
apod. je rovna nule. Tento př́ıpad je třeba vyšetřovat individuálně (viz [3], s. 138).

Sinaj̊uv kulečńık (viz např. [3], [11]) je znázorněn na obr. 3. Tento zjednodušený
model vznikl při studiu chováńı molekul ideálńıho plynu v uzavřené nádobě. Sinaj

5Statistické vlastnosti generátor̊u náhodných č́ısel jsou např́ıklad studovány v minulém č́ısle
PMFA, viz [1].

6Ornsteinova věta o izomorfizmu Bernoulliových automorfizmů se stejnou entropíı je elegantněji
dokázána v monografii [3]. Zde uváděný d̊ukaz se lǐśı od p̊uvodńıho Ornsteinova d̊ukazu [10].
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Yakov G. Sinai,
Abel Prize Laureate 2014

DYNAMICAL BILLIARD

A dynamical billiard is an idealization
of the game of billiard, but where the
table can have shapes other than the
rectangular and even be multidimen-
sional. We use only one billiard ball,
and the billiard may even have regions
where the ball is kept out.

Formally, a dynamical billiard is a dynami-
cal system where a massless and point shaped
particle moves inside a bounded region. The
particle is reflected by specular reflections at
the boundary, without loss of speed. In be-
tween two reflections the particle moves rec-
tilinear at constant speed. Remember that a
specular reflection is characterized by the law
of reflection, the angle of incidence equals the
angle of reflection.

An example of a dynamical billiard is the
so-called Sinai’s billiard. The table of the
Sinai billiard is a square with a disk removed
from its center; the table is flat, having no
curvature

Sinai’s billiard
(Source: Georg Stamatiou, Wikipedia)

The billiard ball is reflected alternately from
the outer and the inner boundary.

Sinai’s billiard arises from studying the
model of the behavior of molecules in a so-

called ideal gas. In this model we con-
sider the gas as numerous tiny balls (gas
molecules) bouncing inside a square, reflect-
ing off the boundaries of the square and off
each other. Sinai’s billiard provides a sim-
plified, but rather good illustration of this
model.

The billiard was introduced by Yakov G.
Sinai as an example of an interacting Hamil-
tonian system that displays physical thermo-
dynamic properties: all of its possible trajec-
tories are ergodic, and it has positive Lya-
punov exponents. Thus the system shows
chaotic behavior. As a model of a classi-
cal gas, the Sinai billiard is sometimes called
the Lorentz gas. Sinai’s great achievement
with this model was to show that the behav-
ior of the gas molecules follows the trajecto-
ries of the Hadamard dynamical system, as
described by Hadamard in 1898, in the first
paper that studied mathematical chaos sys-
tematically.

A dynamical billiard doesn’t have to be pla-
nar. In case of non-zero curvature rectilinear
motion is replaced by motion along geodesics,
i.e. curves which give the shortest path be-
tween points in the billiard. The motion of
the ball is geodesic of constant speed, thus
the trajectories are completely described by
the reflections at the boundary. The system
is deterministic, thus if we know the position
and the angle of one reflection, the whole tra-
jectory can be determined. The map that
takes one state to the next is called the bil-
liard transformation. The billiard transfor-
mation determines the dynamical system.

In the ordinary rectangular billiard we ob-
serve no chaotic behavior. A small change in
the initial data will induce significant devia-

Obr. 3. Sinaj̊uv kulečńık (nakreslil Georg Stamatiou)

jej navrhl jako př́ıklad interaguj́ıćıho Hamiltonova systému, který znázorňuje jisté
termodynamické vlastnosti (má kladné Ljapunovovy exponenty a všechny trajektorie
jsou ergodické), a proto se mu někdy též ř́ıká Lorentz̊uv plyn. Systém má zdánlivě
chaotické chováńı. Pomoćı tohoto modelu Sinaj objevil, že chováńı molekul ideálńıho
plynu se ř́ıd́ı trajektoriemi Hadamardova dynamického systému z článku z roku 1898.
To byla prvńı práce, která se systematicky zabývala matematickým chaosem.

Dynamický kulečńık lze zobecňovat r̊uznými zp̊usoby. Mı́sto rovinného kulečńıku
můžeme uvažovat i dvojrozměrnou varietu s nenulovou křivost́ı (např. hemisféru).
Př́ımočaré pohyby nehmotného bodu jsou pak nahrazeny rovnoměrným pohybem
podél geodetik, což jsou zhruba řečeno nejkratš́ı spojnice mezi dvěma r̊uznými body.
Jedná se však stále o deterministický systém, protože trajektorie je jednoznačně určena
počátečńı polohou a směrem.

V klasickém obdélńıkovém kulečńıku žádné chaotické chováńı nenastává. Malá
změna počátečńıch podmı́nek zp̊usob́ı podstatnou odchylku v trajektorii na určitém
časovém intervalu, kde ale odchylka bude lineárńı funkćı času. Chaotické chováńı je
však charakterizováno exponenciálńım r̊ustem odchylky, což právě Sinaj̊uv kulečńık

tion in the long run, but the deviation will
be a linear function of time. Chaotic behav-
ior is characterized by exponential growth in
the deviation. For Sinai’s billiard chaotic be-
havior is observed. For a long time it was
assumed that the reason for the exponen-
tial deviation of trajectories that are close to
each other was the concave shape of the inner
boundary. It was also believed that a concave
shape was necessary to obtain the chaotic
behavior, just like a concave lens spreads
the light. But in 1974 Leonid Bunimovich
proved that a billiard table shaped like a sta-
dium, where two opposing sides are replaced
by semicircles, produces chaotic behavior, in
spite of the fact that this billiard is completely
convex.

Bunimovich billiard
(Source: Georg Stamatiou, Wikipedia)

An example

Consider the following example of a bil-
liard. The physical model consists of two
molecules, moving in a one-dimensional in-
terval [0, 1]. When a molecule hits an end-
point, it is reflected elastically, i.e. the veloc-
ity is the same, in opposite direction. Colli-
sions between the two molecules are elastic
as well, conserving momentum and energy.
Let the mass of the two molecules be m1 and
m2. Suppose that the velocities of the two

molecules are v1 and v2 before the collision
and w1 and w2 after the collision. Thus we
have the two equations

m1v1 + m2v2 = m1w1 + m2w2

1
2
m1v

2
1 + 1

2
m2v

2
2 = 1

2
m1w

2
1 + 1

2
m2w

2
2

The positions of the two molecules are given
by the coordinates, x1 and x2, written as a
pair (x1, x2). This pair describes a state of
the system. The state space parametrizes
all possible states. In this example the two
molecules are placed on the interval [0, 1],
thus 0 ≤ x1 ≤ 1 and 0 ≤ x2 ≤ 1. We
also assume that the two molecules are or-
dered, with molecule 1 to the left of molecule
2, i.e. x1 ≤ x2. We form a triangle shaped bil-
liard table, with vertices (0, 0), (0,

√
m2) and

(
√
m1,
√
m2).
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A point (x, y) refers to molecule no. 1
placed at x1 = x√

m1
and molecule no. 2

placed at x2 = y√
m2

. where the molecules

Obr. 4. Bunimovič̊uv kulečńık (nakreslil Georg Stamatiou)

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročńık 59 (2014), č. 4 271



Obr. 5. Andrej Nikolajevič Kolmogorov (1903–1987)

splňuje. Původně existovala hypotéza, že chaotické chováńı je zp̊usobeno konkávńım
tvarem vnitřńı hranice (viz obr. 3). Pak ale v roce 1979 Leonid Bunimovič [2] dokázal,
že pro konvexńı kulečńık ve tvaru atletického stadiónu (viz obr. 4) také dostáváme
chaotické chováńı trajektoríı.

6. Závěr

Koncem 50. let minulého stolet́ı organizoval Andrej N. Kolmogorov (viz obr. 5) na
MGU sérii seminář̊u věnovaných dynamickým systémům. Během nich často padala
otázka, zda je možno naj́ıt strukturálńı podobnost dvou r̊uzných dynamických systé-
mů. Mladý účastńık semináře Jakov Sinaj tehdy vyřešil kladně tento problém pomoćı
pojmu entropie dynamického systému. I svými daľśımi výsledky významně obohatil
teorii dynamických systémů. Pomoćı pojmu entropie umožnil jejich klasifikaci a lepš́ı
chápáńı jejich složitosti. Jeho manželka Jelena B. Vulová je také matematička a fyzička.
Společně napsali několik praćı publikovaných v respektovaných mezinárodńıch časopi-
sech.

Převážná většina Sinajových praćı se týká řešeńı problémů matematické fyziky,
Schrödingerovy rovnice, Navierových–Stokesových rovnic, Lorentzova plynu, Marko-
vových proces̊u, kulečńıkových trajektoríı, invariantńıch a Gibbsových měr, stochas-
tických operátor̊u, diferenciálńı geometrie, teorie č́ısel, teorie chaosu, teorie stochas-
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tických model̊u dynamiky tekutin7 (srov. též [4]), ergodické teorie a dynamických
systémů. Na tato témata napsal několik monografíı (viz např. [3], [12], [13]) a přes
200 vědeckých článk̊u, které eviduje databáze Mathematical Reviews.

Poděkováńı. Autor děkuje RNDr. L’ubomı́̌re Dvořákové (roz. Balkové), Ph.D.,
prof. RNDr. Janě Jurečkové, DrSc., a prof. RNDr. Bohdanu Maslowskému, DrSc., za
inspiruj́ıćı diskuze. Článek byl podpořen projektem RVO 67985840 a grantem P101/14-
02067S Grantové agentury České republiky.
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