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Abelovu cenu za matematiku ziskal
v roce 2014 Jakov G. Sinaj

Michal KriZek, Praha

1. Uvod

Dne 26. biezna 2014 oznamil predseda Norské akademie véd Nils Christian Stenseth,
ze Abelovu cenu za rok 2014 ziska rusky matematik prof. Jakov G. Sinaj za své fun-
damentdlni prispévky k teorii dynamickych systéma, ergodické teorii a matematické
fyzice.

V pondéli 19. kvétna 2014 se J. Sinaj nejprve zicastnil kladeni kvétin a vénct
u pamdtniku Nielse Henrika Abela v kralovské zahradé v Oslu (viz obr. 2). Nésledujici
den pak laureat prevzal Abelovu cenu v hlavni aule univerzity v Oslu.! Je to v potradi
jiz dvandctd Abelova cena za matematiku? a je spojena s odménou jednoho milionu
americkych dolart. Dne 21. kvétna J. Sinaj proslovil na univerzité v Oslu odbornou

Obr. 1. JAKOV G. SINAJ

IVecer pak Norskd akademie véd uspofddala slavnostni banket na pocet prof. Sinaje na zadmku
Akershus.
20 piedchozich cendch pojedndvaji prace [5], [6] a [7].

Prof. RNDr. MicHAL KRiZEK, DrSc., Matematicky tstav AV CR, v.v.i., Zitnd 25,
11567 Praha 1, e-mail: krizek@cesnet.cz

Zpracovano podle oficidlnich materidla Abelovy ceny [16] a monografie [3].
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Obr. 2. Socha NIELSE HENRIKA ABELA v Oslu (foto Liv Osmundsen)

laureatskou predndsku: Now everything has been started? The origin of deterministic
chaos. Poté néasledovaly tii Abelovy prednasky shrnujici laureatovo dilo. Prvni proslovil
Gregory Marguli, nositel Fieldsovy medaile, na téma: Kolmogorov—-Sinai entropy and
homogeneous dynamics. Jako druhy vystoupil Konstantin Khanin: Between mathema-
tics and physics. Ve tieti prednasce Mathematical billiards and chaos se Domokos Szédsz
pokusil odpovédét na otdzku, zda muze ndhodné chovani vzniknout v ¢isté determinis-
tickych systémech. O den pozdéji mél prof. Sinaj jesté dalsi pFednasku popularizujici
matematiku pro studenty na univerzité ve Stavangeru.

Prof. Sinaj je uznavanou osobnosti jak mezi matematiky, tak mezi fyziky. Pracuje
v Matematickém tdstavu na univerzité v Princetonu v USA a Landauové tstavu pro
teoretickou fyziku Ruské akademie véd. Neni proto divu, ze je autorem stimulujiciho
clénku Mathematicians and physicists = Cats and dogs? [14], v jehoz zdvéru se svéfuje:
Usually I do not trust physicists until I find my own proof or, at least, an explanation
of their results.

Jakov Sinaj ziskal Abelovu cenu mj. za préace svazujici teorii deterministickych dy-
namickych systému s teorif stochastickych systému. Je po ném pojmenovana celd fada
matematickych pojmu, napt. Kolmogorovova—Sinajova entropie, Sinajuv kuleénik (bil-
liards), Sinajova ndhodnd prochdzka, Sinajova—Ruelleova-Bowenova mira ¢i Pirogo-
vova—Sinajova teorie.
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Vybérovd komise na Abelovu cenu (angl. Abel Committee) se skladala z péti vy-
nikajicich matematiku. Je volena vzdy na dva roky pocinaje sudym rokem. Jejiho
predsedu nominuje Norska akademie véd, jednoho ¢lena jmenuje Evropskd matema-
ticka spole¢nost a zbyvajici tfi ¢leny Mezindrodni matematicka unie. Komisi predsedal
norsky matematik John Rogers z univerzity v Oslu. Dalsimi ¢leny byli Maria J. Este-
banové (CNRS, Francie), Rahul Pandharipande (ETH Ziirich, Svycarsko), Eva Tar-
dosova (Cornellova univerzita, USA) a Cédric Villani (Institut Henri Poincaré, Fran-
cie). Clenové mohou piisobit v komisi nejvyse dvé funkéni obdobi po sobé.

2. Struény zivotopis

Jakov Grigorjevi¢ Sinaj se narodil 21. zai{ 1935. Oba jeho rodi¢e byli mikrobiolo-
gové. Dédecek z matciny strany, matematik Veniamin Fjodorovi¢c Kagan, byl vedoucim
oddéleni diferencidlni geometrie na Moskevské statni univerzité (MGU) a hodné se
svému vnuku Jakovovi vénoval.

Jakov Sinaj zacal studovat v roce 1952 na Fakulté mechaniky a matematiky MGU.
V roce 1957 uspésné zakoncil studium na MGU, v roce 1960 ziskal védecky titul
kandidata véd a o tfi roky pozdéji i velky doktordt. Jeho skolitelem byl slavny rusky
matematik Andrej Nikolajevic Kolmogorov. Na MGU se J. Sinaj aktivné ticastnil
seminafe o ergodické teorii.

Jiz v roce 1962 mél Sinaj zvanou prednasku na Mezindrodnim kongresu matematiki
ve Stockholmu (celkem predndsel na téchto kongresech ¢tytikrat). V letech 1960-1971
pusobil jako védecky pracovnik v laboratofi pravdépodobnostnich a statistickych me-
tod MGU. Poté se stal profesorem na MGU a vedoucim védeckym pracovnikem v Lan-
dauové ustavu teoretické fyziky Ruské akademie véd. Tento ustav byl zaloZzen v ro-
ce 1964 ve mésté Cernogolovka asi 40 km severné od Moskvy.

Prof. Sinaj vyskolil vice nez 50 Ph.D. studentu. Je velice respektovanym peda-
gogem na univerzité v Princetonu. Jeden z jeho studentu o ném prohlésil: It’s quite
inspirational to be in his class . .. People feel an immediate urge to participate — there
is a radiance which comes from him and inspires us.

V roce 1997 byl Jakov Sinaj ocenén prestizni Wolfovou cenou. V letech 1997-1998
pusobil jako Thomas Jones Professor na Princeton University a v roce 2005 byl jme-
novan Moore Distinguished Scholar na California Institute of Technology v Pasadené.
V roce 2001 byl zvolen predsedou Fields Medal Committee Mezinarodni matematické
unie, ktery udéloval Fieldsovy medaile dalsi rok na kongresu v Pekingu. V roce 2002
mu byla udélena Nemmersova cena za matematiku. Béhem zivota ziskal mnoho dalsich
ocenéni, napf. Diracovu medaili ¢ Boltzmannovu zlatou medaili. Cestny doktordt mu
udélila VarSavskd univerzita (1993), Budapestska univerzita (2002), Hebrejska uni-
verzita v Jeruzalémé (2005) a univerzita ve Warwicku (2010). Prof. Sinaj byl zvo-
len ¢lenem, popf. ¢estnym ¢lenem mnoha akademii a védeckych spole¢nosti, napft.
the American Academy of Arts and Sciences (1983), Ruské akademie veéd (1991),
Londynské matematické spoleénosti (1992), Mad'arské akademie véd (1993), the Uni-
ted States National Academy of Sciences (1999), Brazilské akademie véd (2000), the
Academia Europaea (2008), Polské akademie veéd (2009), the Royal Society of Lon-
don (2009).
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3. Rad a chaos v dynamickych systémech

Pod pojmem dynamicky systém chapeme matematicky popis a vyvoj néjakého fy-
zikalniho systému v Case. Systém ma obvykle mnoho pfipustnych stavu, které tvori
tzv. fazovy prostor. Cesta ve fazovém prostoru pak popisuje dynamiku uvazovaného
systému. Dynamicky systém muze byt ¢isté deterministicky, napf. systém diferencidl-
nich rovnic 1. fddu popisujici pohyb kyvadla. Ze zadané polohy a rychlosti muzeme
jednoznaéné vypocitat jeho budouci stavy. Druhym extrémem je stochasticky systém,
jehoz budouci vyvoj je zcela nejisty, napf. hadzeni minci.

Jiz od dob Isaaca Newtona pouzivaji matematici, fyzici a inzeny#i diferencidlni rov-
nice, aby vysvétlili rozmanité pfirodni jevy a predpovédéli, jak se budou vyvijet v case.
Mnohé z téchto rovnic obsahuji téz stochastické ¢leny vyjadiujici jistou nahodilost.
Siroké spektrum modernich aplikaci deterministickych i stochastickych evoluénich rov-
nic popisuje pohyby planet, ocednské proudy, fyziologické cykly, popula¢ni dynamiku,
elektrické obvody aj. Pritom chovani nékterych systému lze predpovédét s vysokou
presnosti, zatimco jiné se zdaji byt chaotické s naprosto nepredvidatelnym chovanim.
Takto je fdd a chaos duvérné spojen. Muzeme najit chaotické chovani v determinis-
tickych systémech (viz napt. [8, s.202]), stejné tak jako statistickd analyza muze zase
vést k nékterym definitivnim predpovédim (srov. [15]).

U vétsiny dynamickych systému méame dobry piehled o tom, co udéld systém na
kratkych ¢asovych intervalech, zatimco délat dlouhodobé predpovédi je velice obtizné.
Typickym ptikladem je problém predpovédi pocasi, kdyz mame v pevném Case zadano
rozlozeni teploty, tlaku, vlhkosti apod., coz je bod ve fazovém prostoru. Spravnd

V roce 1982 J. Sinaj napsal spole¢né s I. P. Cornfeldem a slavnym ruskym mate-
matikem S.V. Fominem obséhlou monografii [3] o ergodické teorii. Sergej Vasiljevic
Fomin se bohuzel jejiho vydani nedozil, protoze zemfel v srpnu 1975. Ergodicka teo-
rie studuje pohyby v tzv. méritelném prostoru (M, &), kde M je dany abstraktnf
prostor a G je o-algebra podmnozin mnoziny M, tj. neprazdny mnozinovy systém
obsahujici M, obsahujici s kazdou mnozinou také jeji doplnék v M a s kazdym nejvyse
spocCetnym systémem mnozin také jeho sjednoceni. Na M se nékdy definuje mira pu,
a pak se uvazuje trojice (M, &, i1), jez se nazyva prostorem s mirou.® Pokud u(M) = 1,
pak hovorime o pravdépodobnostnim prostoru a p se jmenuje pravdépodobnostni mira.

Ergodickd teorie se pouziva k feseni celé fady problému. Jako pifklad uvedme
nasledujici uzitecné tvrzeni z teorie Cisel, které lze dokazat pravé pomoci ergodické
teorie (viz [3, s. 159]). K tomuto i¢elu nejprve piipomenme, ze posloupnost x1, za, . . .,
0 < x, <1, je rovnomérné rozloZend v intervalu [0, 1], jestlize pro kazdou spojitou
funkei f € C(]0,1]) plati

n—oo N

lim lZf(a:]) :/0 f(z)dz.

Oznatme jesté
{z} =2 —[z],

kde [z] je celd ¢ést redlného ¢isla .

3Prostor s mirou (angl. measure space) je tedy specidlnim pifpadem méfitelného prostoru (angl.
measurable space).
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Véta. Necht m > 1 a P(x) = apz™ + a12™ 1 + -+ + a,, je polynom s redlnymi
koeficienty, z nichz alespon jeden koeficient aj, je iracionalni pro 0 < k < m. Pak je
posloupnost z, = {P(n)} pron =1,2,... rovhomérné rozlozend v intervalu [0, 1].

Kdyby vsechny koeficienty ap pro 0 < k < m byly racionalni ¢isla, potom by
podobné tvrzeni evidentné neplatilo.

Jakov Sinaj uéinil mnoho fundamentalnich objevu v oblasti dynamickych systému
a nalezl prekvapivé souvislosti mezi fddem a chaosem (podobné jako desaty lauredt
Abelovy ceny Endre Szemerédi, viz [7, s. 78]). Sinaj tak podstatné obohatil ergodickou
teorii,* kterd vysetiuje tendenci dynamického systému projit véemi svymi moznymi
stavy podle urc¢ité casové statistiky. Ve statistické mechanice zase zkoumal chovéani
velkého sytému ¢dstic (napf. molekul v plynu).

Prvni dilezity Sinajuv vysledek byl inspirovan jeho skolitelem Kolmogorovem. Jed-
nalo se o nalezeni jistého invariantu dynamického systému, ktery pozdéji dostal jméno
Kolmogorovova—Sinajova entropie. Tento pojem nyni hraje dilezitou roli pfi studiu
slozitosti systému skrze teoreticky popis trajektorii zalozeny na pojmu miry. Sinaj
tak jako prvni polozil zéklady ke klasifikaci slozitosti daného dynamického systému.
Kolmogorovova—Sinajova entropie méri nepiedpovidatelnost chovani daného dyna-
mického systému. Cim je nepedpovidatelnost vyssi, tim je vyssi i jeho entropie.

Pojem Kolmogorova—Sinajova entropie zobeciiuje Shannonovu entropii znamou
z teorie informace, kde zprdva je nekonetnd posloupnost symbolu z dané abecedy
(tj. fAzového prostoru). Posun v fetézci o jeden symbol vpted uréuje dynamiku systé-
mu. Shannonova entropie méfi, jaky symbol muzeme predvidat v nasledujicim kroku.
Nepredpovidatelnost nasledujiciho symbolu je tak vlastné ekvivalentni nové informaci.

4. Entropie binarnich posloupnosti

Uvazujme dynamicky systém, jehoz stavovy prostor se skldda ze vSech nekoneénych
bindrnich posloupnosti nul a jednicek. Jeho dynamika bude ddna operatorem posu-
nuti. Tento systém se nazyva Bernoulliovo schéma po velkém matematikovi 17. stoleti
Jacobu Bernoulliovi.

Jako konkrétni piiklad budeme vySetfovat nasledujici kone¢nou binarni posloup-
nost délky 50:

11010010001010111011011000101010100011100110100011. (1)

Polozme si otdzku, zda byla posloupnost (1) vygenerovdna ndhodné.

Nejprve uved me nékolik zjevnych skute¢nosti:
1. Uvazovand posloupnost obsahuje 25 nul a stejny pocet jednicek.
2. Na 30 mistech se méni 0 na 1 nebo naopak. Na 19 mistech je cifra stejnéd jako

na predchozi pozici. Ve zcela ndhodné posloupnosti by se tyto po¢ty mély k sobé
blizit.

4Ergodické teorii se vénuje také Maryam Mirzakhaniové ze Stanfordovy univerzity (viz [9]), kterd
v roce 2014 jako prvni Zena v historii ziskala Fieldsovu medaili za matematiku. Je snachou souc¢asného
predsedy Ceské astronomické spole¢nosti Jana Vondraka.
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3. Posloupnost (1) obsahuje 6 podposloupnosti ti{ stejnych cifer, ale zddnou podpo-
sloupnost ¢tyt stejnych cifer. Pfitom v ndhodné generované binarni posloupnosti
délky 50 bude existovat podposloupnost se ¢tyimi stejnymi ciframi s pravdé-
podobnosti cca 98 %. Tento fakt naznacuje, ze posloupnost (1) patrné nebyla
nahodné vygenerovéana.

Pravda je takovd, ze posloupnost (1) byla vytvofena zkusmo tak, aby vypadala
jako ndhodna. Jak ale ukazuje ptedchozi analyza, zména cifer probihala ptili§ casto.

Pokud vygenerujeme bindrni posloupnost zcela ndhodné,® pak vyskyt 0 ¢ 1 mé
ziejmé pravdépodobnost p = % V uvazovaném prikladu se skutecné zdé, ze vyskyt 0
a 1 mé stejnou pravdépodobnost. Cetnost vyskytu dvojic 01 a 10 je 60 %, zatimco
jen 40% piipadd na dvojice 00 a 11. Tento rozdil v predpovédi je kvantifikovdn
v entropii systému. Jak jiz bylo feceno, ¢im je chovani systému méné piedvidatelné,
tim ma& systém veétsi entropii. Zcela ndhodna binarni posloupnost ma entropii In2 =
0.693147... Entropie posloupnosti (1) je 0.673, coz je jen o trochu mensi hodnota.
Entropie obecného Bernoulliova schématu se dvéma hodnotami s pravdépodobnostmi p

a 1 — p je ddna vztahem
E=—-plhp—(1-p)in(l-p).

Bernoulliovo schéma muze mit vice hodnot. Napfiklad mnozina vSech nekoneénych
posloupnosti z velkych pismen anglické abecedy jich ma 26. Zndmy matematik John
von Neumann si kladl zdludnou otézku, zda je mozné, aby dvé strukturné odlisna
Bernoulliova schémata davala stejné vysledky. Jako piiklad uvazujme dvé Bernoulli-
ova schémata BS(3,3) a BS(3, 3, %), kde zlomek oznacuje pravdépodobnost vyskytu
piislusného pismena abecedy v Bernoulliové schématu BS(---).

Problém vyftesil Donald Ornstein [10] v roce 1970. Odpovéd na von Neumannovu
otdzku zni NE, a tedy dvé strukturné ruznd Bernoulliova schémata dévaji odlisné
vysledky. Zékladem pro toto tvrzeni® je idea Sinaje a Kolmogorova z roku 1959. Zde
je tfeba poznamenat, ze Kolmogorovova—Sinajova entropie je pravé to, co separuje
ruznéd Bernoulliova schémata.

5. Sinajuv kule¢nik

Dynamicky kule¢nik je matematicka idealizace skutec¢ného kule¢niku, kde sttl nemusi
mit jen obdélnikovy tvar a muze byt navic vicerozmérny (viz [3, s. 143] pro polyedrické
¢l polytopické oblasti). Presnéji feceno, piislusny dynamicky systém popisuje trajek-
torii pohybujicitho se nehmotného bodu v ohrani¢ené oblasti s hranici po ¢astech hlad-
kou. Mimo hranici se ¢astice pohybuje pfimocate stale stejnou konstantni rychlosti.
Pii narazu na hladkou ¢ast hranice se odrazi podle klasického zdkona odrazu, kdy thel
odrazu je stejny jako ihel dopadu. Pravdépodobnost dopadu ¢astice na vrchol, hranu
apod. je rovna nule. Tento piipad je tfeba vysetfovat individudlné (viz [3], s. 138).
Sinajuv kule¢nik (viz napi. [3], [11]) je zndzornén na obr. 3. Tento zjednoduSeny
model vznikl pfi studiu chovani molekul idedlniho plynu v uzaviené nddobé. Sinaj

5Statistické vlastnosti generstort nahodnych &isel jsou napiiklad studovdny v minulém &isle
PMFA, viz [1].

6Ornsteinova véta o izomorfizmu Bernoulliovych automorfizmii se stejnou entropii je elegantnéji
dokézana v monografii [3]. Zde uvddény dukaz se lis{ od puvodniho Ornsteinova dikazu [10].
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Obr. 3. Sinajuv kuleénik (nakreslil Georg Stamatiou)

jej navrhl jako pfiklad interagujictho Hamiltonova systému, ktery znazornuje jisté
termodynamické vlastnosti (md kladné Ljapunovovy exponenty a vsechny trajektorie
jsou ergodické), a proto se mu nékdy téz fikd Lorentzuv plyn. Systém md zddnlivé
chaotické chovéni. Pomoci tohoto modelu Sinaj objevil, ze chovani molekul idedlniho
plynu se tidi trajektoriemi Hadamardova dynamického systému z ¢lanku z roku 1898.
To byla prvni prace, kterd se systematicky zabyvala matematickym chaosem.

Dynamicky kulecnik lze zobecnovat ruznymi zpusoby. Misto rovinného kuleé¢niku
muzeme uvazovat i dvojrozmérnou varietu s nenulovou kiivost{ (napf. hemisféru).
Ptimocaré pohyby nehmotného bodu jsou pak nahrazeny rovnomérnym pohybem
podél geodetik, coz jsou zhruba fe¢eno nejkratsi spojnice mezi dvéma ruznymi body.
Jednad se vSak stale o deterministicky systém, protoze trajektorie je jednoznacné uréena
pocatecni polohou a smérem.

V klasickém obdélnikovém kule¢niku zadné chaotické chovani nenastava. Mald
zména pocateénich podminek zpusobi podstatnou odchylku v trajektorii na urcitém
casovém intervalu, kde ale odchylka bude linearni funkci ¢asu. Chaotické chovani je
vsak charakterizovdno exponencidlnim rustem odchylky, coz préavé Sinajuv kuleénik

Obr. 4. Bunimovi¢uv kuleénik (nakreslil Georg Stamatiou)
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Obr. 5. ANDREJ NIKOLAJEVIC KOLMOGOROV (1903-1987)

spliiuje. Puvodné existovala hypotéza, ze chaotické chovéni je zpusobeno konkavnim
tvarem vnitfni hranice (viz obr. 3). Pak ale v roce 1979 Leonid Bunimovi¢ [2] dokézal,
Ze pro konvexn{ kulecnik ve tvaru atletického stadiénu (viz obr. 4) také dostdvame
chaotické chovani trajektorif.

6. Zaveér

Koncem 50. let minulého stoleti organizoval Andrej N. Kolmogorov (viz obr. 5) na
MGU sérii semindit vénovanych dynamickym systémum. Béhem nich ¢asto padala
otdzka, zda je mozno najit strukturdlni podobnost dvou ruznych dynamickych systé-
mu. Mlady ucastnik seminédfe Jakov Sinaj tehdy vyftesil kladné tento problém pomoci
pojmu entropie dynamického systému. I svymi dalsimi vysledky vyznamné obohatil
teorii dynamickych systému. Pomoci pojmu entropie umoznil jejich klasifikaci a lepsi
chapani jejich slozitosti. Jeho manzelka Jelena B. Vulova je také matematicka a fyzicka.
Spolecné napsali nékolik praci publikovanych v respektovanych mezinarodnich ¢asopi-
sech.

Prevazna veétsina Sinajovych praci se tyka feSeni problému matematické fyziky,
Schrédingerovy rovnice, Navierovych—Stokesovych rovnic, Lorentzova plynu, Marko-
vovych procesu, kule¢nikovych trajektorii, invariantnich a Gibbsovych mér, stochas-
tickych operatoru, diferencialni geometrie, teorie ¢isel, teorie chaosu, teorie stochas-
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tickych modeltt dynamiky tekutin” (srov. téz [4]), ergodické teorie a dynamickych
systému. Na tato témata napsal nékolik monografii (viz napt. [3], [12], [13]) a pies
200 védeckych ¢lanku, které eviduje databaze Mathematical Reviews.

Podékovani. Autor dékuje RNDr. Lubomife Dvofdkové (roz. Balkové), Ph.D.,
prof. RNDr. Jané Jureckové, DrSc., a prof. RNDr. Bohdanu Maslowskému, DrSc., za
inspirujici diskuze. Clanek byl podpofen projektem RVO 67985840 a grantem P101/14-
02067S Grantové agentury Ceské republiky.
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