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Pythagoruv odkaz v geometrickém
modelovani

Bohumir Bastl, Frantisek JeZek, Miroslav Ldvicka, Plzeri

1. Uvod

Matematika p¥inési v mnoha ohledech zajimavé vazby a souvislosti s jinymi védnimi
oblastmi. Jedna se jak o oblast aplikaci, tak i motivaci a inspiraci. V tomto ¢lanku po-
ukaZzeme na vztah zakladnich poznatki geometrie, konkrétné Pythagorovy véty, k mo-
dernim vysledkim geometrického modelovéani, které je zakladem mnoha oblasti infor-
matiky, kybernetiky a konstrukénich metod. Timto ¢lankem chceme pfispét i k tomu,
aby se do $kol dostala tolik potfebna motivace ke studiu zakladnich poznatkt mate-
matiky a aby bylo mozné ve vétsi mife presvédcivé poukazovat na aplika¢ni hodnotu
uciva. Odborna ¢innost v modern{ oblasti geometrického modelovani znamené mnohdy
navrat ke kofentim poznani v geometrii, coz je snad dobra zprava pro ucitele, ktefi se
neradi smifuji s odklonem matematiky od geometrického vidéni problémii.

2. Pythagorejské trojice

Pokud bychom provadéli anketu mezi lidmi majicimi alesponi zakladni vzdélani, pak
na otazku Jakou geometrickou vétu si pamatujete ze Skoly? by urcité v drtivém poctu
odpovédi zaznélo: Pythagorovu vétu. Ti zdatnéjsi by si ur¢ité vzpomnéli na znamou
identitu

a® +b? =2, (1)

jez zachycuje vztah mezi odvésnami o délkach a,b a preponou o délce ¢ pravotihlého
trojuhelnika. Byt tato véta bude uz navzdy spojena svym pojmenovanim s feckym
ucencem Pythagorem ze Samu (6.-5. stol. pf.n.l.), jeji znalost a praktické uzivani lze
na zékladé archeologickych nalezii dolozit jiz ve starovéké Mezopotamii, Cing, Indii &
Egypté, a to vice jak tisic let pfed Pythagorem.

Pythagorejskd trojice je trojice p¥irozenych ¢isel a, b, ¢, ktera splimji vztah (1). Nej-
znaméjsim piikladem pythagorejské trojice jsou ¢isla 3,4, 5. Ostatné jiz staroegyptsti
haperdonapté (tzv. napinaci lan) vytyCovali na stavbach pravy thel pravé pouZitim
obricené Pythagorovy véty a této trojice — pouzivali svizané lano, které bylo 12 uzly
rozdéleno na 12 stejnych tsekd, ¢imz bylo mozné snadno sestrojit pravotiihly trojihel-
nik se stranami 35,474,575, kde j je jednotkova délka — viz obr. 1 a [19] Je zfejmé,
Ze libovolny celo¢iselny nasobek pythagorejské trojice je rovnéz pythagorejské trojice
(napt. ¢isla 6, 8, 10).
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Obr. 1. Vyty&eni pravého uhlu pomoci svazaného lana s dvanacti stejnymi useky

Generdtor pythagorejskijch ¢isel je trojice celociselnych funkci takovych, ze dosaze-
nim proménné nebo proménnych do téchto funkei obdrzime jednotlivé hodnoty pytha-
gorejskych ¢isel a, b, c. Z¥ejmé nejznamésjsim (dvouparametrickym) generatorem je tzv.
FEukleidova formule, ktera méa tvar

a=2mn, b=m?-n% c=m?+n? (2)

kde m,n € N a m > n. Pron = 1 se také hovoii o Platonové formuli. Pfipomenime
nékteré dalsi jednoparametrické generatory, se kterymi se lze v literature setkat:

a=2n+1,b=2n>+2n,c=2n>+2n+1 nebo a=4n,b=4n>—-1, c = 4n> + 1.

Splnéni pythagorejské podminky (1) pro vySe uvedené generatory se snadno oveii
— napi. pro Eukleidovu formuli mtuZeme psat

a + b2 = (2mn)? + (m? —n?)? =m* + 2m?n? +nt = (M2 +n?)? = 2.

Zduraznéme, ze Eukleidova formule (2) negeneruje pro nesoudélna ¢isla m, n vSechny
pythagorejské trojice (nap¥. nedostaneme trojici 6, 8, 10), ale jen vSechny primitivni
pythagorejské trojice, podrobnéji viz napi. [9]. Pythagorejska trojice se nazyva primi-
tivn, jestlize a, b, ¢ jsou po dvou nesoudélna ¢isla. Cheeme-li ziskat univerzalni gene-
rator, je nutné upravit Eukleidovu formuli na tvar

a=10-2mn, b=1{-(m*—-n?), c={-(m*+n?), (3)

kde m,n,¢ € N a m > n jsou nesoudélné ¢isla.

Je zajimavé, Ze Eukleidovu formuli (a tedy i pythagorejské trojice) nalezneme
i v jiné, v souvislosti s Pythagorem mozna neocekdvané, oblasti matematiky. Uva-
zujme komplexni &islo

z =z + yi, z,y €R, i =—1. (4)

Potom plati

22 = (z +yi)? = 2% — 3y + 2ayi.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 59 (2014), ¢. 1 7



P/

Obr. 2. Stereografickd projekce, pomoci niZz lze najit racionalni parametrizaci jednotkové
kruznice

Neboli je vidét, ze pro prirozena &isla x > y tvori
Re(z?) =2? %  Tm(z?) =22y, [P =214

pythagorejskou trojici, ktera je generovana Eukleidovou formuli (2).
Zavérem této Casti jeSté pripomenme, ze od pythagorejskych trojic se da prejit

k pythagorejskym ¢tveficim (vzpomenme napf. na vypocet délky télesové tthlopficky d
kvadru o délce hran a, b, ¢, pro niz plati d? = a? + b2 + ¢?), které lze generovat pomoci

vztaha
a=m>+n?—p*—q¢? b=2mqg+2np, c = 2nq — 2mp, d = m>* +n?® + p* +¢>. (5)

A 1ze samoztejmé hovofit obecné i o pythagorejskych n-ticich, viz [13].
3. Racionalni parametrizace kruznice a kulové plochy

Volba vhodného popisu geometrického objektu (kfivky, plochy) je zasadni pro vy-
voj néslednych aplikaci a algoritmi. Pro oblast CAD (Computer Aided Design) je
typicky predev§im parametricky popis objekti. A mezi vSemi parametrickymi repre-
zentacemi sehrava nejvyznamnéjsi roli popis pomoci polynomidlnich a racionélnich
lomenych funkei, nebot pravé tyto parametrizace mohou byt snadno implementovany
prost¥ednictvim NURBS (NeUniformni Racionalni B-Spline) reprezentace do stan-
dardnich CAD systémi a tim piimo vyuZivany v technické praxi, vice napi. v [1], [3].
Uvedme konkrétni ptiklad racionélné popsatelné kiivky. Uvazujeme jednotkovou
kruZnici (se stfedem v pocatku soufadnicového systému) danou implicitni rovnici
k: 2?4+ y? —1=0. Tuto kruznici lze samoziejmé snadno popsat parametricky ve
tvaru
x(¢) = (cos,sinp), ¢ € (0,2m). (6)
Funkce kosinus a sinus jsou v8ak transcendentni, coZ pro fizeni obrabécich stroji neni
vhodné. Dale si proto ukazeme, jak lze snadno odvodit racionalni popis kruznice k
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pomoci stereografické projekce. Kruznici k£ umistime do soutfadnicového systému a na
soutfadnicové ose x uvazujeme pohyblivy bod

P'=1t,0], teR.

Uzitim inverzni stereografické projekce se stfedem v severnim polu N = [0, 1] ziskame
na kruznici bod P # N jakozto prisec¢ik NP’ Nk, ktery ma soufadnice

2t t2—1
P=|5— |,
24+1 22 4+1

viz obr. 2. Parametrizace jednotkové kruznice se stfedem v poc¢atku mé tedy tvar

2t -1

Pritom bod N € k dostaneme jako limitu pro t — £oo. Tato parametrizace je evi-
dentné racionalni alternativou k vySe uvedené goniometrické parametrizaci (6). Na-
vic snadno nahlédneme souvislost s Pythagorovou vétou a pythagorejskymi trojicemi.
Plati
2, 32 2 a\? by?
a“+b"=c" <= (f) +<7) =1.
c c

Tedy bod o kartézskych soufadnicich x = a/c, y = b/c, kde a,b, ¢ jsou po dvou ne-
soudélna &isla, lezi na jednotkové kruznici z2 + y? = 1. Existuje tak vzajemné jedno-
znana korespondence mezi body na jednotkové kruznici (vyjma bodu N), které maji
racionalni soufadnice, a primitivnimi pythagorejskymi trojicemi. Navic ze vztahu (7)
snadno nahlédneme Platonovu formuli a po zavedeni substituce ¢t = m/n (a po néa-
sledné upravé) i Eukleidovu formuli pro generovani pythagorejskych trojic.

Obdobné lze najit i racionalni parametrizaci jednotkové kulové plochy popsané
implicitni rovnici S @ 22 + y? + 22 — 1 = 0 ve tvaru

x(s,t) =

2s 2t s24+t2—1
2412412412417 s2+1241

), s, t € R. (8)

Neni asi velkym piekvapenim, Zze vySe uvedeny vztah v sobé ukryva formuli pro gene-
rovani pythagorejskych &tvefic (5).

4. Krivky s pythagorejskym hodografem

Zatnéme tuto kapitolu motivaci. Ackoliv je v technické praxi pozadovano, aby byly
uvazované objekty popsény racionélni parametrizaci, neni to ¢asto dostacujici. A to
predevsim s ohledem na jejich obrabéni, kdy je nutné popsat i trajektorii obrabé-
ciho néastroje opét ve tvaru NURBS reprezentace, tedy pomoci racionalnich lomenych
funkci. Predpokladame, Ze obrabécim nastrojem je kulova fréza o poloméru d. Pak
je nutné studovat podminky, za kterych je raciondlni nejen obrabéna plocha, ale je
racionalni i jeji ekvidistantni (¢i ofsetova) plocha ve vzdalenosti d, jez udava polohu
stfedu kulové frézy, viz obr. 3. Poznamenejme, Ze elektronika pétiosé frézy dokaze
nastroj umistit do daného bodu v prostoru (tfi osy) a natocit nastroj tak, aby jeho
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Obr. 3. Ofset racionalni plochy pii pétiosém obrabéni (ofsetova plocha je uréena pohybem
stfedu kulové frézy — zvyraznéné body na normalach plochy)

osa splyvala s normalou vytvafené plochy (dvé osy rotace). Takovéto stroje jsou urce-
ny pfedevsim pro pifesnou vyrobu tvarové slozitych dil, které v minulosti vytvareli
modelafi ze dfeva nebo jiného materidlu na zakladé citu.

Pro zjednoduseni uvazujme analogickou situaci pro kiivky v roviné. Necht C je
kiivka dan& parametrizaci c(t). Jeji jednostranny ofset (ekvidistantni kiivka) Cy ve
vzdélenosti d > 0 je potom dén parametrizaci

ca(t) = c(t) +d-n(t), 9)

kde n(t) je jednotkovy vektor hlavni norméaly k¥ivky c(t) = (x(t),y(t)), viz obr. 4.
Pripomenime, Ze oboustrannyg ofset kiivky muZeme ziskat jako obélku jednoparamet-
rického systému kruznic

S(t) : (x —¢(t) - (x —c(t) = d?
se stfedy kruznic na kiivce C. Eliminaci parametru ¢ z rovnic

F(x,t)=(x—c(t) - (x—c(t) = d?
Fi(x,t) =2(x—c(t))-c'(t) = 0,

kde F; zna&i derivaci F' podle t, ziskdme implicitni vyjadfeni daného oboustranného
ofsetu.

Pokud studujeme racionalitu ofsetu (9), pak si sta¢i uvédomit, ze jednotkovy nor-
mélovy vektor n(t) kiivky c(t) ma tvar

—y/(t), 2 (t
ait) - V000 w0
V@' ()2 + (1)

Racionalita Cy tedy bude zachovana, pokud bude existovat jista racionalni funkce o (t)
takova, ze plati

(@' () + (¥ (1)* = (o(1))*. (11)
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Obr. 4. Jednostranny ofset (horni k¥ivka) paraboly (spodni kifivka). Vlevo: d = i; vpravo:
d=1

A toto byl prvni krok k tivahdm vedoucim k teorii kiivek s pythagorejskym hodografem
(neboli tzv. PH kfivek), jednomu z fenoménu soucasného geometrického modelovani
(jejich pojmenovani je velmi vystizné, nebot souvislost (11) s pythagorejskou identi-
tou (1) je vice nez zfejma), vice podrobnosti v [4]. Jen dopliime, Z%e pro parametrickou
krivku ¢(t) = (x(t),y(t)) rozumime jejim hodografem asociovanou k¥ivku o paramet-
rizaci (2/(t),y'(t)).

Vzhledem ke zjevné souvislosti vztahii (11) a (1) je rozumné predpokladat, Ze ana-
logické vztahy jako pro pythagorejské trojice plati i pro generovani pythagorejskych
hodografi — jen misto ¢iselnych proménnych musime nyni uvaZovat polynomy. A sku-
teéné je mozné ukazat (viz [12]), Ze hodograf libovolné polynomialni PH kiivky je
mozné zapsat ve tvaru

@'(t) = 2wt)u(t)o(t), ' (1) =wt)(ut)’—v(t)*), o) =wt)(ut)*+v(t)?), (12)

kde u(t), v(t) a w(t) jsou nenulové nesoudélné polynomy. Obdobné je mozZné vyuzit
komplexnich polynomt jako analogie ke generovani pythagorejskych trojic pomoci
komplexnich &isel (viz [8]), kdy c(t) = z(t) + iy(t) je PH kiivkou, jestlize existuje
komplexni polynom p(t) = u(t) + iv(t) takovy, ze

@' (t) +iy (1) = p(t)* = u(t)® — v(t)* +i2u(t)v(1).

Hlavnimi vyhodami PH kiivek je jiz vySe zminéné racionalita jejich ofseti a také po
¢astech polynomialni délka oblouku — pro polynomialni PH kfivky je tedy velice jed-
noduché uré¢it, jakou vzdalenost jsme po dané kiivce urazili, coZ miZe napf. vyznamné
zjednodusit Fizeni obrabéciho stroje pfi CNC obrabéni (kde CNC znadi Computer
Numeric Control, tedy ¢islicové Fizeni pocitacem).

Nejjednodussim netrivialnim prikladem polynomialnich PH kiivek jsou kubické
kiivky, které dostaneme v pfipadé, Ze zvolime polynomy u(t) a v(t) jako linearni
a w(t) = 1. Nicméné hovorit o kubickych PH kfivkach je ponékud nadnesené — volbou
polynomi wu(t) a v(t) dostavame pouze transformované (a to pusobenim podobnych
zobrazen{) rizné ¢asti jedné kubické polynomialni kiivky, tzv. Tschirnhausovy kubiky
(viz obr. 5 vlevo), kterd ma parametrickd vyjadieni

x(t) =1-3t2 y(t) =t(3—t%).
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Obr. 5. Vlevo: Tschirnhausova kubika; vpravo: fidici polygon kubické Bézierovy kiivky

AN

Obr. 6. Vlevo: dualni reprezentace kfivky; vpravo: ilustrace pro opérnou funkci k¥ivky

Podivame-li se na tyto kiivky z pohledu standardnich objektti geometrického modelo-
vani, je mozné kazdou ¢ast PH kubiky popsat jako Bézierovu kiivku, a tedy pomoci pii-
slugného fidictho polygonu o étyFech bodech (viz obr. 5 vpravo). Splnéni podminky (11)
je mozné potom prevést na splnéni urcitych geometrickych vazeb mezi fidicimi body
a jejich spojnicemi (viz [6]). Konkrétné v tomto pfipadé musi platit

dya = Vv doidas a  0p =05.

Jelikoz PH kiivky sudych stupiiti typicky obsahuji singuldrni body (pro jejich zis-
kani je mozné volit w(t) # 1), v praxi se pouZivaji zejména kiivky lichych stupna.
Jejich vyuziti spoc¢iva predevsim v nadhradé obecnych kiivek volného tvaru spline kiiv-
kami, které jsou po ¢astech PH kiivkami zvoleného stupné. Jejich konstrukce je lok&lni
— na zadané kfivce uréime body a piislusné teéné vektory, p¥ip. i vektory vyssich de-
rivaci, v téchto bodech a pro tato data najdeme interpola¢ni PH k¥ivky. Zpravidla se
pro jednoduchost pouzivaji PH kfivky nizkych stupiii, napf¥. interpolaci dvou bodu
s prislusnymi teénymi vektory je mozné provést bud jednou kvintickou PH kiivkou
(viz [5]), nebo dvojici kubickych PH kiivek (viz [2]).

Jednim z moznych zobecnéni polynomiéalnich PH kfivek jsou raciondlni PH kiivky
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Obr. 7. Vybrané piiklady hypocykloid (pod diagonélou) a epicykloid (nad diagonalou) zadané
opérnou funkci h = cos (my/n) pro nesoudélna m,n € N. Pro dalsi podrobnosti véetné dukazu
PH vlastnosti viz [20]

(viz [18]). I tyto kiivky jsou stale vihodné z pohledu geometrického modelovani, jelikoZ
kazdou takovou kfivku, resp. jeji ¢ast, je mozné popsat jako NURBS kfivku. Nejdu-
lezitgjsi vlastnost téchto kfivek je spoleéna s polynomialnimi PH kfivkami — i tyto
kfivky maji racionalni ofset. Na druhé strané jiz pochopitelné nemaji polynomiélni
ani racionalni délku oblouku, nebot integraci racionalni funkce jiz obecné nemusime
ziskat racionélni funkci.

Pristup, jak najit popis v8ech rovinnych racionalnich PH kfivek, je odlisny od po-
lynomiélnich. Jiz nelze pouzit vztahii pro generovani pythagorejskych trojic a misto
toho se vyuziva tzv. dualni reprezentace kfivek, kdy je kfivka popsana jako obéalka
svych tecen (viz obr. 6 vlevo). Libovolnou racionalni PH kiivku je tedy mozné ziskat
z dudlni reprezentace tvaru

S(t) : ni(t)x + na(t)y = h(t),

kde (nq1(t),n2(t)) predstavuje jednotkové normélové pole podél kiivky a h(t) je tzv.
opérné funkce, které reprezentuje orientovanou vzdalenost teény od poc¢atku (viz obr. 6
vpravo). Libovolnou racionélni parametrizaci kruZnice je pak mozné najit de facto ze
vztaht (12), vezmeme-li parametrizaci (nq(t), n2(t)) = (2/(¢)/o(t),y'(t) /o (t)) pro libo-
volné nesoudélné polynomy u(t) a v(t). Zajimavou ti¥idou kiivek, které jsou racionanimi
PH kiivkami, jsou napf. velmi dobfe znamé algebraické (tedy uzaviené) hypocykloidy
a epicykloidy ([20]), viz obr. 7.
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PH kiivky je samozfejmé mozné uvazovat i v trojrozmérném prostoru (viz [7]). Jsou
definovany vztahem

(@' () + (/)" + (£'(1)* = (a(1))%, (13)

kde o(t) je racionalni funkce. Nejvyznamnéjsi podt¥idou jsou opét prostorové poly-
nomidlni PH k¥ivky (majici jako v rovinném piipadé polynomidlni délku oblouku)
a k popisu jejich hodograft lze nyni tspésSné vyuzit generatory pythagorejskych ¢tve-
fic, viz (5).

5. MozZna zobecnéni PH krivek

Jednim z moznych pfimych zobecnéni PH kiivek je pfechod od kiivek k plocham.
I zde je zakladnim pozadavkem na pythagorejskou vlastnost plochy S dané paramet-
rizaci s(u, v) racionalita jejtho ofsetu (tedy ekvidistantni plochy)

sa(u,v) = s(u,v) + d - n(u,v), (14)

kde n(u,v) znaé¢i jednotkové normélové vektory plochy s(u,v) v jednotlivych bodech.
Analogicky jako v pfipadé rovinnych racionalnich PH kiivek dostaneme, Ze plocha S
mé racionalni ofset, jestlize vektorova funkce n(u, v) popisujici jednotkové normélové
vektory plochy S je racionalni, tedy pokud pro velikost normalového vektoru s, (u, v) x
sy (u,v) plati

[Isu(u, v) x sy (u, v)[|* = o(u,v)?, (15)

kde te¢né vektory s, (u,v) a s, (u, v) parametrickych kiivek jsou parcialnimi derivacemi
funkce s vzhledem k parametrim u a v a o(u, v) je jista racionalni funkce. Plochy, pro
které existuje parametrizace spliujici tuto podminku, se nazyvaji plochy s pythagorej-
skou normdlou (neboli PN plochy), vice viz [18].

K odvozeni popisu parametrizaci spliiujicich podminku (15) se vyuziva dudlni re-
prezentace ploch, kdy je plocha popséna jako obalka systému svych te¢nych rovin

S(u,v) : ny(u,v)z + no(u, v)y + ng(u,v)z — h(u,v) =0,

kde n(u,v) = (n1(u,v),na(u,v),n3(u,v)) je jednotkovy normalovy vektor a h(u,v)
je opérna funkce. Vezmeme-li za n(u,v) jistou racionalni parametrizaci jednotkoveé
sféry a zvolime-li libovolnou raciondlni funkei h(u,v), pak dostdvame duélni popis
konkrétni PN plochy. Primarni parametrizaci pak ziskame feSenim linedrni soustavy
rovnic ¥ = 0, ¥, =0, ¥, = 0. Pokud za n(u,v) dosadime parametrizaci jednotkové
sféry

( 2a(u,v)c(u, v) 2b(u, v)c(u, v) a(u,v)2+b(u7v)2—c(u,v)2>
a(u,v)2+b(u,v)2+c(u, )2 a(u, v)2+b(u,v)2+c(u,v)? " alu, v)2+b(u, v)2+c(u,v)?)’

je mozné odvodit obecny vztah pro vSechny parametrizace spliwjici (15) v zavislosti

na volbé& t¥f polynomi a(u,v), b(u,v), c(u,v) a jedné racionalni funkce h(u,v).
Prikladem vyznamnych ploch, které vykazuji PN vlastnost, jsou Dupinovy cyklidy

(obalky systému sfér dotykajici se tii pevné zvolenych sfér, nap¥. anuloid, viz [11], [15]
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Obr. 8. Piiklady kvartickych Dupinovych cyklid

a obr. 8), regularni kvadriky (viz [17]), pfimkové plochy (viz [17]) nebo vSechny kvad-
ratické Bézierovy platy (tedy kvadraticky parametrizovatelné plochy, viz [14]).

Jinou moznosti zobecnéni PH kiivek, ktera nasla v geometrickém modelovani{ prak-
tické uplatnéni pii studiu ofsett a jejich ofiznuti, je pfechod od eukleidovského prostoru
k prostoru Minkowského, ktery je dan Minkowského normou (pfesnéji pseudonormou)
ve tvaru

2

I* = ai + a3 — a3.

(a1, az,as3)

Minkowského kFivky s pythagorejskym hodografem (tzv. MPH kiivky, viz [16]) v troj-
rozmérném Minkowského prostoru jsou pak analogicky ke svym eukleidovskym pro-
t&jskim definovany vztahem

(@' (1) + (' (1)* = (¢'(1)* = (o (t))*.

S vyuzitim generatort Minkowského pythagorejskych étveric pak ziskdvame obecny
popis v8ech polynomidlnich MPH kiivek (dikaz v [16]) ve tvaru

() = ut)?—ovt)?+pt)? —q(t)?
y'(t) = 2u(t)u(t) —2p(t)q(t),
Z(t) = 2u(t)p(t) — 2v(t)q(t),
o(t) = u(t)®+o(t)’ —p(t)* —q(t)?,

kde wu(t),v(t), p(t), q(t) jsou jisté polynomy. O racionalnich MPH k¥ivkach se lze vice
doé¢ist napt. v [10].

6. Zavér

Cil, ktery jsme vymezili v Givodu, se v tomto ¢lanku napliiuje pfimou vazbou mezi
pythagorejskymi problémy a vytvarenim a popisem tvarové slozitych objekti pomoci
pocitace. K¥ivky a plochy s racionalnim popisem jsou zakladem mnoha navrhovych i ji-
nych aplika¢nich systémii. Popsané vysledky geometri, ktefi védecky pracuji v oblasti
CAGD, maji pfiznivy vliv napf. na vyrobu tvarové slozitych dili v automobilovém
primyslu nebo v pifpadé energetickych stroji (turbin). Touto cestou mize také dojit
(a realnd i dochézi) k priznivejsimu vnimani vyuky matematiky, nebot zejména u rady
geometrickych poznatki jsou souvislosti s aplikacemi velmi zfetelné.
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