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Zakladni rovnice rovnovahy plazmatu
v tokamacich

David Bfen, Praha

V &lanku odvodime Gradovu-Safranovovu rovnici. Nejprve budeme pracovat v kar-
tézském systému soutadnic, ktery je sice pro fazni plazma témér zcela nepouzitelny,
ale postup a vyznam veli¢in je zde naopak velmi zfejmy. Poté si tvar této rovnice uka-
zeme ve valcovém systému soufadnic, tedy v systému nejvice pouzivaném pro popis
plazmatu v tokamacich. Gradova-Safranovova rovnice je nelinearni eliptické parcialni
diferencialni rovnice. Je rovnovaznou magnetohydrodynamickou (MHD) rovnici a je
vyhodna pro popis takové konfigurace plazmatu, kdy je popis nezavisly na jedné sou-
Fadnici a lze pak plazma popisovat pouze pomoci dvou soufadnic.

V dalsi ¢asti ¢lanku odvodime vztah pro Pfirschiv-Schliiteriiv proud, coz je toroi-
dalni proud kompenzujici vertikalni rozdéleni naboji v plazmatu tokamaku. Odvozeni
je opét v ramci MHD, ktera se v piipadé tokamakii ukazuje jako zcela dostatecna.

1. Gradova-Safranovova rovnice
Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze konfigurace systému je takova, ze nezavisi na

jedné ze soutadnic, napt. y, tj. 9/dy — 0. Magnetické pole tohoto systému lze pak
popsat vektorovym potencialem

A(SC,Z) - [AI(:E7Z)7A?J($7Z)aAZ(xvz)] )

~04y(z,2)
0z

aAy<$7 Z)

B(z,2) =V x A(z,2) = o

, By(z, 2), (1.1)
Posledni vztah lze piepsat do tvaru (pro jednoduchost budeme vynechavat nezavislé

parametry)
B(z,z) = VA, x es + Byes, (1.2)

kde e je jednotkovy vektor ve sméru y. Samoziejmé by bylo mozné vyjadrit i slozku B,
pomoci vektorového potencidlu, ale pro naSe potfeby to neni nutné. Je-li plazma ve
stacionarnim stavu, pak je v systému rovnoviha mezi gradientem tlaku a hustotou
Lorentzovy sily

Vp=jxB. (1.3)
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Odtud je vidét, ze gradient tlaku je kolmy jak na vektor proudové hustoty, tak i na vek-
tor indukce magnetického pole a tlak p je konstantni podél magnetickych indukénich

car. Navic, protoze je systém nezavisly na soufadnici y, je také
Ip
— =0. 1.4
o (14)

Slozku magnetického pole, resp. proudové hustoty v roviné kolmé ke sméru y oznac¢ime
B, = (B,,0,B.), resp. j1. = (J+,0,7.), a plati tedy, ze j. x By =0, tj. Zze j, a B
jsou rovnobé&zné. Rovnici (1.3) s pfihlédnutim k (1.4) muZzeme rozepsat ve slozkach

ixB=(jyB.—j:By, 0, juBy — jyBz) = (€2 x B1)j, — (e2 X j1)By. (1.5)

Nyni vyjadiime jednotlivé ¢leny této rovnice. Z Maxwellovych rovnic mame v pfipadé
statické rovnovahy vztah
toj =V xB. (1.6)

V naSem pfipadé mizeme vztah (1.6) vyjadfit pomoci (1.1) ve tvaru

. ( 8B, _,, 0B,
HoJ = ( az ) v Ay? ax ) . (1'7)

Pro slozku j, vektoru proudové hustoty tedy plati

N R
Jyfuo( V?A,) (1.8)

(plati, ze 0A, /0y = 0). Z definice kolmé slozky proudové hustoty a z (1.7) dostaneme
. 1

jo=—(VBy xeg) . (1.9)
Ho

Odtud je vidét, ze gradient B, (navic B, /0y = 0) je kolmy k j1 (atedy ik B, jsou
rovnobézné). Slozka B, magnetického pole se tedy podél magnetické indukéni ¢ary
neméni (podobné jako tlak p). Dale ze vztahi (1.2) a (1.9) vyjadiime

(62 X BL) = e X (VAy X 62) = VAy (1.10)
a
. B,
(62 XJL)By = M—VBy, (111)
0

protoze VA, -e; =0a VB, -e; =0, (04,/0y =0 a 0B,/0y = 0). Rovnici (1.5) pak
jiz lze vyjadrit pomoci (1.8)—(1.11)

1 B
jxB=(eaxBy)j, —(e2 xji) B, =——VA4, (V?4,) -~

VB, =Vp. (1.12
Ho Ho Y P ( )

Tlak p a slozka B, jsou podél magnetickych indukénich ¢ar konstantni a jsou funkei
pouze slozky A, vektorového potencialu. Protoze By je podél indukéni ¢ary konstantni,
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mizeme tlak p a slozku B, vyjadrit jako funkce slozky A, vektorového potencidlu, tj.
p = p(4y), By = By(A,). Gradienty obou veli¢in pak snadno piepiseme do tvaru
dp 0B

— Yy
Y 2 VB, = 53iV4,

Vp =

a rovnici (1.12) pak lze vyjadiit takto

VA, = — 0 +B—2 (1.13)
y = #oaA p 2010 .

coz je Gradova-Safranovova rovnice v kartézskych soutadnicich.

Vidime tedy, Zze magnetické pole tvoiff magnetické plochy, pomoci nichz mizeme
toto pole popsat ve 2-D plochach. Stoji za povSimnuti, Ze slozka A, v této rovnici
hraje dlohu jak nezavisle, tak i zavisle proménné.

Takto zvolena geometrie je vhodna pro vypocet napf. plazmatu sluneéni korény,
ale je pramélo vhodnéa pro vypocet plazmatu tokamaku, ktery ma toroidalni symetrii.
Odvozeni pro tuto geometrii ve valcovych soufadnicich (R, ¢, z) je zcela analogické
predchozimu. V toroidalni geometrii budeme hledat tvar magnetickych ploch v sou-
fadnicich R a z, zatimco na otoceni, tedy na thlu ¢ bude nase konfigurace nezavisla,
tj. vSude na téchto plochach bude platit 9/9¢ — 0. Zavedeme funkci ¢ tak, Ze povrch
magnetické trubice je dan vztahem (R, z) = konst.

Magnetické pole B pak v pripadé valcovych soufadnic vyjadiime ve tvaru

B= <—78A¢;f’z), By(R, 2), %78 (RA;];R’Z))) . (1.14)

Opét budeme hledat takové plochy, ve kterych budou ,lezet* magnetické indukéni
Cary, tj. aby platilo

B(R,z)- VY (R,z)=0. (1.15)
Ve valcovych souradnicich obecné je Vi = (gl‘é, %g—i, %) V naSem pfipadé je pro-

stfedni ¢len nulovy a z rovnice (1.15) pak vyjadiime
0 (RAy(R,z)) 0y _ 0 (RAy(R,z)) 9
0z OR OR 0z’
Tato podminka je splnéna tehdy, kdyz RA4(R, z) = f (¢¥(R, z)). Bez Gjmy na obecnosti

muZeme libovolnou funkei f zvolit tak, aby ¢ = RA4(R, z). Pomoci této funkce pak
lze magnetické pole vyjadrit z defini¢niho vztahu (1.14)

_(_ 199 1
B= ( Ro: D0 R aR) ’ (1.17)

(1.16)

kde jsme jiz pro jednoduchost vynechali proménné. Toto pole je podle (1.3) opét kolmé
ke gradientu tlaku, tedy plati

1 dp op ____w_p _w
)— o ap t0t

op p
B-Vp=(Br 2 +B,—~ L p, - v op
VP (R TR T or "TROR 9:

OR R 9¢ 9z =0. (1.18)
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To vede na podminku
9y dp _ 9y Ip
9z OR ~ OR 0z~
Podminku (1.19) lze splnit tak, Ze tlak p bude funkei magnetické plochy p(v). Ze
vztahu (1.12) je patrno, Ze Vp a j jsou navzajem kolmé vektory

j-Vp=0. (1.20)

(1.19)

Vektor proudové hustoty j opét vyjadiime z Maxwellovy rovnice (1.6) ve valcovych
soutradnicich

. 778B¢

HoJR = —82 ,
. 0Bp 0B,

HoJep = 92  OR’ (1-21)
. 1 8(RB¢)

H0Jz = R oR .

Ve vztahu (1.20) je derivace podle slozky ¢ rovna nule a s pomoci (1.21) pak obdrZime
podminku
8(RB¢) (91) - 8(RB¢) (91)
dz OR  OR 0z’
Relaci automaticky splnime, pokud je RBy stejné jako tlak p funkci magnetické plo-
chy . Nyni jiz miZeme vyjadfit rovnici rovnovahy (1.3) ve valcovych soufadnicich
pomoci (1.17) a (1.21). Slozka R je pak

(1.22)

o _op oy .
9R ~ oy or JeP: T IBe=
(L 1oy 1 0 (LovN]1o¢ L (10(RBy) WY,
“luw \ R922) wOR\ROR)| ROR 1w \R 0y OR)
(1.23)
coz lze jednoduSe upravit do tvaru
dp 1 O(RBy)?
A" g — 4 = 2 — 1.24
kde operéator
0? o (1 0
A= |=— — | = = . 1.2
[822 TR 3R (R aR)} (1.25)

Toto je Gradova-Safranovova rovnice ve valcovych soufadnicich, kterou lze jesté dale
prepsat s pomoci proudu, ktery tefe v poloidalnim sméru (ne celkovym proudem
v plazmatu!) a pomoci néhoz muZzeme vyjadfit slozku ¢ magnetického pole

uof
= —. 1.26
¢ =51 (1.26)

ProtoZe je By na celé magnetické ploSe 1 konstantni a je tedy funkef v, je také poloi-

dalni proud I funkei pouze 1. Rovnici (1.24) pak lze psat ve tvaru

A*¢+R2MO—+T— =0. (1.27)
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V rovnici vystupuji jako proménné tlak p a poloidalni proud I jako funkce magnetické
plochy 1. Ta zde vystupuje, jak jiz bylo zminéno dfive, jako funkce jak zavisle, tak
i nezavisle proménna.

Funkce v je tedy takova, Ze povrch magnetické trubice je dan vztahem
(R, z) = konst. a je nezavisla na ¢. Lze ji tedy pouzit jako t¥eti souradnici vedle toroi-
dalniho a poloidéalniho thlu. Plochy (R, z) = konst. jsou také plochami konstantniho
tlaku a nazyvaji se plochami konstantnfho magnetického toku. Lze navic ukazat, Ze
funkci 1 1ze volit tak, aby byla rovna toku poloidalniho magnetického pole. M i fadu
jinych vlastnosti, Ize ji napt. pouzit pro popis dvourozmérného fazového prostoru, kde
vystupuje v rovnicich, které maji tvar podobny Hamiltonovym kanonickym rovnicim.
Protoze Hamiltonova funkce se neméni v systému nezavislém explicitné na ¢ase, muize
mit v systému explicitné nezavislém na parametru (tthlu) ¢ funkce ¢ tlohu analogickou
té, kterou hraje v teoretické mechanice Hamiltonova funkce [4].

2. Pfirschiiv-Schliitertv proud

Diky driftu zakfiveni a gradientu B driftu dochazi v plazmatickém toru k vertikalnimu
rozdéleni naboji. Slozka proudu, resp. proudové hustoty, tekouci podél magnetickych
indukénich ¢ar v toroidalnim plazmatu vede k odstranéni této nabojové separace,
a tedy k udrZeni rovnovahy a nazyva se Pfirschiv-Schliiteriv proud.

Ze vztahu (1.3) vyplyva nejenom kolmost pole B ke gradientu tlaku, ale i proudové
hustoty j. Vynésobime-li ho zleva na obou stranach jednotkovym vektorem magnetic-
kého pole eg = B/ B, obdrZime

ep . . 2 . . . .

& X Vp=epx(jxep)=jles)” —ep(j-ep) =j—jj =jr. (2.1)
V piipadé statické rovnovahy mame pro proudovou hustotu vyjadieni z Maxwellovych
rovnic (1.6) a plati pak, ze V-j =V - (jL +jj) =0, a tedy

V-jy=-V-jL=-V- (eEB X Vp) =-V- (% X Vp) =—_Vp- (v % %) . (2.2)
Protoze v poslednim ¢lenu je
(Vx%):%VxB—i—V(%)XB, (2.3)
miZeme vyraz (2.2) piepsat do tvaru
. 1 . 1
V-J|=—Vp~(§uo.]+V(§) XB) , (2.4)

kde jsme opét pouzili Maxwellovy rovnice (1.6). Podle (1.20) je vektor proudové hus-
toty kolmy na vektor gradientu tlaku, a proto mtZeme (2.4) zjednodusit do tvaru

. 2Vp
V-.]” =§~(VB><GB). (2.5)

Protoze j| mifi ve sméru tecny magnetické indukéni ¢ary, mtazeme divergenci V - j
nahradit parcialni derivaci podél magnetické indukéni ¢ary Vj — 97j/9s. Tu pak
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v

R R
grad B
/grad p grad p
Ize vyjadrit pomoci poloidalniho thlu: % = %8% =51 R%. Parametr ¢ (tzv. rotacni

transformace) je dhel, o ktery se pooto¢i magnetickd indukéni ¢ara v poloidalnim
sméru, kdyz obejdeme cely obvod magnetického toru o plny thel 27. Tento thel lze
vyjadrit pomoci parametru znamého jako tzv. safety factor, bezpetnostni faktor (né-
kdy uvadén i jako ,zasoba stability”), ktery také udava miru staceni magnetickych
indukénich ¢ar. Lze ho definovat pomoci po¢tu toroidalnich obéhti nutnych k jednomu
poloidalnimu obé&hu:

_A¢

= (2.6)

a uhel ¢ je pak ¢ = 27w /q. Gradient tlaku mit¥{ vzdy kolmo k plose ¢ = konst. (viz obra-
zek), tedy v pFipadé kruhového priifezu plazmatu mifi ve sméru r. MiZeme tedy psat
misto Vp = %er. Vyraz na pravé strané (2.5) lze dale snadno odhadnout, uvazime-li
v prvnim pfiblizeni, Ze velikost toroidalniho magnetického pole je nepfimo tmeérna
vzdélenosti od osy z, tedy B = a/R. Potom je VB = —a/R?*VR = —a/R%eg, kde
er je jednotkovy vektor ve sméru R, rovnobézny s rovinou (z,y) mifici vzdy od osy z.
Toroid&lni magnetické pole mifi vzdy do nebo z obrazku a vektor VB x ep je pak
rovnobézny s osou z. Uhel 6 je tedy doplitkovy k thlu mezi vektory VB x ep a Vp.
Napft. v misté I je VB x eg kolmy k povrchu ¢ a rovnobézny s vektorem Vp, zatimco
v misté IT jsou k sob& VB X ep a Vp navzajem kolmé. Rovnici (2.5) muzeme pak
prepsat

AG 9y 1 0y 2 op
- = U~ 2 sind. 2.7
27R 90 gqR 08  RBor 27
Podélnou slozku proudové hustoty, Pfirschiv-Schliteriv proud, pak snadno ziskdme
integraci rovnice (2.7) podle thlu 4

2q 0
J = Eq 5‘_2; cosf. (2.8)
Proud klesé s helicitou magnetickych indukénich ¢ar (ta je skrytd v bezpecnostnim
faktoru ¢) a magnetickym polem, roste s gradientem tlaku a méni znaménko s poloi-
déalnim dhlem.
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Profilovani teoretické fyziky na prazské
univerzité a vazby s prazskym ptisobenim
A. Einsteina pied 100 lety!

Emilie Tésinskd, Praha

Puasobeni Alberta Einsteina v Praze v letech 1911-1912 patfi v historii védy v ¢es-
kych zemich stale k atraktivnim, i kdyZz dnes jiz dost podrobné zmapovanym témattm
(viz napf. [4, 12, 16, 18, 24, 29, 30, 42, 48]). To ovSem neznamend, Ze jiz nelze nic
dodat. Pokracujici badan{ v déjinach védy otvira stale nové uhly pohledu, které napo-
méahaji stavajici obraz dokreslit ¢i upfesnit. V tomto ¢lanku se pokusime pohlédnout

1Clanek je rozSifenou verzi prispévku predneseného anglicky na mezinarodni konferenci
» Universities in Central Europe — Crossroads of Scholars from all over the World“, ktera se konala
v Praze ve dnech 29. zari — 2. fijna 2011 a jejiz jedno zasedani bylo vénovano 100. vyro¢i povolani

A. Einsteina na némeckou univerzitu do Prahy (viz napf. [14]).

Mgr. EmiLie TESINSKA, Ustav pro soudobé d&jiny AV CR, v.v.i., Puskinovo nam. 9,

160 00 Praha 6, e-mail: tesinska@cesnet.cz
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