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Abelova cena v roce 2009 udélena
Michailu Gromovovi

Oldrich Kowalski, Michal KviZek, Praha

1. Uvod

Matematici se pomérné dlouho a tézce vyrovnavali se skutecnosti, Ze se za jejich obor
neudéluje Nobelova cena. Po velice dlouhych jednanich Norska akademie véd zfidila
Abelovu cenu za matematiku, jejiz finanéni ohodnoceni je srovnatelné s Nobelovou
cenou (tj. okolo 106 USD). Pravo nominovat kandiddta na Abelovu cenu méa kdokoliv.
Vybérova komise je slozena z péti mezinarodné uznavanych matematikti. Kazdy ¢len
komise je volen na 2 roky s vyjimkou predsedy, ktery je volen na 4 roky. Podle
statutu Abelovy ceny musi byt predseda norskym matematikem. Dalsi tii ¢lenové
jsou voleni IMU (International Mathematical Union) a zbyvajici paty ¢len je volen
EMS (European Mathematical Society). V letosnim roce komise pracovala ve slozeni:
Kristian Seip (pfedseda), John Kingman, Sergey Novikov, Neil Trudinger a Efim
Zelmanov.

Podle klasifikace Mathematical Reviews v dnesni dobé existuje pfiblizné 100 za-
kladnich matematickych disciplin, a tak je velice obtizné zvolit vhodného kandidata.
V roce 2003 ziskal prvni Abelovu cenu Jean-Pierre Serre za své prukopnické prace
z algebraické geometrie, teorie ¢isel a nékolika ptibuznych oborti.l) V dalsich letech
pak nésledovaly ceny za topologii a algebru (2004), za aplikovanou a numerickou
matematiku (2005), harmonickou analyzu a teorii dynamickych systému (2006), za
teorii pravdépodobnosti a statistiku (2007) a koneéné v loniském roce byla Abelova
cena udélena za teorii grup. V letosnim roce ji ziskal rusko-francouzsky matematik
Michail Leonidovi¢ Gromov za své revolu¢ni vysledky tykajici se predevsim diferen-
cidlni geometrie, algebry a topologie. Pfedseda Norské Akademie véd @yvind @sterud
oznamil vefejnosti jméno nového laureata, jemuz pak cenu osobné predal norsky kral
Harald V. v hlavni aule univerzity v Oslo dne 19. kvétna 2009 (viz [20]).

Pamétni fe¢ pronesla pani Ingrid Daubechies (Princeton Univ.), byvala ¢lenka vybé-
rové komise. Poté nasledovaly ¢tyfi abelovské prednasky, z nichz prvni mél M. Gromov
(viz [16]).

1y O prvnich péti Abelovych cendch podrobné pojednava nové vysla publikace [11].
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2. Kdo je Michail Gromov?

Michal Gromov se narodil 23. prosince 1943 v Boksitogorsku (cca 100 km jihovychodné
od Ladozského jezera). Univerzitni studia absolvoval v roce 1965 v Leningradu. Jiz
ve svych pétadvaceti letech zde ziskal doktorat. Jeho skolitelem byl vynikajici mate-
matik V. A. Rochlin. V letech 1967-1974 pracoval Gromov jako odborny asistent na
Leningradské univerzité. Pak odesel na Newyorskou statni univerzitu v Stony Brook
na Long Islandu.

V roce 1981 se natrvalo prestéhoval do Francie. Nejprve nastoupil na Université
de Paris a o rok pozdéji ziskal stalé misto profesora na Institut des Hautes Etudes
Scientifiques v Bures-sur-Yvette (na jiznim piedmésti Pafize), kde pracuje dodnes.
Od roku 1992 je francouzskym obcanem.

Michail Leonidovi¢ Gromov (foto: Gérard Uferas)

Gromovovy myslenky neustale inspiruji matematiky z celého svéta. Prof. Gromov
je znam predevsim svymi vysledky v téch oblastech matematiky, které tzce souvisi
s geometril. Je autorem celé Ffady monografii, viz napi. [3]-[8]. V posledni dobé se
M. Gromov intenzivné vénuje také matematické genetice (viz napt. [1], [9]).

M. Gromov ziskal za svou praci mnoho uznani. Mezi nejvyznamnéjsi patii cena
Moskevské matematické spolecnosti (1971), Cartanova cena pafizské Akademie véd
(1984), Wolfova cena (1993), Lobacevského medaile (1997), Steelova cena (1997),
Balzanova cena (1999) a Bolyaiova cena (2005). Prof. Gromov je zahrani¢nim ¢lenem
Nérodni akademie véd v USA, Americké akademie véd a uméni a fadnym ¢lenem Fran-
couzské akademie véd. Ctyfikrat byl zvanym plenarnim fe¢nikem na mezinarodnich
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matematickych kongresech v Nice (1970), Helsinkach (1978), Varsavé (1982) a v Ber-
keley (1986). Je také profesorem matematiky v Courantové ustavu matematickych
véd v New Yorku (na prestiznim misté ziizeném v 19. stoleti zndmym podnikatelem
Jayem Gouldem, ktery se kromé jiného soukromé vénoval studiu matematiky). V této
véhlasné instituci pracuji i Peter Lax a Srinivasa Varadhan, ktefi ziskali Abelovu cenu
v roce 2005, resp. 2007.

3. Struéné o diferencidlni geometrii

Slovo geometrie pochdzi z FeGtiny: yewueTolo; geo = zemé, metria = mira. V klasické
diferencialni geometrii se zprvu vySetfovaly specidlni plochy v prostoru, jako napf.
kulové plochy, kuzele, valce, elipsoidy ¢i hyperbolické paraboloidy. Kli¢ovym pojmem,
o ktery se diferencialni geometrie opird, je kfivost. Leonhard Euler (1707-1783) byl
prvnim matematikem, ktery si to uvédomil.

Podstatnym zpusobem se ale o rozvoj diferencialni geometrie zaslouzil az Carl Fried-
rich Gauss (1777-1855). Jeho pritkopnicka prace Disquisitiones generales circa super-
ficies curvas z roku 1827 uz podava moderni definici zakiivené plochy a algoritmus,
jak pocitat jeji k¥ivost (tzv. Gaussovu kiivost v dne$ni terminologii). P¥ipomeiime,
ze Gaussova kfivost K v bodé P plochy v trojrozmérném eukleidovském prostoru je
rovna soucinu kfivosti v P dvou kfivek, které vzniknou jako fezy plochy normalovymi
rovinami v tzv. hlavnich smérech. To je dano znamou formulkou K = kyaxkmin-

Gauss také definoval prvni a druhou zékladni formu plochy a polozil tak zaklady Rie-
mannové geometrii. V roce 1828 Gauss vyslovil jedno ze zakladnich tvrzeni v klasické
diferencidlni geometrii, které lze zhruba charakterizovat takto:

Gaussova Theorema Egregium.?) Pokud budeme zaktivenou plochu izometricky
deformovat v prostoru, jeji (Gaussova) kfivost v kazdém bodé ziistane zachovana.

Uvedme si nézorny piiklad. Rovina reprezentovand listem papiru mé Gaussovu
kfivost nula. Jeslize sto¢ime list do valcové ¢i kuzelové plochy, bude jeji Gaussova
kfivost opét nula.

V souvislosti s diferencialni geometrii 19. stoleti je vhodné zminit jesté jména Nikolaj
1. Lobacevskij (1792-1856), Janos Bolyai (1802-1860), Sophus Lie (1842-1899) a Felix
Klein (1849-1925). Skutecéné ucelené pocatky tzv. klasické (nebo téZ ni) diferencidlni
geometrie lze datovat inauguracni prednaskou Bernharda Riemanna v Gottingen
roku 1854. V tomto oboru se studuji predevsim hladké ktivky, zakfivené plochy a
nadplochy. Vysetifuji se zde jejich lokdlni vlastnosti (napf. kiivost ploch a k¥ivek,
vyznacné krivky na plochach, metrickd ekvivalence ploch, studuji se téz pirimkové
kongruence a komplexy aj.). Asi v poloving 20. stoleti se za¢ina rozvijet moderni (nebo
téz globalni) diferencidlni geometrie. Ta studuje nejprve globélni vlastnosti ploch a
nadploch v souvislosti s topologii, pozdéji pak geometrii hladkych variet opatfenych
metrikou nebo jinymi geometrickymi strukturami.

2) Latinsky egregius znamena nadherny, vynikajici, vytecny, vyborny, znamenity.
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Prikladem globalni vlastnosti je orientovatelnost plochy. Jestlize budeme postupné
natirat znamy Mobiuv list barvou, pak se nam c¢asem podafi natfit obé strany listu,
aniz prekroc¢ime jeho okraj. Proto je to plocha neorientovatelna.

V nasledujicim textu predstavime pojem hladké variety, kterd je abstraktnim mo-
delem hladké plochy libovolné dimenze v eukleidovském prostoru.

Topologickd d-rozmérnd varieta M je metrizovatelny prostor, ktery je lokalné ho-
meomorfni s d-rozmérnym eukleidovskym prostorem R pro dané d € {1,2,3,...}
(viz [12]). Jinymi slovy, kazdy bod v M mé oteviené okoli, které je homeomorfni
s né&jakou otevienou mnozinou v R¢.

Hladka d-rozmérnd varieta M je d-rozmérnéd topologickd varieta s tzv. hladkou
strukturou, tj. pokrytim otevienymi mnozZinami, kterym fikdme obory lokdlnich sou-
radnic a kde prechody mezi dvéma soustavami lokalnich soufadnic jsou vyjadfeny
diferencovatelnymi funkcemi t¥idy C'*°.

Obecné nelze d-rozmérnou varietu vnofit do R?*!. Nejznaméjsim pifkladem této
prekvapivé skuteénosti je (viz [19, Corollary 11.16]) Kleinova ladhev, coz je dvoj-
rozmérna varieta ve ¢tyfrozmérném prostoru, kterou nelze vlozit do trojrozmérného
prostoru.?) Tato plocha navic neni orientovatelna. Plati viak nasledujici tvrzeni (viz
[19, Th. 11.14]):

Véta. Je-li M kompaktni hladké d-rozmérna varieta v RT1, pak M je orientovatelna.

7 predpokladii véty vyplyvé, ze mnozina R?T!\ M m4 dvé komponenty (vnitiek a
vnéjsek). Jejich hranici je v obou p¥ipadech M. Nasledujici dilezitou vétu o vlozeni
1ze nalézt napt. v [10, str. 24].

Whitneyova véta. Kazdou hladkou d-rozmérnou varietu Ize hladce vlozit do euklei-
dovského prostoru R?#+1,

Dvojici (M, g) nazveme Riemannovou varietou, jestlize M je hladkd varieta, jejiz
tecny prostor v kazdém bodé x € M je opatien skaldrnim soucinem g,, a ten se hladce
meéni od bodu k bodu. Takto vytvofena struktura g se nazyva Riemannova metrika.

Dalsi vyznamné tvrzeni v diferencidlni geometrii vyjadruje Gaussova—Bonnetova
véta pro dvojrozmérné kompaktni Riemannovy variety (M, g) (bez okraje). Tyka se
totdlnt krivosti plochy, ktera vznikne integraci Gaussovy kiivosti K pfes celou plochu.

Gaussova—Bonnetova véta. Necht K oznacuje Gaussovu kiivost dvojrozmérné
variety M C R3. Potom

K dM =2nx(M),
M

3) Poznamenejme, Ze Casto vystavovany trojrozmérny sklenény model , Kleinovy lahve*
nereprezentuje topologickou varietu. V bodech, kde se plocha protina, totiz neexistuje ote-
viené okoli, které by bylo homeomorfni s otevienym kruhem v R2.
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kde na levé strané je tzv. plosny integral a x(M) oznacuje Eulerovu charakteristiku
variety M.

Podotknéme, ze Eulerova charakteristika je topologicky invariant, jenz se pocita
nésledujicim zpisobem. Uvazujme mnohostén (obecné nekonvexni), ktery je homeo-
morfni dané varieté a jehoZ povrch je pokryt néjakou triangulaci (tj. mnozinou troj-
thelnik, z nichz kazdé dva maji spoleénou pravé jednu celou hranu, nebo pravé jeden
vrchol, nebo jsou disjunktn{). Ozna¢me s pocet stén, h pocet hran a v pocet vrcholt
v této triangulaci. Pak definujeme (M) = s — h + v. V piipadé sféry S?, ktera je
homeomorfni s povrchem &tyfsténu, okamzité zjistime, ze x(5?) = 2.

Pro anuloid 7?2 snadno nalezneme triangulaci toroidalniho mnohosténu a jemu
odpovidajici Eulerovu charakteristiku x(7) = 0. Anuloid ma v bodech blizsich k jeho
ose zapornou Gaussovu kiivost (podobné jako sedlovy bod), v bodech odvracenych
od osy mé kladnou kfivost a na dvou kruznicich oddélujicich tyto mnoziny bod méa
nulovou kfivost. Totalni kfivost anuloidu je vSak prekvapivé nula, jak plyne ihned
z Gaussovy—Bonnetovy véty.

Snadno si také predstavime duty ,,preclik” se dvéma ¢i vice otvory. Pak plati obecné,
ze Eulerova charakteristika je rovna 2 — 2g, kde g je tzv. rod plochy a je to v podstaté
pocet otvort v precliku. Sféra s g ,drzadly” je plocha rodu g.

Gaussova—Bonnetova formule pak zni

/ K dM = 4r(1 — g).
M

Odtud napiiklad odvodime, ze kazda Riemannova metrika definovana na sféfe musi
mit alesponi v jednom bodé kladnou Gaussovu kfivost a Ze Riemannova metrika
definovana na anuloidu nemuzZe mit vSude kladnou nebo vsude zapornou Gaussovu
kiivost.

Albert Einstein (1879-1955) zjistil, Ze v8echny hmotné objekty (planety, hvézdy,
galaxie aj.) na$ prostorocas lokdlné zakfivuji. Proto potfeboval ,novou geometrii*
k tomu, aby mohl zformulovat obecnou teorii relativity. Diferencialni geometrie tak
nasla zcela nové uplatnéni.

Nejkratsi cestu mezi dvéma body na hmotném modelu néjaké zakiivené plochy
muiZeme zndzornit pomoci natazené gumicky. Takova nejkratsi cesta (které rikdme
geodeticky oblouk) ale nemusi byt jednoznacéné uréené. Napiiklad na idedlnim modelu
povrchu Zemé jsou vSechny poledniky nejkratsimi spojnicemi obou pdla.

Geodetika nemusi byt vzdy nejkratsi spojnici dvou bodi. To plati pouze lokalné,
kdy vSechny perturbované kiivky mezi dvéma libovolné blizkymi body na geodetice
jsou delsi. Nejednoznac¢né geodetiky objevil i Hubbleiv kosmicky dalekohled diky
tzv. gravita¢nim cockam, které zpusobuji, Ze obraz nékterjch vzdalenych galaxii je
vicendsobny. Pfitom fotony z téhoz zdroje (pohybujici se po geodetikidch) mohou
absolvovat rizné dlouhou cestu. Mnohdy tak vidime rtizné obrazy jedné galaxie ¢asové
posunuté az o nékolik let.

Zatim neni znamo, zda je nas vesmir ohraniceny a uzavieny do sebe a jaka je jeho
totalni kiivost. Vesmirem budeme rozumét izochronu v prostorocasu, ktera odpovida
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uréitému ¢asovému okamziku po velkém tfesku. Einstein zformuloval nasledujici kos-
mologicky princip:

Vesmir je (na velkych $kalach) v kazdém bodé homogenni a izotropni.

Homogenita znamena, Ze pro dany cas jsou stfedni hustota hmoty i tlak konstantni,
tj. kfivost vesmiru je ve vSech bodech stejna. Izotropie fika, Ze pozorovatel nemuze
rozlisit dany smér od ostatnich smérti. Podle [15, kap. 27.3] izotropie implikuje ho-
mogenitu. Astronomicka pozorovani rozloZeni supernov, y-zableskt a reliktniho zafeni
zatim izotropii vesmiru potvrzuji.

Einsteintiv kosmologicky princip ndm dava odpovéd na otazku, jaky by mohl byt
tvar naseho vesmiru, pokud odpovidajici varietu lze vnorit do ¢tyfrozmérného pro-
storu. Plati totiz nasledujici tvrzeni (viz [13, 19]).

Véta. Kazda souvisla metricky tplna hladka varieta dimenze d v R4, kterda ma
stejnou Ricciho kfivost v kazdém bodé a kazdém sméru, je nadsféra nebo nadrovina.

Zde Ricciho kiivost v daném bodé a daném smeéru je dana tzv. Ricciho tenzorem
kfivosti, coz je symetricka bilinedrni forma na pfislusném teéném prostoru, ktera
vznikne kontrakci Riemannova tenzoru kiivosti dané variety. Hladkd Riemannova
varieta, kterd mé stejnou Ricciho kfivost v kazdém bodé€ a kazdém sméru, se proto
také nazyva Finsteinova varieta. Zatim ale neumime jednoznacné stanovit, zda lze
nas vesmir modelovat nadsférou ¢i nadrovinou. Jestlize varietu modelujici vesmir nelze
vnofit do R*, pak lze piipustit i hyperbolické geometrie.

Netrivialni topologie vesmiru nespliuji podminku izotropie. Kdyby nas vesmir mél
napi. toroidalni topologii 72 v R*, pak by pozorovatel mohl uréit smér, ktery se
odlisuje od ostatnich, nebot v libovolném bodé ma T v riiznjch smérech obecné
rizné Ricciho kiivosti.

Nedavno také G. Perelman dokéazal slavnou Poincarého domnénku. Podle ni je
kazda jednodusSe souvisla kompaktni 3-rozmérna topologickd varieta homeomorfni se
sférou S3, tj. s trojrozmérnym povrchem &tyirozmérné jednotkové koule (viz [17,
kap. 5]).4) Pokud jsou uvedené piedpoklady pro model vesmiru splnény, mtizeme si
vesmir a jeho rozpinani predstavit jako trojrozmérny povrch nerovnomeérné se nafuku-
jici nadkoule v R%, v jejimz stiedu je velky tiesk, pfi¢emz ¢as plyne v radidlnim sméru
(srov. [15, kap. 27.5]).

4) Pro dvojrozmérné variety byla tato domnénka dokazana jiz v 19. stoleti. Pro ¢tyiroz-
mérné variety ji dokdzal Freedman v roce 1982 (viz [2]), za coz ziskal Fieldsovu medaili v roce
1986. Ditkaz pro vSechny vyssi dimenze byl znam jiz difve [18].
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4. Hlavni vysledky M. Gromova

Michail Gromov prispél podstatné k pokroku v globalni diferencidlni geometrii i
v dalsich matematickych disciplinach. Pfipomenme si zde jen nékteré z jeho hlavnich
vysledki. Definice nékterych uvddénych pojmi lze najit napt. v [10]-[14].

1) Bishopova—Gromovova nerovnost.

Necht M je iplnd d-rozmérnd Riemannova varieta s pozitivné semidefinitni Ricciho
ktivosti. Pak objem koule v M je mensi nebo roven objemu koule o stejném poloméru
v eukleidovském prostoru RY. Jestlize navic vp(r) oznacuje objem koule o sttedu P a
poloméru r na varieté M a jestlize V (r) = cqr?
v d-rozmérném eukleidovském prostoru, pak je funkce r — vp(r)/V(r) nerostouci.
Tato vlastnost hraje mj. klicovou roli pfi diikazu Gromovovy véty o kompaktnosti —
viz bod 3).

oznacuje objem koule o poloméru r

2) Gromovova véta o grupdch polynomidlniho ristu.

Necht S = {g1,...,9,} je mnozina generatorti kone¢né generované grupy G a S =
= {91, 9n, 97", 9} je symetrizace mnoziny S’. Oznacme S pocet prvki
z G, které se daji zapsat jako slova vytvofend z S a délky nepfesahujici n. Je
ziejmé, Ze v obecném piipadé &islo S roste exponencialné. J. Wolf ukazal, ze pokud
je grupa G nilpotentni, potom existuje polynom p(n) takovy, ze S < p(n) pro
kazdé pfirozené n, coz jinymi slovy znamend, Ze takova grupa méa polynomialni rust.
Gromovova véta charakterizuje grupy polynomiélniho ristu presné jako ty grupy, které
obsahuji nilpotentni podgrupy s kone¢nym indexem. K pavodnimu dikazu této véty
pouzil Gromov jim vytvofenou definici konvergence kompaktnich metrickych prostori,
ktera se nyni nazyva Gromovova—Hausdorffova konvergence a stale se hojné pouziva
v geometrii a topologii. O tomto tématu nyni struéné pojedname:

3) Gromovova—Hausdorffova konvergence.

Pfipomenme nejprve klasicky pojem Hausdorffovy vzdalenosti v metrickych prosto-
rech. Necht A a B jsou dvé neprazdné omezené uzaviené mnoziny metrického prostoru
(M, 9). Potom jejich Hausdorffova vzdalenost v M je ddna vzorcem

or (A, B) = max{sup{o(a, B) |a € A}, sup{o(b,A) |b € B}}.

Nyni se zavadi Gromovova—Hausdorffova vzddlenost dgu(X,Y) dvou kompaktnich
metrickych prostort X a Y jako infimum vSech ¢isel op(f(X),g(Y)), kde probi-
hdme vSechny metrické prostory (M, p) a vSechna izometrickd vloZzeni f : X — M,
g:Y = M.

Gromovova—Hausdorffova vzdéalenost pak definuje mnozinu vSech t¥id izometrie
kompaktnich metrickych prostori jako novy metricky prostor. Takto je mozno de-
finovat konvergenci posloupnosti kompaktnich metrickych prostori, kterd se nazyva
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Gromovova—Hausdorffova konvergence. Limitni metricky prostor pii takové konver-
genci se nazyva Hausdorffova limita dané posloupnosti prostori. Takto definovana
konvergence méa nékteré prekvapujici vlastnosti. Napiiklad posloupnost kompaktnich
Riemannovych prostort (variet) dimenze 3 mize konvergovat k metrickému (ale ne jiz
Riemannovu!) prostoru Hausdorffovy dimenze 4, jak ukazal jeden ze zak M. Gromova.
Na druhé strané plati Gromovova véta o (pre)kompaktnosti v Riemannové geometrii,
ktera fika, ze mmnozina kompaktnich Riemannnovych variet dané dimenze, jejichz
Ricciho kfivosti jsou omezeny zdola spoleénou konstantou a jejichz priméry jsou
omezeny shora nékterou jinou konstantou, je relativné kompaktni v Gromovové—
Hausdorffové metrice (tj. uzévér této mnoziny je kompaktni).

4) Gromoviv soucin.

Tento pojem je rovnéz svazan s metrickymi prostory. Motivaci je urcit vzdalenost,
pro kterou dvé geodetické kfivky vychazejici ze stejného bodu ztistavaji stale ,,v dosahu
této vzdalenosti“. Necht (X, d) je metricky prostor a nechf z,y,z € X jsou libovolné
body. Potom Gromovuv sou¢in bodd y a z pfi x oznafeny symbolem (y,z), je
definovan vztahem (y, 2), = 5((d(z,y) + d(z, z) — d(y, z)) a ma tyto vlastnosti:

(a) Symetrie: (y, 2)e = (2,4)e-
(b) Degenerovanost v koncovych bodech: (y,2), = (y,2). = 0.
(c) Pro kazdych pét bodi p,q,z,y,z € X plati

d(z,y) = (2,2)y + (¥, 2)a;

0 =< (y,2), £ min{d(z,y),d(z, 2)},
(¥, 2)p + (,2)q] = d(p, q),

(@, y)p + (%, 2)p] < d(y, 2).

Metricky prostor (X,d) se nazyva d-hyperbolicky, jestlize pro vSechny body
p,x, Y,z € X plati (z,2), 2 min{(x,y),, (¥,2)p} — 9, kde § > 0 je redlné ¢islo.

Nezli uvedeme jednu z hlavnich vét, pfipomenme si definici geodetiky v metrickém
prostoru. Geodetickd kfivka v metrickém prostoru (X,d) je kiivka vy : I — X, ktera
lok&lné minimalizuje vzdalenosti. Piesnéji Feceno, existuje konstanta v = 0 s vlastnosti,
ze pro kazdé t € I existuje okoli J(t) C I takové, Ze pro kazda dvé tq,ts € J(t) plati
rovnost

d(y(t1),v(t2)) = v|t1 — ta].

Jeden z hlavnich vysledkt pak ¥ikd: Zvolme § > 0. Potom metricky prostor (X, d)
je d-hyperbolicky, pravé kdyz pro kazdy geodeticky trojuhelnik ABC' v (X,d) a pro
kazdy bod P € AB existuje bod Q € AC U BC takovy, ze d(P,Q) < §. Jinymi
slovy, metricky prostor (X,d) je o-hyperbolicky, pravé kdyz kazdy jeho geodeticky
trojuhelnik je ,d-tenky“. Je ziejmé, ze kazdy omezeny prostor (X, d) je o-hyperbolicky
pro nékteré & > 0. Teorie je tedy netrividlni pouze pro neomezené metrické prostory.
Na toto téma vyslo velké mnozstvi praci jinych autord, véetné monografii.
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5) Hyperbolické grupy.

Tyto grupy jsou znamy téz pod nazvy lexikografické hyperbolické grupy, Gromovouvy
hyperbolické grupy nebo negativné zakrivené grupy. Kazda takova grupa je konecné
generovana grupa s ,lexikografickou metrikou“ a spliujici nékteré vlastnosti charakte-
ristické pro hyperbolickou geometrii (viz [5]). Lezikografickd metrika na grupé G je zpt-
sob, jak méfit vzdalenost mezi dvéma prvky z G. Je to metrika na G pfifazujici kazdym
dvéma prvkam g a h jejich vzdélenost d(g, h), kterd vyjadiuje, jak kratkym slovem (je-
ho# pismena jsou prvky mnoziny generatorti) lze vyjadfit jejich rozdil g—'h. Mnozina
generatort grupy G musi byt vzdy pevné zvolena. Rzné volby mnoziny generatori
obvykle vedou k riznym lexikografickym metrikam. I pfes zminénou nejednoznac¢nost
miiZze byt tento pojem vyuzit k dikazim vét o geometrickych vlastnostech grup, jak
je tomu napiiklad v geometrické teorii grup. Obzvlasté vlivnym a velkym tématem
v tomto sméru je Gromoviv program klasifikace kone¢né generovanych grup vzhledem
k jejich globalni geometrii. Formalné to znamena klasifikaci kone¢né generovanych grup
s lexikografickymi metrikami az na kvazi-izometrii. Tento program zahrnuje velkou
fadu raznych aspektt z algebry, geometrie a topologie a je stale v intenzivnim vyvoji.
Zde podotknéme, Ze zobrazeni f : X — Y se nazyva kvazi-izometrie, jestlize existuji
konstanty K = 1 a C' 2 0 takové, ze plati

dx(2,9) = C £ dy(f(2), f(v) € Kdx(2,9) +C

a kazdy bod z Y mé vzdalenost nejvyse C od néjakého bodu z f(X). Poznamenejme
jesté, ze kvazi-izometrie nemusi byt spojité zobrazeni a napriklad kazdé zobrazeni
mezi kompaktnimi metrickymi prostory je kvazi-izometrie. Pfesto ma tento pojem
prekvapivé velky vyznam pro matematiku.

6) Skoro ploché variety.

Hladkd kompaktni varieta M se nazyva skoro plochd, jestlize pro kazdé ¢ > 0
na ni existuje Riemannova metrika g(e) takova, Zze prumér diam(M, g(¢)) variety M
vzhledem k této metrice nepfesahuje 1 a g(e) je e-plochd, tj. pro sekciondlni kiivost
této metriky plati |[K )| < e.

Nil-varieta je kvocient nilpotentni Lieovy grupy podle jeji uzaviené podgrupy. Déle
necht nilpotentni Lieova grupa N operuje na sob& pomoci levych translaci a necht je
déna konecna grupa automorfismt F' grupy N. Pak lze definovat akci semi-direktniho
soufinu NV x F' na N. Kompaktni kvocient grupy N podle podgrupy souc¢inu N x F
(operujici volné na N) se nazyva infranil-varieta“. Infranil-variety jsou kvocienty
nil-variet podle kone¢ngch podgrup (ale opak obecné neplati).

Gromov a Ruh dokézali, ze kompaktni varieta M je skoro plocha, kdyz a jen kdyz je
to infranil-varieta. Opét mame priklad hluboké souvislosti mezi algebrou a geometrii.

7) Gromovovy systolické nerovnosti.

Systola (nebo presnéji 1-systola) kompaktniho metrického prostoru X je metricky
invariant definovany jako nejmensi délka nestazitelné smycky v X, tj. uzaviené kiivky,
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kterd nemuze byt v X spojité deformovana do svého vychoziho bodu. Tento pojem
tedy souvisi s fundamentélni grupou (prvni homotopickou grupou) r; (X) prostoru X.
Déle oznacujeme takto definovanou systolu symbolem sysm;, abychom ji odlisili od
podobného pojmu v teorii homologie. Poznamenejme, ze kompaktni, orientovatelna a
(d—1)-souvisla d-rozmérna varieta M se nazyva podstatnd, jestlize plati [ y w # 0 pro
néktery netrividlni element objemu (tj. vnéjsi diferencidlni formu w stupné d) na M.
Necht M je nyni podstatnd kompaktni Riemannova varieta. Zékladni Gromovova
systolickd nerovnost potom zni

(sysm1)? < Cyvol(M),

kde Cy je univerzalni konstanta zavisejici pouze na dimenzi variety M.

Vyplriugici polomér jednoduché smycky C' v roviné je definovan jako nejvétsi polomeér
R > 0 kruZnice, ktera se vejde dovnitf této smycky. Oznacuje se symbolem FillRad(C).
Nyni se pokusime nazorné charakterizovat vyplniujici polomér variety. Uvazujme epsi-
lonové okoli smycky C' v roving, které oznac¢ime symbolem U.C C R2. Kdyz é&islo e > 0
roste, potom e-okoli U.C pohlcuje stéle vice vnittku smycky. Posledni bod, ktery bude
pohlcen, je presné stied nejveétsi vepsané kruznice. Muzeme tedy podat jinou definici
vypliujiciho poloméru jako infima vSech ¢isel € > 0 takovych, ze smycka C' se da
stdhnout do jediného bodu v U.C.

Je-li nyni dédna podstatnd kompaktni varieta M bez okraje vlozend napriklad
do euklidovského prostoru R?, muizeme definovat vypliujici polomér podvariety M
vzhledem k danému vloZeni tak, Zze budeme minimalizovat velikost epsilonového okoli
U.M C R? variety M, ve kterém se M stane homotopicky ekvivalentni s néjakym
objektem nizsi dimenze, napiiklad polyedrem. K zavedeni obecné definice vypliujiciho
poloméru FillRad(M) pro obecnou varietu potfebujeme teorii homologii, a proto se
tim zde nebudeme zabyvat. Gromov také dokdzal nasledujici (druhou) systolickou
nerovnost:

sysm; < 6 FillRad(M).

Déle jesté nalezl odhad shora FillRad(M) < Cy(vol(M))'/¢ pro vyplitujici polomér.
Z druhé systolické nerovnosti a posledni nerovnosti pak snadno plyne prvni systolicka
nerovnost.

8) Symplektickd geometrie.

Symplektickd geometrie je oblast diferencidlni geometrie a diferencidlni topologie,
ktera studuje symplektické variety, tj. diferencovatelné variety, které maji uzavienou
nedegenerovanou vnéjsi diferencialni 2-formu. (Uzavienost zde znamend, Ze vnéjsi
diferencidl této formy je roven nule.) Symplektickd geometrie mé svoje poc¢atky v Ha-
miltonové formulaci klasické mechaniky, kde fazovy prostor jistych klasickych systému
m3 strukturu symplektické variety. Kazda K#hlerova varieta je rovnéz symplektickou
varietou. Az do 70. let zistavala oteviena otazka, zdali existuji kompaktni symplek-
tické variety, které nejsou Kéhlerovy. Prvni takové piiklady byly sestrojeny Williamem
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P. Thurstonem®) Nyni 1ze dokonce Fici, Ze ,,vét§ina“ symplektickych variet nepfipousti
Kéhlerovu strukturu. M. Gromov ale udélal dulezity objev v tom sméru, Ze vSechny
symplektické variety pripoustéji hojnost struktur spliujicich vsechny axiomy Kéahle-
rovych variet s vyjimkou toho, ze by pfechodové funkce mezi dvéma lokalnimi sou-
fadnicovymi soustavami byly holomorfni. Gromov pouzil tento poznatek k rozvinuti
teorie pseudoholomorfnich krivek, coz vedlo k podstatnému pokroku v symplektické
geometrii, zejména k zavedeni symplektickych invarianti, které jsou nyni znamy jako
Gromovovy—Wittenovy invarianty. Tyto invarianty hraji klicovou roli ve fyzikalni teorii
strun.

Podé&kovani. Autofi dékuji RNDr. M. Marklovi, DrSc., Mgr. V. Pravdovi, Ph.D., a
doc. RNDr. J. Vanzurovi, CSc., za cenné pfipominky. Price byla podpofena vyzkum-
nym zadmérem MSM 0021620839 a grantem IAA 100190803 GA AV CR.
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5) Thurston ziskal v roce 1982 Fieldsovu medaili zejména za teorii Hakenovych variet.
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