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Herglotztv trik a rozklad kotangenty
na parcialni zlomky

Pavel Drdbek, Plzern

1. Uvod

Zatimco rozvoje elementarnich funkci v Taylorovu fadu je mozné nalézt v kazdé
ucebnici matematické analyzy, jiné zptisoby jejich reprezentaci nejsou tak dobtfe znamé.
Formule, jejiz odvozeni chceme v tomto ¢lanku predvést, pochézi od L. Euleral)
a predstavuje rozvoj funkce kotangens v nekonecny soucet parcialnich zlomk:

1 = 1 1
t = — 1.1
T cotg M x+nz<x+n+xn> (1.1)

=1

pro vSechna x € R\ Z. Jako obvykle, nekoneény soucet je definovan jako limita ¢as-
teénych soucttd, tj. (1.1) znamena

1 ANV 1
ncotgmr = — + lim ( + ), x € R\ Z.
r koo~ \x+n x—n

Jiny, elegantnéjsi zapis rozvoje (1.1) je nasledujici:

N
1

tgnz = lim > : ER\Z. 1.2

ncotg nx NE%O”,#VIJF" x \ (1.2)

Dikaz rovnosti (1.1) (resp. (1.2)), ktery zde pfedvedeme, je pfipisovin némeckému ma-
tematikovi Gustavu Herglotzovi (1881-1953, byl profesorem na univerzitdch v Lipsku
a v Gottingen) a lze jej nalézt napt. v knize [1].

Jako aplikaci rovnosti (1.1) ukdZzeme, jak ji 1ze vyuzit k vyjddfeni hodnot Rieman-
novy funkce v sudych pfirozenych cislech.

1y Leonhard Euler, 1707-1783, $vycarsky matematik, odvodil vzorec (1.1) v § 178 své prace
Introductio in Analysin Infinitorum z roku 1748.

Prof. RNDr. PAVEL DRABEK, DrSc. (1953), katedra matematiky FAV ZCU v Plzni, Uni-
verzitni 22, 306 14 Plzen.
Autor byl podporovian vyzkumnym zamérem MSM 4977751301.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 51 (2006), ¢. 4 283



2. Dukaz rovnosti (1.2)

Oznacime

1
= t = 1
f(z) := ncotgnx, g(x) Nggon . Trn

a v péti krocich dokdzeme, ze f(x) = g(x) pro z € R\ Z.

1. krok: Ukdzeme, Ze g je korektné definovand a spojitd funkce v mnoziné R\ Z.
(Tento fakt je dobfe zndm pro funkci f.)

S pouzitim vztahu
1 1 2z
2

+ 2
r+n rT—n ne —x

mizeme g psat ve tvaru
() 1 i 2z
T)=—— -
g v = n? — 2

a k diikazu naseho tvrzeni tedy sta¢i ovéfit, ze pro kazdé x¢ ¢ Z existuje okoli U (xp)
takové, ze U(xo) NZ = P a Fada

— 1

> m (21)

n=1
konverguje stejnomérné v U(xp). Vynechdme-li koneény pocet ¢lend, které odpovidaji
n=1a2n— 1< 3, mizeme zbyvajicich nekoneéné mnoho ¢lenti fady (2.1), pro néz
plati 2n — 1 > 22, tj. n®> — 23 > (n — 1)? > 0, odhadnout takto:

1 1

0< < .
n?—ax% = (n—1)2

Vzhledem k ostré nerovnosti tento odhad plati nejen pro zg, ale i pro vSechna
o0

x € U(xo), je-1i U(xo) dostateénd malé okoli. Protoze fada Y. 1/(n — 1)? konverguje,
n=2

konverguje také podle Weierstrassova kritéria fada (2.1), a to absolutné a stejnomérné
v U(xzo).

2. krok: UkdzZeme, Ze g je na R\ Z periodickd funkce s periodou 1. (Tento fakt je
dobfe znadm pro funkci f.)

PoloZzme
Moo
on (@) = Z r4+n’
n=—N
Potom
N 1 N+1 1
D Y s M=t
nszx—f—l—&—n nszHsc—&—n
1 1

:ngl(x)+x+N+x+N+1'
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Prechodem k limité odtud plyne

1 1
1) = 1 . _
gle+1) NTlO(QN 1(x)+x+N+x+N+1)

= lm_gy_i(@) = g(z).
3. krok: Ukdzeme, Ze g je lichd funkce. (Tato vlastnost je dobfe zndma pro funkei f.)

Pro kazdé N € N zfejmé plati

gn(=7) = —gn ()

pro v8echna x € R\ Z. Pfechodem k limité pro N — oo dostaneme g(—z) = —g(x).

Posledni dva kroky diikazu se nazyvaji Herglotzuv trik: dokdzeme, ze f a g vyhovuji
téze funkciondlni rovnici a ze h := f — g lze spojité rozsirit na celé R a toto rozsireni
je tam identicky rovno nule.

4. krok: Provérime, Ze [ a g spliugi funkciondlni rovnici

P (g) +p (%“) = 2(z), =zecR\Z (2.2)

a jejich rozdil f — g je mozné dodefinovat v bodech 7 tak, Ze tvori spojitou funkci
v celém R.

Pomoci sou¢tovych vzorct pro sinus a kosinus: sin(x + ©/2) = cosz, cos(z 4+ n/2) =
= —sinz, sinz = 2sin(x/2)cos(x/2), cosx = cos?(x/2) —sin?(2/2) dostaneme pro
x € R\ Z:

1

; (E) ny (x+ 1) - (cos inz _ sin §m:> . cos(inz + nz) 2 /(a).

1 1 1 1
2 2 sin gnz  cos zn sin(gnx + 37x)

Na druhé strané pro kazdé N € N plati

(sr:)Jr r+1 _ () + 2

nebot

1 1 1 1
+ =2 + :
ir4+n L@+l +n <x+2n x+2n+1>

Pfechodem k limité pro N — oo tak dostavdme pro x € R\ Z

g (g) +g (xTH) =2g(x).

Nyni definujeme
1 — 2z
h(z) = f(x) — g(z) = ncotg nz — (E - E 7> . (2.3)

n? — 2
n=1
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Jak plyne z pfedchoziho, funkce h je spojitd v R\ Z, je periodickd s periodou 1, je
lichd a spliiuje funkciondlni rovnici (2.2). Nyni vySetfime chovani funkce h v okoli
celoc¢iselnych hodnot.

Pouzijeme-li dvakrat 1'Hospitalovo pravidlo, pfipadné rozvoj kotangenty v okoli
nuly, obdrzime

1
lim (chotg nr — —) =0.
z—0 T

Protoze také lim > 2z/(n? — 2?) = 0, vyplyva z (2.3), Ze

T—=Un=1

lin}) h(z) = 0.
Plati téz
lim h(z) =0

pro kazdé n € Z, nebot h je periodické funkce s periodou 1. Polozime-li h(z) := 0 pro
x € Z, potom funkce h je spojitou funkci na celém R.

5. krok: Funkce h je identicky rovna nule v celém R.

Protoze h je periodicka a spojita v R, musi nabyvat v R své maximéalni hodnoty m.
Necht zg € [0,1] je bod, ve kterém h(zg) = m. Protoze h spliiuje (2.2), plati

2o xo+1 .
h(?)”( 2 ) -
a tedy h(zo/2) = m [a také h((zo + 1)/2) = m]. Pouzijeme-li (2.2) znovu, potom

n () 4 (%) o,

to znamend h(zo/2%) = m. Postupnymi iteracemi dostaneme, %e h(zo/2") = m pro
kazdé n € N. Ze spojitosti h v bodé 0 pak vyplyva, ze h(0) = m a odtud m = 0.

Dokézali jsme, ze h(x) < 0 plati pro véechna x € R. Protoze vSak h je lich4 funkce,
ostrad nerovnost h(z) < 0 nemuZe byt splnéna v zddném = € R. Proto h(z) =0 pro
v8echna = € R. Tim je dikaz (1.1) dokonéen.

Poznamenejme na zavér tohoto odstavce, Zze rovnost (1.1) plati dokonce v oboru
komplexnich ¢isel a ze elegantni dikaz tohoto obecného faktu byl publikovan jiz
v roce 1892 némeckym matematikem Friedrichem Hermannem Schottkym v jeho
¢lanku Uber das Additionstheorem der Cotangente. .., Jour. fiir Reine u. Angew.
Math. 110, 324-337. Gustav Herglotz pozdéji odhalil, Ze se uvedeny Schottkeho diikaz
obejde bez tzv. principu maxima. Elementarni ditkaz pak Herglotz predvadél na svych
prednaskach a nikdy jej sdm nepublikoval (viz [2]).
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3. Zajimavy dusledek rovnosti (1.1)

Riemannova?) zeta funkce ¢ = ((s) je definovdna pro vSechna s > 1 pfedpisem

(s) =3 =

ns

n>1

a jeji vlastnosti maji dilezitou tlohu v teorii ¢isel. V tomto odstavci ukadzeme, ze
pomoci vzorce (1.1) je mozné vyjadrit hodnoty funkce ¢ v celych kladnych sudych
Cislech: ((2k), k € N. Jak jsme odvodili v pfedchazejicim odstavci (srov. (2.3)), plati
proz € R\Z

1 & 2

ncot =- - —. 1

h - Z n? — 2 (3-1)

n=1
Rovnost (3.1) vyndsobime z a poloZime y := nz. Potom pro |y| < © dostdvame
o0 2 o 9
Y Y 1
= Y =" 1_(i)
n

Posledni zlomek je souctem geometrické fady s prvnim c¢lenem 1 a s kvocientem
2 [
(y/(7n))”. Mizeme tedy psat

3
Il
—
=~
Il
—

Poznamenejme, ze zdména séitacich indexti je mozné diky absolutni konvergenci uve-
dené nekoneéné fady. Pro kazdé k € N je ¢initel —(2/7%%) ((2k) koeficientem u mocniny
y** rozvoje funkce y cotgy v mocninnou fadu se stfedem v bodé 0.

Vyjadfeni hodnot Riemannovy zeta funkce v kladnych sudych ¢islech znal jiz Leon-
hard Euler (Opera Omnia (1) 14, 73-86). Podrobnosti o Eulerové ptistupu lze nalézt
v ¢lanku P. Stickela Fine vergessene Abhandlung Leonhard Eulers iber die Summe
der reziproken Quadrate der natiirlichen Zahlen, Biblio. Math. (3) 8 (1907/08), 3754
(dalsi zajimavé citace viz téz [2]).

Autor ¢lanku dékuje Ivanovi Netukovi a Jifimu Veselému z MFF UK v Praze za
cenné pripominky a naméty, které vedly k vylepsSeni textu.

Literatura

[1] AIGNER, M., ZIEGLER, G. M.: Proofs from the BOOK. 2nd edition, Springer Verlag,
Berlin—-Heidelberg—New York 2002.
[2] REMMERT, R.: Theory of Complex Functions. Springer Verlag, New York 1991.

2) Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866, némecky matematik.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 51 (2006), ¢. 4 287



		webmaster@dml.cz
	2015-11-29T17:51:57+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




