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Funkcionalni rovnice v nelinearni analyze

Vénovano G. Prodimu, velkému uciteli a drahému priteli.

Antonio Ambrosetti, Trieste

1. Uvod

Podstatné ¢ast nelinedrni analyzy je vénovana zkouméani abstraktnich metod (analy-
tickych, topologickych ¢ varia¢nich) zaméfenych na feSeni jednotlivich konkrétnich
uloh. Ty jsou vétsinou formulovany jako integralni nebo diferencialni rovnice. Jejich
zdrojem jsou zpravidla jiné védy: mechanika, fyzika, biologie a v posledni dobé téz
ekonomie. Typickym postupem je pfeformulovani tlohy do tvaru funkcionalni rovnice,
kterd se pak studuje v néjakém prostoru funkci, nejcastéji v Banachové prostoru
nekone¢né dimenze. Abstraktni formulace tvofi ¢asto ramec, v némz lze feSit dalsi
ulohy, které maji podobny charakter jako tloha vychozi. To nam pomdahéa odhalit
spole¢nou podstatu problému zpocatku nesouvisejicich a zvolit k jejich feSeni jedinou
— nékdy i relativné jednoduchou — strategii. Jednou ze zakladnich etap postupu je
pritom rozsiteni vysledku platnych v Euklidové prostoru konecéné dimenze do prostori
nekonec¢nérozmeérnych. Zdiraznéme, zZe na rozdil od nékterych oblasti matematiky zde
neni cilem snazeni maximalni stupen abstrakce. Mira obecnosti je vymezena vychozi
ulohou, kterou se snazime FeSit.

V nasledujicim odstavci se pokusime ilustrovat funkcionalni pfistup na jednoduchém
prikladé. V odstavci 3 kratce prodiskutujeme diferencialni pocet a vétu o inverzi.
A konec¢né odstavec 4 se vénuje tématu, jez je velice dulezité v aplikacich a zaroven
dostatecné nazorné diky geometrickym aspekttim, jez obsahuje: teorii bifurkaci. Pravé
toto téma je velice blizké G. Prodimu, ktery v ném dosahl vyznamnych vysledki.
Napsal o ném i velice pékny ptrehledny ¢lanek [1]. Ten se stal vychozim bodem pro
mnohé — nejen italské — matematiky, nebot kromé bohatstvi vysledkd, jez jsou v ném
obsazeny, ukazuje i cestu, po niz by se mohl ubirat dalsi vyzkum v tomto oboru.

Le equazioni funzionali in analisi non lineare. Bolletino U.M.I., La Matematica nella
Societa e nella Cultura Serie VIII, Vol. V-A | Dicembre 2002, 393—-404.

© Unione Matematica Italiana 2002

Prelozil OLDRICH JOHN.

Teze tohoto ¢lanku byly pfedneseny a diskutovany na sympoziu ,Otazky matematiky:
vyzkum, aplikace, vyuka“, které bylo usporddano v Palermu 25. kvétna 2001 pfi prilezitosti
udéleni titulu doctor honoris causa G. Prodimu za jeho dlouholetou intenzivni ¢innost v oboru
didaktiky.
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Clanek zdaleka nevycerpava véechna témata nelinearni analyzy. Pro ziskani hlubsich
informaci odkazujeme naptiklad na [2] a na dvé hesla z Encyklopedie XX. stoleti (viz
[3], [4]).}) V8echny citované publikace vznikly ve spolupréaci s G. Prodim.

2. Funkcionalni rovnice

Jak bylo feceno, zakladnim krokem nelinedrni analyzy je pfevedeni problémii obsahu-
jicich diferenciélni rovnice na rovnice funkcionélni. Uvedme pro ilustraci jednoduchy
priklad tohoto postupu.

Pfedpoklddejme, Ze chceme nalézt feSeni u = u(z) diferencidlni rovnice druhého
radu

(1) u’(z) + h(z,u(z)) =0, =€ (a,b),
které nabyvé v krajnich bodech intervalu {a,b) pfedepsanych hodnot, napiiklad
(2) u(a) = u(b) = 0.

Rovnice (1) spolu s okrajovymi podminkami (2) se nazyva okrajovou tlohou. Po-
pisuje velké mnozZstvi mechanickych jevi i jevi z dalSich oblasti fyziky. Pii feSeni
okrajové tlohy (1)—(2) mtZeme postupovat takto:

Zavedme nejprve dva vektorové prostory: Prostor X (= C2({a,b))) je prostor funkci
z C?({a, b)), které spliuji okrajové podminky (2). Prostor Y (= C({a,b)) je prostor
v8ech funkei spojitych na intervalu (a,b). Opatiime-li je normami

lullx = max{lu(x)] + |u'(2)| + [u"(2)]: z € a,b)},
[ully = max{lu(z)|: = € (a,b)},

dostaneme tplné normované linedrni prostory (tj. prostory Banachovy). Zkoumejme
nyni zobrazeni F: X — Y které pfifadi prvku v € X funkci v = F(u) pfedpisem

v(z) = u"(z) + h(z, u(z)).

Vyfesit okrajovou tlohu (1)—(2) znamena totéz jako vytesit funkciondlni rovnici
F(u) = 0 v prostoru X. Skutecné, jestlize F'(u) = 0 znamena to, Ze u, jez je ze tf¥idy
C?({a, b)), spliiuje rovnici (1) na (a,b), a protoZe je zaroven z prostoru Cz({a,b)),
splituje okrajové podminky (2).

Pravé uvedeny postup pro tlohu (1)—(2) miZze byt pouZit pro okrajové ilohy daleko
obecnéjsi a rovnéz pro okrajové tlohy obsahujici diferencialni rovnice parcialni.

1y R4di bychom upozornili ¢tenafe na knizku P. DRABEK, J. MILOTA: Lectures on Non-
linear Analysis, kterd mé charakter vysokoskolskych skript a kterd muze dobfe poslouzit
zajemci o hlubsi vhled do problematiky nelinearni analyzy. Knizku si lze objednat na dobirku.
V ptipadé zadjmu kontaktujte, prosim, pani Ivu Sulkovou na adrese: Iva@kma.zcu.cz.
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Jestlize je kuptikladu 2 omezena oblast v R™ a symbolem 92 oznacime jeji hranici
n

a jestlize Au = Z 0?u/0x? znaci Laplacetiv operator, okrajové tiloha
i=1
3) { Au(z) + h(z,u(z)) =0, z €L,

u(z) =0, ze€on
se pfevede na funkciondlni rovnici F'(u) =0, u € X, kde

e X je prostor C2(f2) dvakrét spojité diferencovatelnych funkei na (2 takovych, Ze
u(z) =0 pro z € 012,

o Y = C(ﬁ) a

e F: X =Y je zobrazeni z X do Y, definované jako F(u)(z) = Au(z) + h(z,u(z)).

Obecné feceno, prostor, v némz abstraktné formulovanou tlohu zkoumame, bere
ohled jak na rovnici (v pfedeslych piipadech, v nichZz jde o rovnici druhého Fadu,
uzivame prostor C?), tak i na okrajové podminky (X je prostor, v némz se nachazeji
pouze ty funkce z C2, jez okrajové podminky spliiuji).?)

3. Diferencialni pocet a véty o inverzi

Pfirozeny postup, ktery je nasnadé pii feSeni rovnice typu F'(u) =0, kde F je ne-
linearni zobrazeni mezi Banachovymi prostory X a Y, zacind zobecnénim diferen-
cidlniho poctu, ktery byl vybudovan v euklidovskych prostorech koneéné dimenze, na
nekonecnérozmérné prostory Banachovy. Nejprve je tfeba zobecnit pojmy ,limita“
a ,spojitost“. V tomto bodé je prechod do nekoneéné dimenze jemnou zalezitosti. Na
rozdil od Euklidova prostoru je totiz v Banachovych prostorech nekonecéné dimenze
nutno peclivé rozliovat mezi riiznymi druhy konvergence. (Vyjastiovani té&chto otdzek
pat¥{ mezi motivy, které vedly ke vzniku dilezité matematické discipliny topologie.)

Druhy krok spociva v zavedeni pojmu diferencialu zobrazeni F' v bodé u, ktery je
definovan analogicky jako v pfipadé Euklidova prostoru, tj. jako linedrni a spojité
zobrazeni A: X — Y, pro néz plati

Flu+v) = F(u) + Alo] + R(v),
kde R = R,: X — Y je takova funkce, ze

By

Iolix—0 |jv]|x

=0.

Zobrazeni A je témito vztahy uréeno jednozna¢né a nazyva se (Fréchetovym) dife-
rencidlem zobrazeni F' v bodé u. (Oznacuje se zpravidla jako DF (u) nebo F’(u).)

2) V nésledujicim oddile uvidime, jak i zdanlivé piirozena volba X = C¢(R2), Y = C(R)
musi byt nékdy modifikovana.
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Rekneme, Ze zobrazeni F je tiidy C'(X,Y) (tj. F € C1(X,Y)), jestlize FF ma
diferencidl v kazdém bodé u € X a jestlize zobrazeni DF': u+— DF(u) je spojité
zobrazeni z X do L(X,Y), kde L(X,Y) je Banachiv prostor spojitych linearnich
zobrazeniz X do Y.

Analogicky se definuji diferencidly vyssich fadtt D*F(u) € Li(X,Y), kde Li(X,Y)
je prostor zobrazeni k-linedrnich a spojitych z X do Y, a derivace parcidlni (v ptipadé,
7e prostor X je kartézskym soucinem X; x X5).

Rekneme, ze F je tiidy C*(X,Y) (tj. F € C*(X,Y)), existuje-li D¥F(u) pro kazdé
u € X aje-li D*F: u D*F(u) spojité zobrazeni z X do Li(X,Y).

Nyni jiz muZzeme zobecnovat klasické véty matematické analyzy na Banachovy
nekonecnérozmérné prostory. Pfipomeinime vétu o lokélni inverzi.

Véta 1. Predpoklddejme, Ze F € CY(X,Y). BudiZ ug € X a necht F'(uo) je linedrni
homeomorfismus X na Y.

Pak existuje okoli U bodu ug a okoli V bodu F(ug) tak, Ze F: U — V je difeomor-
fismus.

Abychom si uvédomili dosah této véty, podivame se, jak ji 1ze aplikovat na okrajovou
ulohu (3). Predpokladejme pro jednoduchost, Ze h je spojité diferencovatelna funkce,
ktera nezavisi na z a h(0) = 0, takze F'(0) = 0. Chceme zjistit, zda F je lok&lné inverti-
bilni v ug = 0. Nyni je vSak nutné zmeénit volbu prostoru funkci. Abychom si uvédomili,
jak to je, zabyvejme se specidlnim pfipadem, kdy h(s) = 0. Nase zobrazeni F' je potom
linedrni, F'(u) = Au, a z teorie regularity eliptickych rovnic (tzv. Schauderova teorie)
je zndmo, ze je vhodné zasadit Dirichletovu tlohu pro Laplaceovu rovnici do ramce
tzv. Holderovych prostorti.3)

Pfesné feceno, pro kazdé v € C%(£2) existuje jedina funkce u € C><(12) takova, 7e
plati Au = v, u‘aﬂ = 0. Je tedy mozné vzit X = C3*(R2) = {u € C>*(): u‘an =0}
aY = C%¥(). Zobrazeni F': u — Au + h(u) je tiidy C' a plati

F'(0)(v) = Av + h'(0)v.

Ovéfeni toho, ze zobrazeni F’(0) je linedrni homeomorfismus X na Y, je ekvivalentni
s dikazem, Ze linearni tiloha

Av(z) + b (0)v(x) = p(x), z € 92,
v(z) =0, z€0f

m4 jediné Teseni v € X pro kazdé p € Y. (Coz, jak zndmo, plati, pokud pro A = h'(0)
nemd uloha Av + \v =0, v’ 50 = 0 netrivialni reseni; jinak receno, pokud neni ¢islo

%) Budiz a € (0,1). Oznaéme C**(§2) podmnozinu prostoru spojitych funkci u € C(£2),
pro néz je

[u]la = sup Ju(z) — uly)| u(gy)\ < oo.
z,yER ‘.’L’ - y|
TAY
Prostor C%*(§2) opatieny normou ||u||o,o = lull o) + [ula je Gplny a nazyvé se Holderovym

prostorem. Analogicky se definuji prostory C*<(£2) pro k € N.
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A = 1/(0) vlastni hodnotou této tlohy.) V takovém piipadé véta 1 dovoluje tvrdit, ze
existuji € a ¢ kladné a takovd, ze pro kazdé g € Y, pro néz ||g||y < J, ma tloha

Au(@) + h(u(@)) = g(a), @€ 2,
@ SR P

jediné feSeni uy € X, jehoz norma v tomto prostoru je mensi nez . Kromé toho
zobrazeni g — u, je t¥idy C'. Vsimnéme si lokalniho charakteru tohoto vysledku:
Neni vyloudeno, Ze tloha (4) m4 jesté dalsi feSeni vné koule {u € X : |lu||x < €}

7 véty o lokalni inverzi 1ze odvodit nasledujici vétu o implicitni funkci.
Véta 2. Predpoklddejme, Ze F: R x X — Y je tridy C* a Ze plati F(\o,uo) =0 pro
jisté (Xo,up) € R x X. Predpoklidejme ddle, Ze parcidlni derivace D, F(\g,ug) je
spojity linedrni homeomorfismus z X na Y.

Pak existuje okoli A bodu Mg (vR) a okoli U bodu ug (v X) a zobrazeni g: A — U,
které je tridy C*, pricems plati

F(M\u)=0, (Mu) € AxU pravé tehdy, kdyz u = g(X).

Lze rovnéz dokazat, ze
g\ =~ [DuF(XgN)] "o DAF(Xg(N), A€

Navic je-li F € C*, k > 1, pak implicitni funkce g je t¥idy C*.

V zavéru tohoto odstavce uvedeme nékteré vysledky, jez maji na rozdil od vysledkt
predchozich globalni charakter. Prvni se tyka rozsifeni klasické Hadamardovy véty
o monodromii na pfipad nekonecné dimenze. V souvislosti s nim je tfeba pripomenout
slavny ¢ldnek Renata Caccioppoliho (viz [5]).4)

Véta 3. BudiZ ddno zobrazeni F € C1(X,Y). Predpoklddejme, Ze

(i) F'(u) je linedrni homeomorfismus X na Y pro kaZdé u € X,
(ii) F~Y(K) je kompaktni v X pro kazdou kompaktni mnoZinu K z Y.

Pak je F globdlni difeomorfismus X na Y.

Aplikujme znovu tento vysledek na okrajovou tlohu (4). Vezméme opét X =
= C2*(), Y =C%(2) a F(u) = Au+ h(u). Ozna&ime \; vlastni &sla (0 < \; <
< A2 £ A3...) Glohy Au+ Au =0, u‘ag = 0. Pfedpoklady (i), (ii) véty 3 jsou splnény
naptiklad tehdy, kdyz h'(s) < ¢ < A1, anebo kdyZz Ay < ¢1 S B/(s) £ ca < Agy1 plati
pro kazdé s € R. V takovém piipadé véta 3 Fika, Ze tloha (4) méa préavé jedno FeSeni
u € X pro kazdé g € Y.

4) Renato Caccioppoli patii mezi nejvyraznéjsi osobnosti evropské matematiky. Narodil se
v r. 1904, zemfel v r. 1959 v Neapoli. Proslulost ziskal svymi vysledky v teorii miry, variacnim
poctu, v teorii regularity feSeni parciadlnich diferencialnich rovnic eliptického typu a v radé
dalsich oblasti.
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Mitizeme se nyni ptét, co nastane, jestlize derivace h’ protne spektrum {\;}$°,,
to jest, kdyz podminka (i) véty 3 nebude platit. V tomto piipadé F neni obecné
globalnim difeomorfismem. Problém byl poprvé zkouman v ¢lanku [6]. Misto abychom
formulovali vysledek v abstraktnim tvaru, omezime se opét na popis situace v pripadé
okrajové tilohy (4). Pfedpokladejme, Ze funkce h je t¥idy C?(R) a Ze splituje nasledujici
podminky:

(h1) h'(s) >0 pro kazdé s €eR,
(he) lim A'(s)=a—, lim K'(s)=a4, 0<a_ <A <ay <.

+oo
D4 se dokazat, e v tomto piipadé existuje v prostoru Y = C%%(2) varieta S
kodimenze 1 takova, ze Y \ S se sklada ze dvou souvislych komponent Yy, Ya a plati:
1) Je-li g € Yp, uloha
2) Je-li g € Ys, uloha
3) Je-li g € S, tloha (4) ma jediné FeSeni.

4) nem4 FeSeni.

o~ o~

4) mé pravé dveé feSeni.

Pokud tedy h spliiuje (h1) a (hs), potom F zobrazuje X na mnozinu S U Y
a funkcionalni rovnice F'(u) = v mé dvé FeSeni, jestlize v € Ya, m4 jediné FeSeni, jestlize
v € S a nemd zadné feseni, pokud v € Yy =Y \ (SUY?2).

Clanek [6] se stal vychozim bodem mnoha praci vénovanych studiu tlohy (4)
v ptipadé, kdy h/(s) protind spektrum Laplaceova operdtoru. Rozsiteni abstraktniho
vysledku, tykajictho se geometrického popisu F(X) na piipad, kdy F ma singularity,
je vsak problém jemnéjsi a k jeho feSeni je tfeba vynalozit jeSté mnoho usili.

4. Bifurkaéni alohy

Priznac¢nou vlastnosti mnoha nelinearnich loh je pfitomnost vice feseni, jez v aplika-
cich odpovidaji zméné stavu.

Pokud napiiklad fesime problém tézké struny s jednim volnym a jednim upevnénym
koncem, kterou nechdme rotovat kolem svislé osy s konstantni ithlovou rychlosti w = 0,
povsimneme si, Ze pro malé rychlosti w struna ztstava ve svislé poloze, jez odpovida
trividlnimu feseni, které je stabilni. Kdyz ovSem w prekroci jistou kritickou hodnotu
wy > 0, struna zaujme tvar kiivky, ktery odpovida novému feseni, jez se od predeslého
lisi. Trividlni feSeni, jez koexistuje s novym, se stava nestabilnim, zatimco nové feseni
je stabilni.

Jiny priklad se tyka popisu pohybu vazké kapaliny, ktera je umisténa mezi dvéma ho-
rizontalnimi rovinami, jejichZ vzdélenost oznac¢ime [. Pfedpokladejme, Ze spodni rovina
ma4 teplotu Ty, teplota horni roviny je 71 (To > T1). Jestlize parametr A\ = (T — 11)/1
je maly, nastava pouze vedeni tepla a kapalina ztistava v klidu. Jestlize vSak A\ prekroci
jistou kritickou hodnotu A\; > 0, 1ze pozorovat konvektivni pohyb kapaliny.

Matematické modely téchto jevi vedou ke studiu funkcionalnich rovnic

F(\u) =0,
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které obsahuji redlny parametr A. Pro kazdé A € R mé rovnice trividlni feSeni —
napiiklad v = 0, tj. plati F/(\,0) = 0. Nasi snahou je ur¢it takové hodnoty A, v nichz
vzniknou nové feseni u # 0. Takové hodnoty A € R se nazyvaji body bifurkace (téz
body vétveni).?) Oznac¢ime-li symbolem S mnoZinu netrivialnich fegeni rovnice F' = 0,
tj.

S={(\u)eRx X: F(\u)=0, u#0},

definujeme body bifurkace jako takové hodnoty Ao, pro néz (Ag,0) nélezi uzévéru
mnoziny S v prostoru R x X.

V pripadé kone¢nérozmeérnych prostort, to jest pokud v = x € R™, mohou byt rov-
nice obsahujici parametr studovany pomoci véty o implicitnich funkcich. Jestlize pro
jisté A = Ao je Jacobiho matice D, F()\g,0) reguldrni, méa rovnice F'(A, z) = 0 jediné
feseni x = 0 pro kazdé A\ dostatecné blizké \g, a tudiz vétveni v tomto pripadé nena-
stava (bod Ao neni bodem bifurkace). ,Nekoneénérozmérna“ verze véty o implicitnich
funkcich (véta 2) fika, Ze stejnd situace nastane v obecném ptipads. Tedy: Je-li Ao
bodem bifurkace, pak operdtor D,F()\g,0) nend linedrni homeomorfismus X na Y.

Pokusime se nyni o vyjadfeni podminek, které jsou postacujici pro to, aby nastalo
vétveni (aby Ag byl bodem bifurkace). Pro jednoduchost uvazujme situaci, kdy X =Y
a rovnice F(\,u) = 0 méa specidlni tvar G(u) = Au. Pfedpoklddejme, ze plati

(i) GeCYX,X) a G(0)=0
(ii) G a G'(0) jsou kompaktni.

Véta 4 [Krasnoselskij]. KaZdé viastni éislo operdtoru G'(0), jeho# algebraickd ndsob-
nost je lichd, je bodem bifurkace.%)

Rabinowitz ([7]) vskutku dokazal, Ze z kazdého vlastniho ¢isla operatoru G’(0), které
maé lichou nasobnost, se odvétvuje komponenta, jez je budto omezené, anebo prochazi
jinou vlastni hodnotou G’(0). Pfipometime rovnéz, ze v ptipadé jednoduchého vlast-
niho ¢isla (to jest vlastniho ¢isla, jehoZ algebraicka nasobnost je rovna jedné) muZe byt
predchozi vysledek dokazan za daleko obecnéjsich predpokladti, aniz pfedpoklddédme
kompaktnost G a G'(0). V takovém piipadé lze mnozinu S feeni, kterd nejsou trividlni,
vyjadiit analytickym vyrazem, ktery explicitné zavisi na D2G(0). Podrobnosti nalezne
Ctendf v 5. kapitole monografie [2].

Jako aplikaci mizeme uvazovat nelinearni tlohu o vlastnich ¢islech

")+ M- =0, e (ab),
) { u(a) = u(b) = 0.

®) V jinych tlohach, jako naptiklad v tloze o vétveni periodickych feSeni (tzv. Hopfova
bifurkace), muze byt parametr A\ vicerozmérny.
%) Budiz T linearni kompaktni operator na Banachové prostoru X a budiz A jeho vlastni
¢&islo. Algebraickou nasobnosti ny nazveme dimenzi prostoru X; = |J N(A — T)P. (Symbo-
p=1
lem N(S) zna¢ime jadro operdtoru S.) Je-li vlastni ¢islo A rtizné od nuly, je jeho algebraicka
nasobnost konecna.
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Abychom mohli pouzit vétu 4, vezméme X = {u € C({a,b)): u(a) = u(b) = 0} a zkou-
mejme linearni operator K: X — X N C?%({a,b)), definovany jako
Ku)=v < —v"=u, veXnC*a,b).

7 Arzelovy-Ascoliho véty plyne ihned, Ze K jako operator z X do X je kompaktni.
Polozme nakonec G(u) = K (u — u?). Jestlize G(u) = pu, u >0, je K(u—u3) = pu
a z definice K plyne, Ze u je FeSeni (5) s A = 1/u. Pfitom G spliiuje podminky (i), (ii)
aplati, ze G'(0) = K. Je tedy p > 0 vlastni ¢islo linearizovaného operatoru G'(0) pravé
tehdy, kdyZz A = 1/u je vlastnim ¢islem linearizovaného problému

(6) v+ =0, v(a)=uv()=0.

Protoze vlastni &isla (6) tvoii posloupnost A\ = k?12/(b — a)? a vSechna tato vlastni
¢isla jsou prosté, dospivame k zavéru, ze uy = (\;) ! jsou body bifurkace funkcionalni
rovnice G(u) = pu. Vyuzijeme-li toho, Ze tloha (5) je jednorozmérné, miZeme Fici, Ze
z kazdého vlastniho ¢isla Ag, k= 1,2,.. ., se odvétvuje neomezend souvisla mnozina Sy
takova, ze Sy N S; =0 (k # j).

-1,
L

Obr. 1. Bifurka¢ni diagram tlohy (5).

Obdobné mizeme zkoumat tlohu pro parcialni diferenciilni rovnici
Au(z) + Mu—u®) =0, z€ L,
@) { u(z) =0, x€df.
Vysledkem je tvrzeni, Ze kazdé vlastni ¢islo A* > 0 linearizované tlohy
Au(z) +Au=0, =€,
®) { u(z) =0, =€,
které mé lichou algebraickou nasobnost, je bodem bifurkace tlohy (7). Specialné to
plati pro prvni vlastni ¢islo, které je prosté.

V ptipadé, Zze operator G je wvariacni (tj. G je gradientem funkciondlu), mize
byt véta 4 zobecnéna. Pfipomenime, Ze pokud je X Hilbertiv prostor se skalarnim
sou¢inem (-|-) a ® € C}(X,R), je gradient funkciondlu @ (zna¢ime ho symbolem
V&) operator jednoznaéné definovany prostfednictvim Rieszovy véty o reprezentaci

spojitého linearniho funkcionalu v Hilbertové prostoru jako prvek prostoru X, pro
ktery plati (V@(u) |v) = DP(u)[v], Vv € X.
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Véta 5 [Krasnoselskij]. Necht jsou splnény predpoklady (i) a (ii) véty 4. Necht prostor
X je Hilbertiv a nechf existuje funkciondl ® € C*(X,R) takovy, Ze G(u) = V®(u).
Potom je kaZdé viastni cislo operdtoru G'(0) bodem bifurkace.

Pfipomenime, ze velmi elegantni dikaz této véty, pfi némz bylo uzito Morseovy
teorie, podal G. Prodi ve spole¢né préaci s A. Marinem (viz [8]).

R. Bohme dokazal, ze pti zesileni predpokladti véty 5 (analyti¢nost funkcionalu G)
se z kazdého vlastniho ¢isla odvétvuje komponenta feSeni — alespon lokalné. Byly
zkonstruovany ptiklady ukazujici, Ze v neanalytickém piipadé€ toto tvrzeni obecné
neplati. V novéjsi praci [9] byla dokdzana existence bifurka¢nich vétvi pro Sirokou
tiidu varia¢nich C? operatorti.

Kratky uvod do problematiky zakonéime pripomenutim vysledku, ktery se tyka
bifurkace v nekompaktnim pt¥ipadé. Omezime se opét na popis piikladu. Informaci
o obecnych vysledcich a diikazech nalezne ¢tendf v ¢lanku [10].

Uvazujme pro p > 1 nasledujici tlohu formulovanou na celé realné ose

W (2) + Mp(@) + h(z) (@) P(z) =0, @ €ER,
) lim ¢(x) — 0.

|| — o0

Zaména proménnych wu(x) = =2/ P=Dy(z/c), X\ = —¢? transformuje dlohu (9) na
(10) u”7u+h(£)|u\p*1u:0, ‘ l‘im u(z) = 0.
£ z|—o00

Jestlize h(z) je konstantni funkce ¢ > 0, ma tloha (10) explicitni feSeni zo (napiiklad
pro4p =3 a h =1 je zo(x) = v/2/cosh ), jemuz odpovida vétev takovych feseni (9),

kterd maji tvar
2

Ve(z) = €777 - zo(ex), A= —¢?

a ktera bifurkuji z A = 0. PovSimnéme si, ze esencidlnim spektrem linearizované tlohy
WA =0, lim (x) =0,
|| — o0

ktera odpovidé uloze (9), je polopfimka (0, +00). Je tedy bodem bifurkace infimum
esencialniho spektra.
Chceme-li zkoumat pripad, kdy funkce h je nekonstantni, pfedpokladame, ze

(11) lim h(z) =c>0.

|z|—o0

Napisme (10) ve tvaru
x
u” —u+ cjulP u + (h(—) - c) |u[P~tu = 0.
€
Pro ¢ dostateéné malé jde o perturbaci rovnice
u” —u+ cjulP~tu = 0.
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Tato rovnice je invariantni vzhledem k posunuti a ma proto, kromé feseni zo(z), rovnéz
feSeni

zo(x) = zo(x — ), He€R.

Miuzeme ¥ici, ze (10) ma trividlni feSeni ¢ = 0, u = z¢, 6 € R. Bifurka¢ni problém se
tak redukuje na hledani hodnot 6, z nichz se vétvi feSeni dlohy (10) ve tvaru (e, u),
kde € > 0. K nalezeni bodu bifurkace 6 1ze pouzit varia¢ni metody perturbaci, ktera
je podrobné vylozena v praci [10]. Lze naptiklad dokdzat, Ze tloha (10) méa FeSeni
v pfipadé malych kladnych hodnot € za doplitujiciho predpokladu, ze h(z) — ¢ € L(R)
a ze [(h(x) —c)dx # 0. Pro odpovidajici feSeni A = —e?, 1 tlohy (9) plati, Ze
ll¥a]|Le — 0 pro A — 0+. Timto zptisobem se ukéze, Ze infimum esencidlniho spektra
je bodem bifurkace tlohy (9). Poznamenejme nakonec, 7e pro 1 < p < 5 konverguji
feSeni ¢\ k nule také v Sobolevové prostoru H!(R).

0

0

Obr. 2. Bifurka¢ni diagram tlohy (9).
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Meésice ve slunec¢ni soustavé (1. ast)

Pavel Prihoda, Praha

Celkova charakteristika

Ve slunecéni soustavé se setkdme s télesy ruznych typu. Centralni téleso, Slunce, je
hvézdou vcelku obvyklého typu — s mirné nadprimeérnou hmotnosti, svitivosti i pri-
mérem a stafim. Po Slunci se nejvétsi hmotnosti vyznacuji planety. Mnohem mensi
a Cetnéjsi jsou planetky cili asteroidy, nazyvané také planetoidy. Pocet objevenych
planetek s uréenou drahou rychle roste, koncem roku 2003 to bylo téméf ¢tvrt milionu,
a neni vylouceno, ze se brzy dostaneme pres milion. Nejpocetnéjsi jsou vSak kometarni
jadra. Vétsina jich ovSsem obiha daleko za drahou Pluta v takzvaném Oortové oblaku
a ke Slunci se v dohledné dobé nepfiblizi, takze jejich pocet pouze odhadujeme.
Nejéastéji uvadény odhad je 10'2, nékdy se pripousti dokonce 10'3.

Velka vétsina téles slunecni soustavy obiha prfimo kolem Slunce, tedy po heliocen-
trickych drahach. Obvykle se fika, ze obihaji v elipsach. Pfesné to ovSem neplati.
Gravitacni sily mezi planetami zpisobuji poruchy obéznych drah, coz se projevuje
zménami jejich elementti. U nékterych téles nejsou tyto zmény nijak velké, u jinych
jsou naopak népadné.

V tomto ¢lanku vénujeme pozornost télesim, pro kterd pouzivame termin satelity,
Cesky mésice a podle starsi literatury také druzice. Malé satelity pak oznacujeme jako
mésicky. Tato télesa a téliska neobihaji pfimo kolem Slunce, ale kolem nékterych pla-
net, tedy po planetocentrickych drahach. I ona patfi samoziejmé k objekttim slunec¢ni

Ing. PAVEL PRIHODA (1934), Hvézdarna a planetarium hl. m. Prahy, Kralovska obora 233,
17021 Praha 7.
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