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Pierre-Simon de Laplace
a inverzni pravdépodobnost

Michal Cihdk, Rychnov nad Knéznou

1. Uvod

Clanek je vénovan osobnosti PIERRA-SIMONA DE LAPLACE, ktery mimofadnym
zpusobem ovlivnil vyvo]j teorie pravdépodobnosti. V prvni ¢asti jsou zminény zivotni
osudy, které jsou zajimavé zejména z hlediska jeho vztaht k vyzna¢nym osobnostem
a také s ohledem na jeho nezanedbatelnou roli ve znamych historickych udélostech.
Druha ¢ast prispévku je pokusem priblizit Laplacetv pohled na pojem inverzni pravde-
podobnost a zaroven ukazkou postupti a matematického aparatu, které Laplace pouzil
pri feseni praktickych tuloh.

2. Zivotni osudy

Pierre-Simon de Laplace patfil k nejvyznamnéjsim osobnostem védy na prelomu
18. a 19. stoleti. Narodil se 28. bfezna 1749 v obci Beaumonte en Auge ve francouzské
Normandii. Jeho otec, bohaty sedldk, usoudil, ze bystry, nadany chlapec by se mél
stat knézem. Poslal ho studovat do benediktinské skoly, aby se pfipravoval na drahu
duchovniho. Mlady Pierre v této mnisské skole vyborné prospival ve vSech predmétech,
zvlasté pak v matematice, kterou se zabyval kazdou volnou chvili. V 16 letech Laplace
nastoupil ke studiu na univerzité v Caen. Na prani svého otce zvolil studium teologie.
Zapsal si vsak i nékolik prednasek z matematiky. Laplace byl nadsen. Postupné v sobé
objevoval velky matematicky talent a lasku k tomuto pfedmétu. Ucitele mladikovo
nadani udivilo natolik, Ze mu poradili, aby sva neobvykld matematicka feSeni poslal
k posouzeni prednim odbornikiim do Parize. Parizské posuzovatele Laplace sice ne-
nadchl, ale z turinské Akademie, kam své prace také poslal, prisla slova chvaly, ktera
ho povzbudila tak, Ze se obratil pfimo na uznavaného matematika a fyzika JEANA LE
RONDA D’ALEMBERTA (1717-1783). Tento osviceny védec se mladika ujal a tak brzy
potom odesel osmnactilety Laplace do Pafize. Na zakladé d’Alembertova doporuceni
se stal profesorem matematiky na vojenské akademii.

Svou védeckou dréhu zapocal v roce 1773 jako cekatel paiizské Akademie véd
a pozdéji, v roce 1785, byl zvolen jejim fadnym clenem. Zde se zabyval predevsim
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astronomii, pritom vSak neobycejné prohloubil své matematické znalosti a utvofil si
svébytné filozofické nazory, kterymi pozdéji proslul.

K jeho nejvyznamnéjsim védeckym vysledktim v tomto obdobi patii propocet drahy
malého vesmirného télesa objeveného v souhvézdi Blizenci 13. bfezna 1781 anglickym
hvézdafem sirem FREDERICKEM WILLIAMEM HERSCHELEM (1738-1822). Laplace
prokézal, Ze draha nezndmého télesa je eliptickd, ¢imz vyvratil domnénku nékterych
astronomil, ze jde o kometu. Prispél tak vyrazné k objevu nové planety, ktera byla
pozdéji nazvana Uran.

Pohnuté udalosti roku 1789 neovlivnily zpocatku piilis Laplacetiv Zivot, nebot
Akademie se branila jakymkoli vliviim zvenci a pokracovala ve své ¢innosti bez ohledu
na politické déni. Dokladem toho je i konani pravidelné konference 18. ¢ervence 1789,
¢tyti dny poté, co byla dobytim Bastily zahdjena Velka francouzska revoluce. Laplace
na této konferenci vystoupil s vysledky svého vyzkumu obézné drahy Zemé.

Brzy se vsak ukézalo, Ze ani Akademie nebude moci zlstat stranou politického
vyvoje a ze bude nutno ji pfizpusobit novym podminkam. Byl proto vytvofren vybor,
ktery mél zpracovat navrh nového statutu Akademie. Jeho ¢leny byli jmenovani Borda,
Laplace, Condorcet a Teal. Navrh byl velmi brzy hotov, byl vSak zamitnut revolucné
naladénou akademii jako méalo pokrokovy.

V kvétnu 1790 byl Laplace zvolen ¢lenem Komise pro véhy a miry (Bureau des
Longitudes). Brzy vsak byl spolu s ANTOINE LAURENTEM LAVOISIEREM (1743 aZ
1794) odvolan, pficemz jako divod bylo uvedeno jejich ,nedostateéné republikdnské
pfesvédceni a malad nenévist vici kralovstvi®.
tru revoluce — Parizi. Laplace se proto na jafe roku 1793 rozhodl pfestéhovat do
provinéniho Melunu. Zde také nabidl azyl JEANU SYLVAINU BAILLYMU, zndmému
astronomovi a ¢lenu pafizské Akademie véd. Ten se skryval, aby se vyhnul trestu za
masakr, ktery se odehral 17. ¢ervence 1791 na Martové poli. Bailly byl v té dobé
parizskym starostou a na jeho rozkaz zahéjily narodni gardy stfelbu do republikanské
demonstrace. AvSak v dobé, kdy byl Bailly na cesté k Laplaceovi, byl Melun obsazen
armadou revolucionaiti. Laplace varoval Baillyho, ten vSak do Melunu pfesto dorazil.
Zde byl brzy rozpoznan jednim z i¢astnikt masakru. Byl uvéznén a pozdéji popraven
rozhodnutim revoluéniho tribunalu.

Dne 20. dubna 1794 byl popraven dalsi Laplacetav blizky piitel BOUCHARD DE
SARON a stejny osud potkal 8. kvétna i Lavoisiera.

Francie byla neustale v nebezpeci pfed tutoky prusko-rakouskych armad. Znami
védci jako LAZAR CARNOT (1753-1823), GASPARD MONGE (1746-1818), JEAN
BAPTISTE FOURIER (1768-1830), ANTOINE FRANGOIS DE FOURCROY (1755-1809),
ALEXANDER-THEOPHILE VANDERMONDE (1735-1796) a mnoho dalsich vénovalo svou
energii na jeji obranu. Laplace vSak zatim stéle setrvaval v bezpeci venkova.

Teprve 27. ¢ervence 1794, kratce po poprave vidce jakobinit MAXIMILIENA DE RO-
BESPIERRA, se Laplace vratil zpét do Pafize. Diivodem byla nabidka mista profesora na
nové ziizené Ecole Normale, uréené ke vzdélavani ucitelt. Byl mu svéfen obtizny kol
prednaset o novych vysledcich obecné teorie pravdépodobnosti. Obtizny proto, ze bylo
nutno pfizptsobit vyklad drovni posluchacii, ktefi neovladali infinitezimalni pocet.
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Laplace se vsak tikolu zhostil nadmiru dobfe. V roce 1795 proslovil sérii prednések,
pozdéji vydanou pod nazvem FEssai Philosophique sur les Probabilités jako tivod ke
druhému vydani jeho knihy Théorie Analytique des Probabilités roku 1814. (Poprvé
byla tato kniha vyddna v roce 1812.) Jak napovidd nazev, pfednasky mély spiSe
filozoficky neZ matematicky charakter a byly tedy pristupné siroké verejnosti. Laplace
v nich predstavil prostiedky, které dava teorie pravdépodobnosti pro feseni problémi
v ptirodnich i spolecenskych védach (napf. v astronomii, geodézii, demografii aj.).
Prednasky si ziskaly velkou popularitu po celé Francii, jesté pfed kniznim vydanim
byly zapisovany stenografy a dale sifeny.

V roce 1795 byl misto zrusené Akademie zfizen Néarodni institut. Laplace byl
jmenovan prezidentem matematické sekce. Clenem institutu byl také NAPOLEON
BONAPARTE (1769-1821). Laplace byl k nému zpo¢atku nedivéfivy, svij postoj viak
postupné zménil. Vidél v Napoleonovi osobnost schopnou stabilizovat politickou si-
tuaci ve Francii, vratit ji byvalou prestiz a pozici evropské mocnosti.

V roce 1802, kdy Laplace vydava tieti svazek své knihy Méchanique Céleste, vénuje
ho ,,Bonapartovi, dobyvateli Evropy, kteréemu Francie vdéci za svoji prosperitu, velikost
a nejslavnejsi epochu svych déjin“. Poté, co se Napoleon v kvétnu roku 1804 nechal
prohlésit cisafem, zasila mu Laplace osobni gratulaci. Pfitom je nutno poznamenat,
7e mnoho védci té doby (Monge, Arago a dalsi) nesouhlasilo s pfeménou Francie
na cisafstvi. Nicméné Laplace podporoval Napoleona po celou dobu trvani cisafstvi
a za svoji prizen byl odménén povysenim do Slechtického stavu. Byl vSak prvni, ktery
Napoleona opustil v dobé jeho prvni porazky a nepodporil ho ani pfi jeho navratu
v dobé stodenniho cisafstvi, protoze jak spravné predpokléddal, obnoveni pivodni
monarchie uz nebylo mozné.

V dobé restaurované vlady Bourbonii se Laplaceovo politické smysleni vyhrotilo
az na ultramonarchistické. Pfisahal vérnost Ludviku XVIII. a pfidal se k radikalni
politické vétvi , Ultras“, vytvorené prevazné z fad emigrantské aristokracie pobouiené
ztrdtou rodovych postaveni a majetkl. Jeho radikalni nazory zptsobily, Zze na konci
svého zivota ztratil mnoho pratel a ztstal izolovan od pokrokové védecké obce. Kdyz
naptiklad Karel X. vyhlasil cenzuru, Narodni institut se rozhodl protestovat. Laplace
reagoval tim, Ze opustil schiizi, na které se protest projednéaval a navic vydal zvlastni
prohlaseni, v némz se od protestu distancoval.

Laplaceova zivotni pouf skondila 5. bfezna 1827 v Parizi.

3. Inverzni pravdépodobnost a jeji aplikace

Kdyz v roce 1812 poprvé vyslo Laplaceovo dilo Analytickd teorie pravdépodobnosti
(Théorie Analytique des Probabilites')), bylo védeckou vefejnosti ocekavano s velkym
napétim. Svymi pfedndskami ziskal mnoho zdjemct o studium teorie pravdépodob-
nosti a ti byli zvédavi, jak se podafi Laplaceovi formulovat filozofické tvahy do

1) Poznamenejme, ze v knihovné MFF UK v Praze je téméf kompletni Laplaceovo dilo
k dispozici v origindlnich vydanich z let 1845-1847.
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exaktniho jazyka matematiky. Nutno fici, ze Laplace o¢ekavani beze zbytku naplnil.
Teorii buduje dtsledné uzitim diferencidlniho a integralniho poctu, definuje mnozstvi
novych pojmu (jako napf. vytvofugjici funkce) a celé metodicky velmi dobfe propraco-
vané dilo ilustruje fadou praktickych aplikaci. Vyvrcholenim dila je potom dtikaz tzv.
Mowvreovy-Laplaceovy véty, vyjadiujici limitni vlastnosti binomického rozdéleni.

My se zde v8ak zminime o jiném vyznamném Laplaceové vysledku, uvedeném také
v této knize. Je jim tzv. definice inverzni pravdépodobnosti. Problém sméfujici k této
definici zkoumali uz, jak uvadi [8], JAKOB BERNOULLI (1654-1705) a THOMAS BAYES
(1702-1761). V dnesni formulaci by znél asi takto:

Necht jev M md pravdépodobnost p, kterou nezndme. Provedme sérii n nezdvis-
lych pokusi a necht jev M v nich nastane k-krdt. Jakd je pravdépodobnost jevu, Ze
a<p<b, kde a, b jsou dand ¢isla?

V ¢lanku [8] je uveden zpisob, jakym fesil uvedeny problém v ne zcela obecné
podobé Thomas Bayes. Je zajimavé, ze Bayes pfi feSeni viibec nevyuzivd moznosti
integralniho poctu, v té dobé jinymi matematiky jiz bézné uzivaného.

Jak se uvadi v [11], Laplace publikoval svou prvni préici zabyvajici se problematikou
inverzni pravdépodobnosti roku 1774. V té dobé jesté neznal Bayesovy vysledky.
Dozvédél se o nich teprve roku 1781. Laplace vSak od pocatku pristoupil k problému
obecnéji. Ve svych ivahach vysel ze vztahu, ktery je v soucasnych ucebnicich uveden
pod nézvem Bayestv vzorec. Protoze jde o vzorec, ktery je dostateéné znam, uvedeme
ho jen struc¢né a bez dikazu.

3.1. Bayesuv vzorec

Necht Hi, Hs,...,H,, jsou navzijem se vylucujici jevy v pravdépodobnostnim
prostoru {2 a tvori rozklad tohoto prostoru. Pfitom pravdépodobnosti téchto jevi
necht jsou predem zndmé a plati P(H;) >0 pro i =1,...,m. Pfedstavme si nyni,
7ze dostaneme dodatednou informaci, Ze nastal jev A. Zajima nés, jak se zméni
pravdépodobnosti nastoupeni jeva Hi, Hs, ..., Hy,, za podminky, Ze nastal jev A. Za
pfedpokladu P(A) > 0 neni tézké ukazat, ze

P(H;) P(A| H;)

> P(H;) P(A| Hy)

j=1

P(H; | A) =

(1)

Je zajimavé, jak je zminéno v [10], Ze Bayes nedospél ke vzorci v tomto tvaru, pouze
se zabyval velmi blizkymi tivahami. Skuteénym autorem vzorce ve tvaru (1) byl teprve
Laplace.

Bayestv vzorec je dnes zakladem, na kterém je vybudovana tzv. teorie bayesov-
skych metod. Ta mé cetné praktické aplikace a je vSeobecné povazovana za uzite¢ny
statisticky néstroj. Ma vsSak také své odptrce, ktefi poukazuji zejména na jeji ,,Cas-
te¢nou” subjektivitu. Problém je v tom, Ze ve vzorci (1) ¢asto nezndme pravdépodob-
nosti P(H;) a musime je (subjektivné) odhadnout.
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Jinou moznosti je vyjit z principu neuréitosti a povazovat pravdépodobnosti P(H;)
za stejné. Jak je ukdzano v [1], nedopustime se tim vyznamné chyby v piipadé
dostateéné velkého vybéru. Navic se vzorec (1) jesté dale zjednodusi, nebot prav-
dépodobnosti P(H;) je mozné zkratit a dostaneme

P(A| Hi)

P(H; | A) = — .
S P(A| M)

(2)

Myslenka povazovat vychozi pravdépodobnosti P(H;) za stejné se objevila uz u Bay-
ese. Teprve Laplace vSak upozornuje na to, ze je nutno s timto predpokladem nakladat
opatrné zejména v pripadé malého poctu pokusi v sérii.

Nyni budeme ilustrovat Bayesovu vétu na jednom konkrétnim ptikladé, ktery ndm
zaroven ukaze cestu k feSeni ivodniho problému.

Necht je ddno m osudi®), z nichz kaZdé obsahuje bilé a cerné koule. Osudi jsou
¢islovdna ¢isly 1,2,...,m. Pravdépodobnosti volby jednotlivijch osudi jsou stejne,
pravdépodobnost vytaZent bilé koule z i-tého osudi necht je p;. Zvolime ndhodné jednu
urnu a vytdhneme z ni n-krdt po sobé jednu kouli (po kaZdém tahu vidy vybranou
kouli vratime zpét, jde tedy o tzv. vybér s vracenim). PFi tomto pokusu zjistime, Ze
mezi n takto vytaZenymi koulemi je k kouli bilych a n — k kouli éernych. Ptdme se:

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze jsme pri pokusu zvolili osudi s éislem i?
b) Jakd je pravdépodobnost, Ze jsme zvolili osudi, pro néZ pravdépodobnost vytaZeni
bilé koule lezi v intervalu [a,b], kde a, b jsou dand redlnd éisla?
Reseni:

a) Oznaéime H; jev, ktery odpovidé zvoleni i-tého osudi, dale oznacime A jev, ktery
odpovida vytazeni pravé k kouli bilych mezi vSemi n vytazenymi koulemi. Potom
muzeme psat
n

P(A| Hy) = (k

)pﬂlp»”k. ®)

Odtud podle vzorce (2) dostaneme

()= po+
> (Jra-nrr

Jj=1

P(H; | A) =

b) Nahodny jev, na jehoz pravdépodobnost se zde ptame, je sjednocenim nékolika
nahodnych disjunktnich jevi, z nichz kazdy odpovida volbé takové urny, Ze pravdé-

2) Ulohy o vybirani kouli z osudi se v Laplaceové knize [7] objevuji velmi ¢asto. Laplace
je pravdépodobné povazoval za velmi vhodné pro demonstraci svych teoretickych vysledki.
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podobnost vytazeni bilé koule z této urny je v intervalu [a, b]. Mizeme tedy psét

n n—
| > (k)pf(l—Pj) F
Pla<p<b|A)= Ll , (5)

i (Z) pE(—py)" "

j=1

kde p miize nabyvat hodnot p1,p2, ..., Pm-

Pravdépodobnosti (4) a (5) jsou tzv. aposteriorni pravdépodobnosti pocitané na
zakladé ziskané informace, Ze pfi pokusu bylo mezi n vytaZenymi koulemi praveé
k kouli bilych. Naproti tomu apriorni pravdépodobnosti zvoleni uren povazujeme pired
obdrzenim informace podle principu neuréitosti za stejné a tady rovné 1/m.

Specidlnim pfipadem této tlohy je pfipad, kdy v kazdém osudi je celkem m kouli,
pfiéemz v i-té urné je pravé ¢ kouli bilych, tj. p; = i/k. Piikladem muZe byt situace
znazornéna na obrazku 1.

p1=0 p2 = 0,2 p3 =04 ps = 0,6 ps = 0,8

Obr. 1. Specidlni pripad péti uren. Zde muze parametr p nabyvat péti rtiznych hodnot.

Pak podle (5) je pravdépodobnost, Ze jsme zvolili osudi, pro néz pravdépodobnost
vytazZeni bilé koule p; lezi v intervalu [a, b], ddna vyrazem

x () (%) (o2 ) .

{5:4/kel

SOOGS0

Jj=1

Pla<p<b|A) =

Pfedstavme si nyni, ze ¢&islo m ¢ili podet osudi bude velmi vysoky. Potom vyraz (6)

/ab (Z)pk(l —p)"Fdp

Pla<p<b)= 7 (7)

/01 (Z)pk(l —p)"Fdp

kde p je parametr z intervalu [0, 1]. Vyraz (7) pfitom mtzeme po zkraceni ¢lenem (Z)

limitné prejde ve vyraz

zapsat v jednodussim tvaru

b
/ pF(1—p)"Fdp
Pla<p<b) == : (8)

1
/ p"(1—p)"Fdp
0
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Vztah (8) je vlastné vyjadfenim rozdilu funkénich hodnot F'(b) — F(a) aposteriorni
distribu¢ni funkce rozdéleni parametru p za podminky, Ze nastalo k tspécht v po-
sloupnosti n nezavislych pokusi a za predpokladu, Ze apriorni hustota parametru p
se ¥idi rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0,1]. Vzorec v této podobé je nazyvan
vzorcem pro inverzni pravdépodobnost. Velmi podobny tvar uvadi i Bayes. Podle [11]
je vsak jeho vyjadfeni pro souc¢asného ¢tenare hufe Citelné, nebot, jak uz bylo feceno,
nepouzival integralni symboliku. Teprve Laplace pfi praci s podobnymi vyrazy plné
vyuzil moznosti, které skytal diferencialni a integralni pocet.

Poznamenejme jesté, zZe integral ve jmenovateli vyrazu (7) je tzv. beta funkce, jez
hraje vyznamnou roli v matematické analyze a nejen tam.

3.2. Problém narozeni chlapce

Ukazme si nyni jednu z tloh, které Laplace fesil pomoci inverzni pravdépodobnosti.
V [7] na str. 414 nalezneme problém, ktery ve volném piekladu zni asi takto:

Uvazujme narozent déti pozorovand v PariZi, Londyné a Krdlovstvi Neapolském.

o V obdobi ctyriceti let od roku 1745, kdy se v PariZi zacaly zaznamendvat pocty
narozenych déti, do roku 1784 zde bylo pokiténo 393 386 chlapci a 377555 divek,
coZ ddavd pomer priblizné 25 : 24. Pritom jsou zde zapocitany i déti nalezené.

e Podobné v Londyné bylo v obdobi devadesdti péti let od roku 1664 do roku 1758
zaznamendno 737629 chlapct a 698 958 divek, takZe priblizny pomer je 19 : 18.

e Konecné v Kralovstvi Neapolském (Sicilie neni zapoéitina) bylo v obdobi deviti let
od roku 1774 do roku 1782 registrovano 782 352 chlapcu a 746 821 divek. Pomer je
tedy asi 22 : 21.

Je to prave Pariz, kde se pomér narozenych chlapci k divkdm nejvice blizi jedné. Proto
pravdépodobnost, Ze moznost narozeni chlapce prekroci %, by zde mela byt mensi nez
v Londyné a Krdlovstvi Neapolském. Urceme tuto pravdépodobnost.

Motivace tlohy je jasna. Poté, co se zacaly vést zaznamy o novorozencich, zjistili
demografové, ze chlapci se rodi o néco castéji nez divky. Chtéli tedy vyslovit obecny
pfirodni zdkon, Ze narozeni chlapce je pravdépodobnéjsi nez narozeni divky. AvsSak
objevili se i odptrci, ktefi tvrdili, Ze i opak muZe byt pravdou, nebot vétsi pocty
chlapci mohou byt jen ,dilem ndhody*. Demografové se proto obratili na matematiky
s zadosti, at jim pravdépodobnost, Ze takova ,nédhoda“ nastane, vypodcitaji. Ukazme
si tedy, jak Laplace pfi feseni postupoval.

Pouzijeme ptivodni znaceni, i kdyz je z dnesniho hlediska trochu nezvyklé. Pocet
chlapcti z urc¢itého poctu narozenych déti je mozno povazovat za ndhodnou veli¢inu
s binomickym rozdélenim (stejné jako pocet tispéchit v posloupnosti nezévislych po-
kusti). Oznacime-li p pocet narozenych chlapcii v souboru p + ¢ novorozenct, g pocet
narozenych divek v souboru p + ¢ novorozenci a xr neznamy parametr znamenajici
skute¢nou pravdépodobnost narozeni chlapce, pak miizeme podle (3) psat

P(narodilo se p chlapcit) = (p + q) xzP(1 —z)?. (9)
p
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Nyni chceme urcit pravdépodobnost, ze hodnota neznamého parametru z je vétsi
nez % To je pfesné tloha na pouziti vzorce (7). Pfitom je vyhodnéjsi pocitat dopli-
kovou pravdépodobnost, tj. pravdépodobnost jevu, Ze hodnota parametru x je mensi
nez % Dostavame

/2 2P (1 —2)?dx
0
T .
/ 2P(1 —x)?dx
0

Z dnesniho hlediska mame vlastné tlohu vyfeSenou, nebot zbyva dosadit do vzorce

PO=p

A

(10)

b=

za p a q a pomoci tabulek beta funkce nebo spiSe pomoci pocitace a vhodného
matematického systému (napf. Mathematica nebo Maple) ur¢it hodnoty integrali.
Tuto moznost vSak Laplace nemél, a proto navrhl rtizné aproximace pro vypocet téchto
integrald. Je pritom obdivuhodné, jak elegantné se s problémem vyrovnava. Uziva
spoustu trikd a dostava pomérné jednoduché, ptfitom vsak velmi pfesné vysledky. Zde
jsou uvedeny aproximace integréla z (10)

/0 (1 - o)ide = 2”*‘7“%(19*(1) {1_ (ijqq)2 +} ()

prrE gt Von [1 (p+q)* —13pg ]
(p+q)ptats 12pq(p + q) '

Ukézka postupu, jakym Laplace dospél k témto aproximacim, je pro zajemce uvedena
v dodatku. Nyni mtizeme vyrazy (11), (12) dosadit do vztahu (10). Laplace vSak
nejprve provedl zjednoduseni. Oznagil

(p+q)* — 13pq

[N

(12)

1
/ 2P(1—z)lde =
0

Q= 13
12pq(p + q) (%)
a vztah (12) pfepisuje do tvaru
1 pt3 . g0ts . /9
/xp(l—x)qu:p S VI Q] (14)
0 (p+q)prate
Nyni rozsifil pravou stranu vztahu (14) vyrazem 1 — Q, vyraz [1 — Q2 — - - -] polozil
priblizné roven 1 a dostal
1 pt3 . g0ts . /2 1
/xp(lfx)qu%p a 3]1 . (15)
0 (p + q)p+q+§ 1-— Q
Konecné dosadil (15) do (10), takZze obdrzel
%
/ 2P(1—2)?dx
PO<p< ) =2y -
/ 2P(1 —x)?dx
0
_ (p+gqrrots _pta  (pt+e®-13pg (16)
Va(p — q)2rtets  prts . gits (P—a?  12pg(p+0)
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Ani s timto vysledkem vSak Laplace stdle nebyl spokojen, nebot vyraz obsahuje
exponenty s Cisly p a q, ktera jsou v nasi tloze zna¢né vysoka a umocnéni by tedy bylo
problematické. Proto pokracuje dale apravami ¢lent, které tyto exponenty obsahuji.
Vyuziva pritom nasledujiciho obratu: Oznacil

1 p+aq . .

Rzmlﬁﬁlgﬁ——]:-pm<1+3:ﬁ)—qm(1—3—ﬂ>, (17)
b q bprgq p

kde pouzil vztahy

— 2 — 2
p—q P 1Pq q (18)

R S i 2
p+q ptg ptq ptg

Nyni rozvinul logaritmy podle Taylorovy véty, takze dostal

. . 1 o\ 1 oV 1 L \4
m(Hp q>% p q_(u)%(u)_(u)%‘ C(19)
p+q pt+q 2\p+tgq 3\ptygq 4 \p+gq
P—q p—q 1(p—q¥ 1(p—q\ 1(p—q\
O (e Y () B e R
p+q pt+q 2\p+tyq 3\ptgq 4 \p+q
Ze (17), (19) a (20) obdrzel
pln(lJru)qln(lu)%
p+q p+q
P—q 1(p—qY\
| — q—p-+—(——> q+p)+
(p+q)( ) 2\p+gq ( )
1(p—q\ 1<qu
+- (== —p)+ - — +p) =
3<p+q>(q ) 1\7g (g+p)
2 4 6
1/p—gq 1/p—q 1/p—q
=(p+g |z (—)+-[— ) +=[—— ) + +
ptq) 2<p+q> 4(p+q 6 \p+q

p—q 1(p—q\ 1(p—qY\
ool G G ]
( >p+q 3\ptq 5\ptq

Rozsifime-li posledni zavorku vyrazem p + ¢, dostaneme

1/p—qV 1 AN —qY

(P4 4+ — p—4q 4+ — p—a 4+ (21)
2\p+q 3-4\p+q 5-6 \p+gq

Do vyrazu (21) jiz Laplace dosadil p = 393386 a ¢ = 377 555, coZ jsou pocty novoro-
zencu zjisténé v Parizi. K urceni argumentu pfirozeného logaritmu pouzival tabulky

R~ —(p+q)
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dekadickych logaritmfi. Po dosazeni do (16) obdrzel hodnotu 5,59092940 - 10~73, coz
je priblizné hodnota dopliikové pravdépodobnosti k hledané.

Pro srovnéni: tatdZ pravdépodobnost vypocitand pfimo ze vztahu (10) pomoci
pocitadového programu MATHEMATICA je rovna 5,59280142- 10~ 3. Obdrzime ji
po zadani jediného piikazu

BetaRegularized[0.5, 393387, 377556].

Nyni Laplace konstatuje, ze doplitkova pravdépodobnost je tak nepatrné mald, ze ji
muzeme povazovat skoro za nulovou. Z toho vyvozuje, ze mame prakticky stoprocentni
jistotu, Ze narozeni chlapce je v Parizi pravdépodobnéjsi nez narozeni divky. Podobné
vysledky, jak tika Laplace, obdrzime i pro jind velka evropska mésta.

Naproti tomu v malém francouzském méstecku Vitteaux bylo zaznamenéano ze
415 narozenych déti 203 chlapci a 212 divek. I pfesto, ze pocet narozenych chlapci
je zde nizsi nez pocet narozenych divek, pocita Laplace pravdépodobnost jevu, ze
pravdépodobnost narozeni chlapce ve Vitteaux je vyssi nez pravdépodobnost narozeni
divky. Tentokrat obdrzel hodnotu 0,33, kterou interpretuje tak, ze vzhledem k malému
poctu pozorovani je dost dobie mozné, ze skutec¢né pravdépodobnost narozeni chlapce
je ve Vitteaux vyssi nez pravdépodobnost narozeni divky, a to i pfesto, Ze zdznamy
ukazuji pravy opak.

Zde Laplace nazorné demonstruje zakonitost, dnesnim statistikim velmi dobfte
znamou, Ze totiz neni mozné Cinit spolehlivé zavéry na zadkladé malého poctu po-
zorovani.

Velmi zajimavé je také poznamka uvedend ve formulaci tlohy ze zacatku tohoto
oddilu. Laplace zde zminuje, ze v pafizskych zaznamech jsou zapocitany i déti
nalezené. Tato zdanlivda malickost se ukazala byt velmi dilezitd. Pii zkouméni
poméru narozenych chlapcti a divek v jednotlivych evropskych méstech Laplace
zjistil, Ze pravé v Pafizi se uvedeny pomér nejvice blizi jedné, a to znacné vy-
raznéji nez v ostatnich méstech. Nejprve si nedokazal tento jev vysvétlit, poz-
déji vsak objevil v zaznamech sirotéincti zajimavou skutecnost. Mezi nalezenymi
détmi velmi vyrazné prevazovaly divky. Venkovské rodiny, které zily casto ve velké
bidé a nedokédzaly uzivit vSechny déti, se zbavovaly hlavné divek, nebot chlapci
mohli 1épe zastat tézkou préaci na poli. A protozZe sirotk bylo v té dobé v Parizi
velmi mnoho, byl jimi celkovy pomér znac¢né zkreslen. Uvedenad poznamka sou-
visi opét s problematikou tzv. reprezentativnosti vybéru, statistiky dnes intenzivné
zkoumanou.

Ackoliv za obdobi vzniku statistiky jako védy je povaZovéna az druhd polovina
19. stoleti, mtizeme v Laplaceové dile nalézt fadu velmi zajimavych dvah, tykaji-
cich se pravé statistiky. Laplace se vSak nikdy nepokousel vnést mezi tyto tivahy
néjaky systém, zajimaly ho jen v souvislosti s pravdépodobnostnimi problémy, které
tesil.
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4. Dodatek

Ukazme si priblizné postup, jakym Laplace aproximoval hodnoty integralt tvaru

0
/ 2P(1 —x)?dx (22)
0

pro 6 € (0, 1] a velmi velkd pfirozena ¢isla p a q. PouZijeme pfitom v podstaté stejné
oznaceni jako Laplace, pouze s drobnymi Gpravami pro zvyseni ¢itelnosti.
Laplace nejprve pro pevné zvolené p, g oznacil y(x) = 2P (1 — x)? a provedl substituci

t(z) =t=In=—=. (23)
Inverzni funkci k funkei ¢(x) oznacil z(t) a vyjadfil ji Taylorovym polynomem se
zbytkem

-— — . _ 24
dt 1! dez 2! + der n! + R’ﬂ(t> ) ( )

kde
- dn+1f£(£) tn+1

R, (t) =
n(t) dtntl (n+1)!
je zbytek v Lagrangeové tvaru a £ je vnitini bod intervalu J s krajnimi body 0 a ¢.

Daéle pokracoval derivovanim funkce x(t) podle ¢ az do fddu n. Pfitom zavedl dalsi
substituci

(25)

_ye) W)
o) = 00 _ (32 ) B 0N O | T N
dt dz y(0) [y(x)]) dy(x)
dx
a jejim vyuzitim vyjadfil
d2z(t) _ do(z(t)) _ dv(z) da(t) _ dv() o(z)
dt? dt dz dt dz ’
d®x(t)  d*o(x)
w4 Y@ (27)
dz(t)  d3u(x)
i~ U@

Existence derivaci (26) a (27) je zarucena pii splnéni pfedpokladii véty, kterd se
dnes uvadi pod nazvem wvéta o derivaci inverzni funkce a kterou muZeme nalézt
napft. v [4, str. 216]. Laplace se na tomto misté otdzkou existence derivaci nezabyval.
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Divodem je patrné jeho strohy zpiisob vykladu. Predpokladal jiz znacné erudovaného
¢tenare, ktery si sim platnost jeho tvrzeni promysli a zdivodni.

Derivace (26) a (27) potom dosadil do vyrazu (24). Dale z (23) usoudil, ze 2(0) = 6.
Vyraz (24) nyni zapsal ve tvaru

- t dv(9) ¢ d2v(0) 3
x(t)—9+v(0)ﬂ+v(9) TR v(0) a0z 3t (28)
Derivovanim (28) obdrzel
do(t) 1 dv(0) ¢ d2v(0) t2
B dv(0) t = d%v(f) 2
_v(e)(1+ Wt gt (29)

Nyni jiz pfistoupil k vyjadieni integralu. S vyuzitim véty o substituci®) pii pouziti
vztahu (23) dostal

! 3 o dv(0) t  d%v() £ B
| v az =000 [ e (1+ AGRI 5+-~-)dt—

— y(0)v(0) (1 v dz(:) % 44 dve(f)% 4 > . (30)

Zde Laplace vyuzil znalost tzv. I'-funkce. Ta je definovéna (napf. v [6]) pro s € (0, c0)
integralem

I(s) = /0 Tetelar (31)

Ptipometime, Ze pron € N je
T'(n)=(n-1)!. (32)

Vyjadfeme nyni jesté

v B dv(9) t  d%v(0) t?
[ wtaras =yt (14 2 54 SOT ) -

— () (9) (1+d7;§;9)%+dd1§f”2—!+-~>.

Nyni jiz dosadime y(z) = 2P(1 —2)?, 0 =0a d = % Nejprve vsak jesté vyjadiime

y(¥) = (3)"(3)" =27, (34)

(33)

o(d) = —) __-1 (35)

= (36)

3) Vétu o substituci formuloval Laplace v prvnim dilu své knihy. Ovéreni predpokladi véty
ponechéva ¢tenari.
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dosadime do (24) a kone¢né dostavame

1
2 1 pP+q
PAl—2)de = ——— |1 £ |, 37
/0 ( ) 2rtatl . (p —q) (r—q)? (37)

Podé&kovani. Dékuji doc. RNDr. JAROMIRU ANTOCHOVI, CSc., z KPMS MFF UK
za, pomoc s prekladem c¢asti Laplaceova dila z francouzstiny a dale za cenné rady,
naméty a pripominky, které mi po celou dobu pfipravy ¢lanku ochotné poskytoval.
Dale dékuji doc. RNDr. JikiMu VESELEMU, CSc., a Ing. JOSEFU MAcHKOVI, CSc.,
za peclivé procteni rukopisu a mnozstvi faktickych i stylistickych pfipominek.
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