Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Alexander Zenisek
Tticet let matematické teorie metody kone¢nych prvka (medailon prof. M. Zlamala)
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 44 (1999), No. 1, 37--41

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/140979

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikti a fyzika, 1999

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/140979
http://project.dml.cz

TTicet let matematické teorie
metody konecnych prvki

(medailon prof. M. Zlamala*))

Alexander Zenisek, Brno

Pred ¢tyimi dny a devétadvaceti lety, tj. 17. dubna 1969 odstoupil z funkce prvniho
tajemnika KSC Alexander Dubéek a tim i formalné skondil posledni zachvév prazského
jara 1968. Vétsina z vas asi toto datum zapomnéla; ja si je pamatuji jenom proto, zZe
matematicka teorie metody koneénych prvkid méla v ten den pravé jeden rok.

Je ovSem nutné definovat, ¢im rozumime prvni den matematické teorie. Ztotoznuji
se s nazorem, Ze je to datum zasldni ¢lanku, ktery vysel prvni v rdmci této teorie
v matematickém casopise. Prvni ¢lanek o metodé koneénych prvkt vysel v roce 1968
v Numerische Mathematik, mél nazev On the finite element method, autorem byl Milos
Zlamal a pod jeho jménem stalo: Received April 17, 1968.

Pojem metoda konecnych prvkd potiebuje alespoit minimélni vyklad: Je to pri-
blizné metoda pro Feseni variac¢nich problémi. Varia¢nim problémem pfitom rozumime
problém, ve kterém se minimalizuje (resp. maximalizuje) né&jaky funkcional na t¥idé
pripustnych funkci, které se ¢asto nazyvaji stavy. Nejjednodussim a nejpristupnéjsim
prikladem je princip minima potencidlni energie, podle kterého se ze vSech pfipustnych
stavi realizuje ten, ve kterém je potencidlni energie dané soustavy miniméalni. (Jesté
konkrétnéji: predstavte si kulicku, kterou vlozime do misky kulovitého tvaru, a to
nikoliv na dno. Kuli¢ka v misce chvili kmitd, az se ustali na dné€ misky. Kazda z poloh
kulicky v misce je pfipustni, na dné ma vsak kuli¢ka potencidlni energii minimélni.)

Formulovat néjaky variac¢ni problém matematicky potiebuje velké tusili; velké stésti
je, ze existuji t¥idy variacnich problémi; v kazdé tfidé se problémy lisi pouze geome-
trickym tvarem oblasti, ve které jsou definovany, a vedlejsimi podminkami (vét$inou
okrajovymi a po¢ateénimi) a materidlovymi konstantami. Mame-li dva varia¢ni pro-
blémy téze t¥idy dané na riznjych oblastech a s riznymi vedlejSimi podminkami, jde
o dva matematicky rtizné problémy, z nichz kazdy se musi fesit samostatné. Donedavna
(tj. do konce Sedesatych let) jediny zptisob, jak tyto problémy Fesit, byl sestavit tzv.
Eulerovu rovnici pfislusného problému. Dostali jsme tak okrajovy (¢i po¢ateéni—okra-
jovy) problém (parcilni) diferencidlni rovnice. Z matematického hlediska sestaveni
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takového problému znamené vyfeSeni ptivodniho varia¢niho problému, protoze byl
formulovan snazs$i matematicky problém. Z praktického hlediska ovsem bylo nutné
pokusit se o feseni tohoto snazsiho problému. Drtivou vétsinu téchto problémi nelze
fesit analyticky a z pfibliznych metod byla k dispozici pouze tzv. metoda siti. Ta
se vSak neumi dobfe vypofddat s nepravidelnym tvarem oblasti a s okrajovymi
podminkami silového typu. Situace byla pro matematiky v poloviné Sedesatych let
dosti tristni: o metodé siti mohli piln€ teoretizovat, dobré vysledky vSak nedavala.
Nedobie na tom byla také varia¢ni metoda Ritzova vzhledem ke své nestabilité. A tu
priSel Zldmal se svym ¢ldnkem a téméf pies noc (pfesnéji béhem necelého roku) se
stal svétovou jednic¢kou v Numerical Analysis. Vysvétlim proc.

Vitézslav Nezval napsal ve ¢tvrtém zpévu Edisona:

Je to umysl a trochu ndhoda
stdat se presidentem svého ndroda.

Stejné je to tmysl (pokud tim nazyvame ctizddostivou pili) a trochu ndhoda stét se
svétovou jednickou ve svém oboru. Milo§ Zlamal diky jednomu svému kladnému po-
vahovému rysu této nahodé dosti pomohl. Tim jeho pozitivem byla ochota naslouchat
kazdému inZenyrovi a snazit se mu pomoci, pokud zadal o pomoc. A protoze jako fedi-
tel vypocetniho centra VUT v Brné€ se Casto setkaval s inzenyry, ktefi tam pocitali na
tehdy modernim pocita¢i DATASAAB D21, zajimal se také o jejich praci. V roce 1967
tam Casto pocitali inzenyti Kratochvil a Leitner. Protoze Zlamal skoro o né zakopéaval,
jednoho dne mu to nedalo a zeptal se, co porad pilné pocitaji. A k svému velkému
prekvapeni se dozvédél jemu nezndmy vyraz: metoda konecngch prvku. Pocitali touto
metodou staticky vypocet jedné piehrady. Ing. Jifi Kratochvil, nyni uz dlouha 1éta
profesor a DrSc., byl totiz duSe zvidava a vypéstoval si uz pred mnoha lety zvyk
sledovat vSechnu dostupnou ¢asopiseckou inzenyrskou literaturu, ktera jen trochu sou-
visela s jeho oborem. A tak ackoliv byl voda¥, alespon okrajové, ale pravidelné sledoval
americké letecké zurndly (na VAAZ byly k dispozici), a tak jednou na poc¢atku roku
1965 ho v c¢asopisu ATAA zaujaly konstrukce trupu letadel sestavené z trojuhelnicka
a maluvky rtznych trojuhelnikovych prvka. Docetl se tam o finite element method,
coz si pro sebe prelozil jako metoda konecéngch proki. (Ptirozenéjsi pieklad metoda
koneéného prvku, ktery byl pozdé&ji propagovan, se neujal.) Zacal studovat ¢lanky
podrobnéji a po dikladnéjsim zvazeni se rozhodl pokusit se o samostatnou praktickou
aplikaci: dal si za kol vytvofit v praxi aplikovatelny program pro statické vypocty
pirehrad. Ukol nelehky: nejenze se musel dou¢it mnohé z programovani, ale musel
a vektoru pravé strany z elementarnich matic a vektori. To v ¢lancich totiz nebylo.
Jak tesit velkou soustavu linedrnich rovnic co nejrychleji, dal za kol svému partnerovi
ing. Leitnerovi, ktery byl mym bridZovym partnerem. Ten mé také seznamil v bfeznu
1967 s ing. Kratochvilem, protoze pry potfebuji matematika. V fijnu 1967 mi ing.
Kratochvil dal fotografickou kopii ¢lanku Pin Tonga a Piana z casopisu Solids and
Structures o konvergenci metody kone¢nych prvka. Tim, Ze jsem ten ¢lanek , prelozil®
do matematiky, néco pridal a ptrizptsobil pasize ze slavné Michlinovy knihy Problema
minimuma kvadraticnogo funkcionala, jsem napsal obhajovatelnou kandidatskou praci,
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kterou jsem v hrubém rukopise dokoncil 5. bfezna 1968. Takovy byl stav, kdyz
v listopadu 1967 dal ing. Kratochvil svou prvni informaci o MKP prof. Zlamalovi.
Popsal mu v ni princip metody a na co ji konkrétné aplikuji. Zlamalova prvni reakce
byla: ,No, myslim, Ze metoda siti je lepsi.*

Zlamal vsak v inzenyrském pristupu rozpoznal polozapomenutou Courantovu mys-
lenku z roku 1943, ktera zapadla proto, Ze tehdy nebyly pocitace, na kterych by se
dala realizovat. Proto mu to nedalo, vyhledal Kratochvila a nechal si od né€j podrobnéji
o MKP poreferovat. Dozvédél se tak mimo jiné o do té doby znamyjch interpolac¢nich
polynomech 2. a 3. stupné na trojihelniku, které dodnes inzenyii nazyvaji Veubec-
kiuv element a Holanduv element podle jejich prvnich uzivateli. A protoze zrovna
nemél na ¢em pracovat, dal si za cil dokazat konvergenci metody koneénych prvka
pfi pouziti Veubeckova elementu. Prace se mu tak dafila, ze dokéazal konvergenci
i pro Holandtv element a navic zkonstruoval trojihelnikovy C'-prvek, tj. polynom
jednoznacné urceny takovymi parametry, ze globalni funkce, ktera je pomoci néj na
triangulaci zkonstruovana, je spojita i s obéma svymi prvnimi parciadlnimi derivacemi
v celé ztriangulované oblasti s polygonalni hranici. To uz byl velky vysledek, a kdyz
po vtipném triku dokézal také prislusny interpolacni teorém, byl ¢lanek hotov.

V kvétnu 1968 sice v. Numer. Math. vySel ¢lanek americkych autoru Birkhoffa,
Schultze a Vargy na podobné téma — pojednaval o konvergenci Galerkinovy-Ritzovy
metody pfi pouziti Ahlinovych polynomi z roku 1964, coz jsou vlastné obdélnikové
C™-prvky. Vzhledem k malé pouzitelnosti obdélnikovych prvki byl Zlamaltav vysledek
obecnéjsi, navic origindlnéjsi, mél ve svém nazvu MKP a poukazoval na soucasné
inzenyrské trendy. Zlamal je tedy prvni matematik, ktery ve své praci uzil vyraz
metoda koneénych prvkid. Svym ¢lankem Zlamal poukazal na jednu oblast matematiky
velmi méalo zmapovanou — jeji mapa méla velky napis HIC SUNT LEONES.

Zajimavé je, ze v roce 1968 publikovali ¢tyfi rzni inzenyii stejny trojihelnikovy
C'-prvek — ovsem bez piislusného interpola¢niho teorému, pouze s poukazem na
moznosti pii feSeni tenkych desek. V tom roce zacalo byt v MKP horko, vysledky sti-
haly vysledky a do prace se zacali v disledku Zlamalovy prace zapojovat i matematici.
V Brné jsme vsak diky ing. Kratochvilovi méli naskok.

I kdyz byl ve své podstaté Zlamal vzdy vlk-samotar, v té dobé jsme si to ani neuvédo-
movali. Ing. Kratochvil se u néj pravidelné p¥i svych navstévach v LPS stavoval, Zlamal
se nemél kromé mne s nikjm o MKP moznost bavit, a tak jsme dosti ¢asto spolu vSichni
tfi druzné sedavali ve Zlamalové pracovné. Tento kolektiv se na jafe 1968 rozrostl
o dalsiho ¢lena — programatora ing. Holusu, budouci programétorskou jednicku pres
MKP v Ceskoslovensku. Zlamal totiz chtél svoje vysledky ovéfit v pocetni praxi
a povéril proto Holusu, aby mu jeho algoritmus pro vypocet tenké desky pifi pouziti
jeho trojthelnikového C*'-prvku naprogramoval.

Kratochvilovy programy obsahovaly jako konec¢néprvkovou nasadu funkce, které
byly po trojthelnicich polynomy prvniho stupné, takze Holusova tloha nebyla lehka:
musel Kratochvilovy programéatorské postupy zobecnit pro polynom patého stupné,
kde kromé derivaci prvniho a druhého fadu vystupovaly také derivace podle normaly.
Holu$a vzdy fikal, Ze programovat kone¢né prvky je snadnd véc (ale v zavorce dodaval,
Ze hledat chyby pfi ladéni je velmi obtizné). A ladéni pfi tak komplikovaném programu
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bylo k zoufani, protoze vysledky testovacich prikladu byly takové neslané nemastné —
zkratka nepresvédcivé vzhledem k teoreticky predpovézené pfesnosti. Zlamal se ptal
Kratochvila: ,A pocital tou metodou vitbec nékdo néco?“ Kratochvil se jen smal a Fikal
Zlamalovi, aby byl trpélivy. V poloviné ¢ervence 1968 nasel Holusa po nékolikanasobné
kontrole chybu v jednom indexu a testovaci piiklady najednou vysly s presnosti na
osm platnych ¢islic — ¢ili naprosto presvédcivé potvrzend teorie. Zlamal tyden nato
odjel na konferenci do Edinburku a tam pozadal predsedajiciho, aby smél hovorit
0 nécem naprosto jiném, nez na zacatku roku ozndmil. To byl prvni mezinarodni
referat o metodé koneénych prvki.

Po vstupu vojsk jsme se jesté vice zakousli do prace. Zlamal psal soucasné dva
¢lanky; jeden o algoritmizaci MKP, druhy o redukci parametri — oba vysly kratce po
sobé v Numer. Math. a spolu s prvnim ¢lankem z roku 1968 mu vynesly pozvani do
USA a Francie celkem na tfi mésice za velmi vyhodnych finan¢nich podminek. Odjel
zacatkem roku 1970. J& v fijnu 1968 zacal budovat hierarchii interpolacnich polynom
na trojuhelniku — byla to cesta dlouhym tmavym tunelem a smésné na celé véci
je, ze z matematiky jsem na to nepotfeboval nic, nepocitam-li védomost, ze soucet
pfirozenych ¢isel od jedné do n je roven %n(n +1). V hlavé se mi rozsvitilo nékdy na
zacatku roku 1969 pii vecernich zpravach tu sobotu, kdy davali druhé pokracovani
Randalla a Hopkirka. Clanek, ktery mi udélal jméno, jsem pak sepsal béhem mésice.
Stacilo dokazat jesté jedno duchaplnéjsi lemma a zobecnit trochu Zlamalovo dikazové
schéma z jeho prvniho ¢lanku o MKP. Zlamal tento mtj vysledek odvezl na podzim
1969 do USA a spolu s Bramblem jej odéli do lepsiho havu, tj. pfislu$né interpolacni
teorémy dokézali v sobolevovskych normach. Mezitim stacil Zlamal jesté pracovat na
algoritmech pro pruznostni vypocty metodou kone¢nych prvkd a spolupracovat na
nékolika drobnéjsich ¢lancich.

V druhé poloviné roku 1970 zacal Zlamal pracovat na své koncepci zakfivenych
trojuhelnikovych prvku. Prvni ¢ast tohoto dila mu vysla v roce 1973 v STAM J. Numer.
Anal. Je to prace typicky zlamalovska: struc¢né, pfesna, srozumitelna. Zatimco prvni
¢ast pojednavala o idealnich zak¥ivenych trojuhelnikovych prvcich, jejichz kfiva strana
je totozna s ¢asti hranice, druha ¢ast, jesté hutnéjsi a pritom rozsahlejsi, pojednavala
o redlnych kiivych trojuhelnicich a numerické integraci na nich. Pfi psani této prace
udélal Zlamal jen jednu chybu: referoval o dosazenych vysledcich v prubéhu prace pri
jedné ze svych zahrani¢nich cest. Prof. Raviart z Pafize mi v roce 1975 fekl: Védeéli
jsme, Ze jesté néjakou dobu potrva, nez Zlamal ¢lanek posle do tisku. Museli jsme
jej predehnat. Délali jsme na tom s Ciarletem téméf dnem i noci a praci o kfivych
izoparametrickych prvcich a numerické integraci na nich jsme uvetejnili v Azizové
knize o matematickych zakladech metody koneénych prvki, kterad vysla v rok konani
konference (tj. 1972).“ Tak vlastné ztratil Zlamal pozici svétové jednicky v Numerical
Analysis. Nic neméni na tom skute¢nost, ze Raviart mi v témZe hovoru pfiznal, Ze se
metodu koneénych prvki uéil z prvnich Zlamalovych praci.

Uvedenymi dvéma pracemi skonéilo Zlamalovo stacionarni (¢ eliptické) obdobi. Od
roku 1973 zacal pracovat na evolucnich problémech, které fesil kombinaci metody
konecnych prvka a diferenéni metody. Zprvu to byla linedrni rovnice pro vedeni tepla,
kde se zejména vénoval vicekrokovym metodam; od roku 1975 zacal analyzovat rizné
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nelinearni typy. V obdobi 1975-78 navic zadsadnim zpiisobem prispél k teoretickym
otazkam superkonvergence MKP. V obdobi 1981-88 se vénoval jednak feseni kvazi-
stacionarniho magnetického pole v nestejnorodém prostfedi a jednak metodé konec-
nych prvkt aplikované na rovnice polovodicti. Pozoruhodné je, ze kromé zasadnich
matematickych vysledkd publikovanych v renomovanych americkych casopisech se
vzdy zucCastnil na pripravé algoritmu a podstatné tak ptispél k praktické realizaci
feSeni problému pomoci primyslového programu.

Prof. Zlamal nenapsal zadnou knihu — byl pfili§ soustfedén na hledani feseni
praktickych problémi. Nevydrzel u zadné problematiky pritom tak dlouho, aby ji
zcela vycerpal. Obrazné feceno: jeho brazda byla Siroka, ale ne tak hluboka, aby tam
zadné brambory nezustaly. A pfi peclivém zkoumani ¢lovék zjistil, Ze jich tam ztstalo
pozehnané. Je to moje dobra zkusenost.

Je zajimavé, Ze se nikdy nezajimal o svoje ohlasy v ¢asopisech — citace ho zkratka
nezajimaly a nikdy zadny Citation Index neoteviel. Citaci mél pfitom pozehnané;
o tom jsem se vzdy presvédcil, kdyz jsem hledal svoje citace, protoze nase piijmeni
jsou v anglické abecedé blizko sebe. Zato si zaklddal na velkém mnozstvi pozvani,
ktera za svij zivot obdrzel. Maloktery matematik odmitl tolik pozvani jako on.

7 formélnich uznani stoji za zminku dvé: fadu let byl pfedsedou matematického
kolegia CSAV a obdrzel ¢estny doktorat Technische Universitit Dresden.

Prof. Zladmal zemfel nahle ve véku 73 let dne 22. ¢ervna 1997. V jeho pozustalosti
jsem nalezl seznam jeho ¢lankd. Ma 70 polozek, z toho 47 je vénovano metodé
koneénych prvki. Od roku 1968 pracoval jenom na této metodé. Asi 18 ¢lankt je zcela
zasadnich. Kdybych je mél hodnotit kvantitativné, uzil bych nasledujici hodnotovou
stupnici:

—1 = zaporny stupen: stydim se za autora, ze toto napsal
0 = neutralni stupen: prace mé nezajima, i kdyz na ni néco je
1 = prvni stupen: to je chytré — Ze mé to nenapadlo
2 = druhy stupen: prace mé velmi obohacuje, jsem rad, Ze jsem ji poznal
3 = tfeti stupen: prace otvirad novy smér badani

Zlamalova prace z roku 1968 je tifetiho stupné, zbyvajicich 17 druhého stupné —
mne aspon velmi obohatily.

Zlamalovo velké stésti bylo, Ze prvni inZenyr na kontinenté, ktery zacal pracovat
s metodou konec¢nych prvkd, ptisobil v Brné. Dalsi vyvoj udélosti vsak uz nahoda
nebyla.

Kdyz védecka rada strojni fakulty VUT blahoptala prof. Zlamalovi k jeho sedmde-
satindm, prozradil na sebe: , Kdyz jsem v roce 1961 pfesel na strojni fakultu, uvédomil
jsem si, Ze musim délat matematiku jinak, neZ jak se déla na univerzité.“ A to se mu
podaftilo dokonale.
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