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Prehfad tedrie
vypodétovej zloZitosti

Stephen A. Cook, Toronto

Stephen Arthur Cook je profesorom matematickej informatiky na Univerzite
v Toronte a drZitelom Turingovej ceny za rok 1982. Tuto cenu udeluje spolocnost ACM
(Association for Computing Machinery) na pocest A. M. Turinga ako ocenenie naj-
vdcSieho prinosu do vypoctovych vied. DrZitel ceny pri preberani prednesie predndsku
z tej oblasti, v ktorej pracuje. Profesor Cook je zakladatelom tedrie N P-uplnosti ako
najvyznamnejSieho smeru vyskumu v matematickej informatike za posledné desatrodie.
Jeho dalSie prdce sa tykaji najmd teérie zloZitosti, vztahu éasu a priestoru vo vypocétoch
a logiky programovacich jazykov.

Abstrakt: V ¢ldnku sa poddva historicky prehlad te6rie vypo&tovej zlozitosti. Doraz sa kladie
na zékladné otazky urlenia vlastnej vypoctovej zloZitosti problému a dokazovania hornych a dolnych
odhadov zloZitosti problémov. UvaZuji sa aj pravdepodobnostné a paralelné vypodty.

Toto je druhd predndSka drZitela Turingovej ceny o vypoctovej zloZitosti. Prvi mal
Michael Rabin v r. 1976*). Ked si teraz &itam Rabinov skvely &ldnok [62], udivuje ma,
okrem iného, kolko aktivity sa odvtedy vynaloZilo v tejto oblasti. V tomto stru¢nom
prehfade chcem spomenif pre miia najdoleZitej$ie a najzaujimavejSie vysledky asi od r.
1960, kedy sa zaala rozvijaf tdto tedria. V takej velkej oblasti je vyber materidlu ne-
vyhnutne trochu osobny; ale difam, Ze som zaradil ¢ldnky, ktoré si z kazdého hladiska
fundamentdlne.

1. Prvé &énky

Predhistéria tejto tedrie zacina vlastne u Alana Turinga. Vo svojom ¢ldnku O vypo-
ditateInych &islach s pouZitim na rozhodovaci problém [85] zaviedol v r. 1937 Turing
svoj zndmy Turingov stroj, ktory umoZiioval (dovtedy) najvhodnejSiu formalizdciu
pojmu efektivne (alebo algoritmicky) vypogitateInej funkcie. Ked uZ bol tento pojem
precizne zvlddnuty, bolo moZné dokazovat, o nemoZno vypocitat na pocitaci. Turing
v tom istom &ldnku dokdzal, Ze Ziadny algoritmus (napr. Turingov stroj) nemdZe pre

*) MICcHAEL RABIN a DANA ScortT dostali Turingovu cenu v r. 1976.

S. A. Cook: An overview of computational complexity, Communications of the ACM, Vol. 26,
June 1983, No. 6, pp. 400—408.
Copyright © 1983, Association for Computing Machinery, Inc., by permission.
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dand TubovoInd formulu predikdtového poétu v koneénom pocte krokov rozhodnit,
&i je tdto formula splnitelnd.

Akondhle bola vyvinutd tedria vysvetlujlica, ktoré problémy sa daji a ktoré nedaji
rieSif na pocitadi, bolo prirodzené sa pytat na relativnu vypod&tovii obtiaznost vypodi-
tateInych funkcii. A préve to je predmetom tedrie vypoctovej zloZitosti. Rabin [59, 60],
ako jeden z prvych (v r. 1960), explicitne nastolil tiito vieobecni otdzku: o to znamend,
ak povieme, Ze f sa faZiie vypodita ako g? Rabin navrhol axiomaticky rdmec, ktory
poslizil ako zdklad pre abstraktnu teériu zloZitosti rozvinuti Blumom [6] a dal§imi.

Svoj vplyv mal i druhy rany (1965) &ldnok O vypoctovej zloZitosti algoritmov |37]
od J. Hartmanisa a R. E. Stearnsa*). Tento &ldnok sa Siroko Studoval a dal tedrii zloZi-
tosti jej ndzov. Bol v fiom uvedeny ddleZity pojem miery zloZitosti definovany ako &as
vypottu na viacpdskovych Turingovych strojoch a boli dokdzané vety o hierarchii.
V &ldnku bola tieZ poloZend zaujimavd, dodnes otvorend otdzka. Ci je Tubovolné iracio-
ndlne &islo (také ako /2) vypotitateIné v redlnom &ase, t. j. &i existuje Turingov stroj,
ktory tla¢i desiatkovy rozvoj tohto ¢isla rychlosfou jedna &islica za 100 krokov doneko-
nec€na.

Tretim zakladajicim Eldnkom (1965) bol &ldnok Alana Cobhama Vlastnd vypoctovd
obtiaZnost funkcii [15]. Cobham zddraziioval slovo vlastnd (intrinsic), zaujimal sa teda
o strojovo nezdvisli tedriu. PoloZil otdzku, ¢i ndsobenie je fazSie ako s¢itanie a veril,
Ze ju nemoZno zodpovedat, kym sa dokladne nevybuduje teéria. Cobham tieZdefinoval
a charakterizoval ddleZitd triedu funkcii, ktori nazval & st to funkcie na prirodzenych
gislach, ktoré sa daji vypotitat v &ase ohrani¢enom polynémom v dizke vstupu, ak sa
tento Cas vyjadri desiatkovo.

Tri daliie ¢lanky, ktoré ovplyvnili spominanych autorov ako i dal§ich pracujucich
v tedrii zloZitosti (v&itane mila) si od Yamadu [91], Benneta [4] a Ritchieho [66]. Je
zaujimavé, Ze Rabin, Stearns, Bennet a Ritchie §tudovali v Princetone pribliZne v rovna-
kom Case.

2. Pociatocné zdroje a koncepcie

Viaceri z ranych autorov sa zaoberali otdzkou, €o je pravou mierou zloZitosti. Vi¢3ina
uvddzala ako prirodzena odpoved Cas alebo priestor vypodtu, ale neboli presvedéeni,
&i tieto miery su jediné alebo &i st tie pravé. Napr. Cobham [15] navrhol ,,... nejakd
miera, ktord md vzfah ku fyzikdlnemu pojmu prica (moZno) vedie k najuspokojivejsej
analyze*‘. Rabin [60] zaviedol axiémy, ktoré by mala spliiat miera zloZitosti. S retro-
spektivou 20ro¢nej skusenosti si teraz myslim, Ze je jasné, Ze as a priestor — najmi
Cas — patria urCite medzi najdoleZitejSie miery zloZitosti. Zd4d sa, Ze prvoradou strinkou
vhodnou na zhodnotenie efektivnosti algoritmu je ¢as chodu. AvSak v suCasnosti je
stdle jasnejsie, Ze paralelny Cas a velkost hardwaru su tieZ ddleZité miery zloZitosti (pozri
Zast 6).

Dal$ou délezitou mierou zloZitosti, ktord siaha v istej forme prinajmens$om k Shanno-

*) Pozri dal$i Hartmanisov &lanok [36] kvoli niektorym zaujimavym spomienkam.
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novi [74] (1949), je zloZitost booleovskych schém (kombinatnd zloZitost). Tu je vy-
hodné, ak sa predpokladd, Ze skimand funkcia f zobrazuje kone¢né refazce bitov do
konetnych refazcov bitov a zloZitost C(n) funkcie f je velkost najmensej booleovskej
schémy, ktord pogita f pre vietky vstupy dizky n. Tdto velmi prirodzend miera m4 tzky
vzfah k Zasu vypo&tu (pozri [57a], [57b], [68b]) a md dobre rozvinuti vlastni tedriu
(pozri Savage [68a]).

Dalfou otdzkou, ktord poloZil Cobham [15], je otdzka, &o tvori ,,krok* vypodtu.
To vlastne znamend pytaf sa, aky je sprdvny model pocitaa na meranie ¢asu vypoctu
algoritmu. V literatire sa beZne pouZivaju viacpaskové Turingove stroje, ale tie maju
z hladiska efektivnej implementdcie algoritmov umelé obmedzenia. Napr. nie je Ziadny
nutny dovod, preco by pamitové médid mali byt linedrne pdsky. Pre€o nie rovinné polia
alebo stromy? Pre€o nedovolit pamif s ndhodnym pristupom?

Od r. 1960 bolo naozaj navrhnutych nemélo modelov po¢itacov. KedZe redlne poéitade
maju paméte s ndhodnym pristupom, zd4 sa prirodzené dovolif ich aj v modeli. Ale ako
to urobif, to je spletitd otdzka. Ak stroj mdZe ukladaf celé €isla v jednom kroku, musi
existovat akési ohranienie na ich velkost. (Ak sa Cislo 2 umocni stokrdt, je vysledok
2199 bitov, Co by sa neuloZilo do vietkych svetovych pamifovych médii.) V [19] som
navrhol pocitaciec RAM-y*), v ktorych sa vzdy, ked sa ukladd alebo vyberd dislo x,
pripogitava k cene (po&tu krokov) okolo log [x] To funguje, ale nie je to tplne presved-
&ivé. Populdrnej$i model s ndhodnym pristupom je ten, ktory pouZivaji Aho, Hopcroft
a Ullman v [3], v ktorom kazd4 operdcia obsahujica celé &islo md jednotkovi cenu,
ale celé &isla nemdZu byt neoddvodnene velké (napr. ich velkost mdZe byt ohrani¢end
fixovanym polynémom v premennej, ktorou bude velkosf vstupu). Pravdepodobne
matematicky najviac uspokojivym modelom je Schonhageho stroj s modifikovanym
ukladanim [69], na ktory sa moZno divat ako na Turingov stroj, ktory si tvori vlastni
Strukturu ukladania alebo ako na RAM s jednotkovou cenou, ktory moZe iba kopirovat,
pricitat alebo od¢itat jednotku alebo ukladat a vyberat v jednom kroku. Schénhageho
stroj je nepatrnym zovseobecnenim stroja Kolmogorova-Uspenského, navrhnutého
omnoho skor [46] (1958), a zd4 sa mi, Ze reprezentuje najvSeobecnejsi stroj vykondvajici
ohraniené mnoZstvo prdce v jednom kroku, aky mdze byt vObec skonstruovany. Pro-
blém je v tom, Ze je pravdepodobne trochu prilis silny (pozri €ast 3 pod ,,ndsobenie vel-
kych &isiel).

Ak sa vrdtim ku Cobhamovej otdzke ,,éo je to krok‘‘, myslim, Ze za poslednych 20
rokov sa vyjasnilo, Ze neexistuje jedind jasnd odpoved. Nasfastie, konkurujice modely
poditaca sa neliia neohranicene v €ase vypocCtu. Vo vSeobecnosti mdze kazdy simulovat
ten dal3i, prifom &as vypodtu je najviac kvadraticky (niektoré z prvych argumentov
k tomuto efektu si v [37]). Medzi veducimi modelmi s ndhodnym pristupom sa jednd
iba o faktor logaritmu ¢asu vypoctu.

To viedlo okolo r. 1965 k vyvoju posledného doleZitého pojmu — identifikdcii tried

*) RAM je model potitaa s nahodnym pristupom, ktory ma vstupna pasku (ktort moZe iba
gitat), vystupnd pasku (na ktori mdZe iba zapisovat) a pamift, ktora sa sklada z postupnosti rovnako
dostupngch registrov. Cinnost stroja sa riadi programom (siborom in¥trukcii vybrangch podobne
ako v redlnych poéitaoch), ktory je uloZzeny mimo neho. Pozn. prekl.
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problémov rieditelnych v &ase ohranidenom polynémom v premennej, ktorou je dizka
vstupu. Algoritmy s polynomidlnym a exponencidlnym ¢asom rozliSoval uz v r. 1953
von Neumann [90]. Ale takdto trieda nebola formdlne definovand ani skimand, aZ kym
Cobham [15] nezaviedol v r. 1964 (pozri Cast 1) triedu funkcii &. Cobham poukdzal
na to, Ze jeho trieda bola dobre definovand nezdvisle na vybranom modeli poditaa
a charakterizoval ju v duchu teérie rekurzivnych funkcii. Myslienku, Ze vypocitateInost
v polynomidlnom Case zhruba zodpovedd praktickej pouZiteInosti, prvy raz publikoval
Edmonds [27], ktory nazval algoritmy s polynomidlnym &asom ,,dobrymi algoritmami‘‘.
Terajsie Standardné oznacenie P pre triedu mnoZin retazcov rozpoznateInych v poly-
nomidlnom &ase zaviedol neskor Karp [42].

Na zadiatku sedemdesiatych rokov sa vSeobecne akceptovalo v tejto oblasti ztotoZ-
nenie P s prakticky pouZiteInymi (alebo realizovateInymi) problémami. Nie je hned
zrejmé, preCo by to mala byt pravda, pretoZe algoritmus, ktorého Cas vypocCtu je expo-
nencidlny ako 2°:°°°1" je v praxi realizovateIny. Zd4 sa vSak empirickym faktom, Ze
problémy, ktoré sa prirodzene objavuju, nemdvaji optimdlne algoritmy s takymito
&asmi vypo&tu.*) Najpozoruhodnej$im praktickym algoritmom, ktory md najhor3i ¢as
vypoCtu exponencidlny, je simplexovy algoritmus pre linedrne programovanie. Smale
[75, 76] sa to snaZil vysvetlif tak, 7e chcel ukdzaf, Ze v istom zmysle je priemerny Cas
vypoctu rychly, ale treba tieZ poznamenat, Ze Chacijan [43] s pouZitim iného algoritmu
ukdzal, Ze linedrne programovanie patri do triedy P**), takZe naSa vSeobecnd téza,
Ze P sa rovnd realizovateInym problémom, nie je naruSend.

3. Horné odhady casu

Znaénd ¢ast vyskumu v matematickej informatike pozostdva z navrhovania a analyzy
obrovského mnoZstva efektivnych algoritmov. Ddlezité algoritmy (z hladiska vypo&tovej
zloZitosti) musia byt v nejakom zmysle $pecidlne; vo vieobecnosti poskytuji prekvapu-
juco rychlu cestu rieSenia jednoduchych alebo ddleZitych problémov. Nizie uvddzame
prehlad najzaujimavejiich z nich vymyslenych od r. 1960. (Len tak mimochodom, je
zaujimavé zamyslief sa nad tym, ktoré si najddlezZitejSie algoritmy vietkych Cias. Zd-
kladnymi st iste aritmetické operdcie +, —, * a : nad desiatkovymi ¢islami. Po nich
navrhujem ako kandiddtov rychle triedenie a vyhladdvanie, Gaussovu elimindciu,
Euklidov algoritmus a simplexovu metédu.)

Parameter n sa vztahuje na velkost vstupu; ¢asové ohraniCenia st ohrani¢eniami ¢asu
v najhorSom pripade a tykaji sa viacpdaskovych Turingovych strojov (alebo akéhokolvek
rozumného stroja s ndhodnym pristupom) okrem toho, kde je uvedené ind<.

1) Rychla Fourierova transformdcia [23], ktord vyZaduje O (n . log n)***) aritme-
tickych operdcii, je jednym z najpouZivanej§ich algoritmov pri vedeckych vypoétoch.

*) Pozri [31], na str. 6—9 je o tom diskusia.

**) O porovnani tohto algoritmu so simplexovou metédou pozri [100]. Pozn. prekl.

***) Oznaenie O sa pouZiva pri hornych odhadoch zloZitosti. f(n) = O(g(n))<> 3¢y >0 Iny Vn >
> ng f(n) £ ¢y . g(n). Pozn. prekl.
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2) Ndsobenie velkych cisiel. Elementdrna Skolskd metéda vyZzaduje O(n?) bitovych
operdcii na vyndsobenie dvoch &isiel po n Cisliciach. V r. 1962 Karatsuba a Ofman [41]
publikovali metédu vyZadujicu iba O(n'+*?) krokov. Krétko nato Toom [84] ukdzal,
ako sa dd zostrojit booleovskd schéma velkosti O(n'**) pre Iubovolne malé & > 0, ktord
realizuje ndsobenie. V tom Case som bol absolventom na Harvarde a inSpirovany Cob-
hamovou otdzkou ,,Je ndsobenie tazZ§ie ako s¢itanie?*‘ som sa naivne pokusal dokdzat,
7e ndsobenie vyZaduje Q(n?)*) krokov na viacpdskovom Turingovom stroji. Toomov
¢ldnok ma znacne prekvapil. S pomocou Stala Aanderaa [22] som sa obmedzil na dé-
kaz, 7e ndsobenie vyZzaduje Q(n . log n/(loglog n)?) krokov**) na spriahnutom Turingo-
vom stroji.***) Vo svojej dizertdcii som tieZ upozornil na to, Z¢ Toomovu metédu
mozZno prispdsobit na viacpdskové Turingove stroje tak, aby ndsobili za O(n' *¥) krokov.
Som si isty, Ze Tooma to urite neprekvapilo.

Stucasne najrychlej$i asymptoticky €as vypoltu pre ndsobenie na viacpdskovych
Turingovych strojoch je O(n.logn.loglogn) a odvodili ho Schénhage a Strassen
[70] (1971) s pouzitim rychlej Fourierovej transformdcie. Neddvno viak Schoénhage
[69] ukdzal pomocou komplikovanych argumentov, Ze jeho stroje s modifikovanym
ukladanim (pozri ast 2) mdZu ndsobif v &ase O(n) (linedrny &as!). Z toho musime urobit
zdver, Ze bud je ndsobenie jednoduchsie, ako sme si mysleli, alebo Schénhageho stroje
podvddzaja.

3) Ndsobenie matic. Beznd metdda na ndsobenie dvoch matic rozmeru n x n vyZaduje
nz(n — 1) aritmetickych operdcii a v 50. a 60. rokoch sa vyskytli pokusy dokdzaf, Ze
tdto met6da je optimdlna. Bolo preto prekvapenim, ked Strassen [81] (1969) publikoval
svoju metédu vyzadujicu iba 4,7n%:8! operdcii. Vela prdce sa vynaloZilo na redukciu
exponentu 2,81 a najlepsi su¢asne zndmy &as je O(n?*°°) operdcii od Coppersmitha
a Winograda [24]. Je tu stdle dost priestoru na postup, ved najlepsi zndmy dolny odhad
je 2n* — 1 (pozri [13]).

4) NajpocletnejSie pdrenia vo vSeobecne neorientovanych grafoch.****) Toto bol asi
prvy problém, o ktorom bolo explicitne dokdzané, Ze patri do P a ktorého prislu§nost
v P vyZzaduje zloZity algoritmus. Tento vysledok predloZil Edmonds vo svojom vplyvnom
¢ldnku [27], v ktorom rozoberal pojem algoritmu s polynomidlnym &asom (pozri
Zast 2). Poukdzal aj na to, Ze jednoduchy pojem zvacSujiicej sa cesty, ktory sta¢i pre pri-
pad bipartitnych grafov, nefunguje pre vSeobecne neorientované grafy.

5) Rozpoznanie prvocisiel. Velkou otdzkou je, &i tento problém je v P. Inymi slovami,
&i existuje algoritmus, ktory ndm vZdy povie, ¢i IubovoIné ¢islo o n Cisliciach je prvo-
gislo a zastavi sa po podte krokov ohranifenom polynémom v n. Gary Miller [53]
(1976) ukdzal, Ze taky algoritmus existuje, ale jeho spravnost zdvisi na rozsirenej Rieman-

*) Oznadenie 2 znamena, e ide o dolny odhad zloZitosti. f(n) = 2(g(n)) <> Ic; >03n, Yn >
> ny f(n) = ¢, . g(n). Pozn. prekl.

**) Tento dolny odhad bol trochu zlepSeny. Pozri [56] a [64].

***) Spriahnuty Turingov stroj je viacpaskovy Turingov stroj so vstupnou paskou (obsahujicou
vstup), na ktor sa nesmie zapisovat a &itacia hlava sa po nej mdZe pohybovat iba vpravo; ak sa
mdZe pohybovat obojsmerne, ide o nespriahnuty Turingov stroj. Pozn. prekl.

***x) Pod parenim v grafe rozumieme takd podmnoZinu mnoZiny hran grafu, Ze kaZdy vrchol
grafu je incidentny najviac s jednou hranou z tejto podmnoZiny. Pozn. prekl.
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novej hypotéze. Solovay a Strassen [77] vymysleli rychly Monte Carlo algoritmus
(pozri &ast 5) na rozpozndvanie prvodisiel, ale ak vstupné Cislo je zloZené, je tu malé
riziko, Ze algoritmus chybne povie, Ze je prvocislom. Najlepsi dokdzatelne deterministic-
ky algoritmus je zndmy vdaka Adlemanovi, Pomerancovi a Rumelymu [2]; jeho &as
je nOUeslosm &ize trochu horsi ako polynomidlny. Jeho varidcia od H. Cohena a H. W.
Lenstru ml. [17] mdZe beZne spracovdvat Cisla do 100 desiatkovych Cislic pribliZne za
45 sektnd.

V stiéasnosti sa o troch ddleZitych problémoch ukdzalo, Ze patria do triedy P. Prvym
je linedrne programovanie, &o ukdzal Chagijan [43] v r. 1979 (pozri [55] pre vyklad
a tiez [101]). Luks [50] v r. 1980 ukdzal druhy taky problém: urcit, &i dva grafy stupiia
najviac d st izomorfné. (Algoritmus je polynomidlny v polte vrcholov pre pevné d,
ale je exponencidlny v d.) Tretim problémom je rozklad polyndémov s raciondlnymi
koeficientami. To ukdzali Lenstra, Lenstra a Lovdsz [48] v r. 1982 pre polynémy v jednej
premennej. Ako vyplyva z Kalfotenovho vysledku [39], [40], moZno to zovieobecnif
na polynémy v IubovoInom fixovanom pocte premennych.

4. Dolné odhady

Skutoénym orie§kom v tedrii zloZitosti a problémom, ktory ju posiva mimo analyzy
algoritmov, je dokazovanie dolnych odhadov zloZitosti konkrétnych problémov. Je nieco
velmi uspokojujice v tom, ak sa dokdZe, Ze problém typu dno-nie sa nedd riesit za n, n?
alebo 2" krokov, bez ohfadu na to, aky algoritmus sa pouZije. V dokazovani dolnych
odhadov sa dosiahlo niekolko doleZitych uspechov, ale otvorené otdzky st eSte doleZi-
tejSie a tak trochu frustrujice.

V3etky vyznamné dolné odhady Casu a priestoru vypoctu si zaloZené na,,diagonali-
zanych argumentoch®‘. Argumenty diagonalizdcie pouZil Turing a jeho stGcasnici na
dokaz, Ze urcité problémy nie su algoritmicky rieSiteIné. Pred r. 1960 boli tieZ pouzité
na definovanie hierarchie vypogitateInych 0-1 funkcii.*) Rabin [60] v r. 1960 dokdzal,
Ze pre kazdli rozumni mieru zloZitosti, akou je ¢as vypodtu alebo priestor (pamit),
umozZni zvySenie pripustného ¢asu alebo priestoru ap. vZdy vypocitat viac 0-1 funkcii.
V pribliZzne rovnakom &ase Ritchie vo svojej dizertdcii [ 65] definoval pomocou mnoZstva
pripustného priestoru 3pecifick hierarchiu funkcii (ktord, ako ukdzal, je netrividlna
pre 0-1 funkcie). O nie€o neskdr Hartmanis a Stearns [37] rozviedli detailnejiie Rabinov
vysledok pre as na viacpdskovych Turingovych strojoch a Stearns, Hartmanis a Lewis
[78] pre priestor.

4.1. Ddkazy nerealizovateInosti prirodzene rozhodnuteInych problémov

VysSie spomenuté hierarchické vysledky ddvali dolné odhady €asu a priestoru potreb-
ného na vypocet konkrétnych funkcii, ale vSetky tieto funkcie sa zdali ,,vykonstruova-
né*. Napr. je Tahko vidiet, Ze funkcia f(x, y), ktord ddva prvu Cislicu vystupu stroja x

*) Pozri napr. Grzegorczyk [35].
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na vstupe y po (|x| + |y[)? krokoch, nemdZe byt vypogitand v &ase (|x| + |y[)?. Netri-
vidlny dolny odhad pre ,,prirodzeny* problém (,,prirodzeny* v z2mysle zaujimavosti,
a to nielen pre vypo&tové stroje) na vieobecnych modeloch vypodtu sa nenasiel skor
ako v r. 1972, kedy Albert Meyer a Larry Stockmeyer [52] dokadzali, Ze problém ekvi-
valencie pre reguldrne vyrazy s kvadrdtom vyZaduje exponencidlny priestor, a teda
exponencidlny Cas. Krdtko nato Meyer [51] naSiel velmi silny dolny odhad &asu
potrebného na urCenie pravdivosti formul v urlitej formdlne rozhodnutelnej tedrii
nazvanej WSIS (slabd monadickd tedria 2. rddu s ndslednikom). Dokdzal, Ze kazdy
pocitac, ktorého Cas vypoltu je ohranifeny fixovanym poctom exponencidlnych funkcii
(20, 2%, 22”" atd.), nemdZe konkrétne rozhodniit WSIS. Meyerov aspirant Stockmeyer
vypocital [79], Ze kazdd booleovskd schéma (rozumej poditag), ktord sprdvne rozho-
duje pravdivost Tubovolnej WSIS formuly dizky 616 symbolov, musi maf viac ako
1023 Jogickych prvkov. Cislo 10'23 bolo vybraté ako polet proténov, ktoré by mohli
vyplnif cely zndmy vesmir. To je velmi presvedCivy dokaz nerealizovatelnosti.

Pocnuc Meyerom a Stockmeyerom objavilo sa mnoZstvo dolnych odhadov zloZitosti
rozhodnuteInych formdlnych tedrii (pozri [29] a [80] pre ich zhrnutie). Jeden z naj-
zaujimavejSich je dvojito exponencidlny dolny odhad €asu potrebného na rozhodnu-
telnost Presburgerovej aritmetiky (te6ria prirodzenych &isiel so s¢itanim). To nie je
daleko od najlepSieho zndmeho horného odhadu &asu pre tuto tedriu, ktory je trojito
exponencidlny [54]. Najlepsi horny odhad pre prislusny priestor je dvojito exponencidlny
[29].

Napriek uvedenym tdspechom je bilancia v dokazovani dolnych odhadov pre problé-
my menSej zloZitosti velmi zld. Skuto¢ne, nie je zndmy Ziadny nelinedrny dolny odhad
&asu na univerzdlnom vypo&tovom modeli pre nijaky prirodzeny problém v NP (pozri
Cast 4.4.), Specidlne ani pre jeden z 300 problémov vypisanych v [31].*) Samozrejme,
diagonalizaénymi argumentami sa d4 dokdzaf existencia problémov v NP, ktoré si
vyzaduju ¢as n* pre kazdé fixované k. Avsak v pripade priestorovych dolnych odhadov
nevieme ani, ako dokdzat existenciu NP problémov, ktoré sa nedaju rieSif v priestore
O(log n) na nespriahnutom Turingovom stroji (pozri &ast 4.3.). To je pravda napriek
tomu, Ze najlepSie zndme priestorové horné odhady st v mnohych prirodzenych pri-
padoch v podstate linedrne v n.

4.2. Strukturované dolné odhady

Hoci zatial méme mdlo uspechov v dokazovani zaujimavych dolnych odhadov pre
konkrétne problémy na univerzdlnom modeli pocitaca, mdme naozaj zaujimavé vysledky
pre ,,§trukturované* modely. Pojem ,,Strukturované‘‘ zaviedol Borodin [9] pre poci-
tade, ktoré s zuZené na urcité operdcie vhodné na skiimany problém. Jednoduchym
prikladom je problém triedenia n &isiel. Bez velkych fazkosti sa dd dokézat (pozri [44]),

Ze triedenie vyZaduje n . log n porovnani za predpokladu, Ze jedinou operdciou, ktoru

*) To uZ dnes nie je pravda. Najprv v r. 1983 dokazali DURIS, GALIL, PAUL a SCHNITGER dolny
odhad Q2(n . log n) pre &as rozpoznavania konkrétneho jazyka na jednopaskovom nedeterministickom
Turingovom stroji [93] a neskdr bol dokazany dolny odhad casu Q(n?) na tom istom modeli pre tri
dalSie problémy [94, 95, 96]. Pozn. prekl.
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moZe pocita¢ robif so vstupmi, je porovndvaf ich po dvojiciach. Tento dolny odhad
nehovori ni¢ o Turingovych strojoch alebo booleovskych schémach, ale bol rozsireny
na RAM-y s jednotkovou cenou za predpokladu, Ze je zakdzané delenie.

Druhy velmi elegantny Strukturovany dolny odhad podla Strassena [82] (1973)
tvrdi, Ze polynomidlna interpoldcia, tj. ndjdenie polynému stuptia n — 1, ktory prechd-
dza n danymi bodmi, vyZaduje Q(n . log n) ndsobeni, ak si povolené iba aritmetické ope-
rdcie. Pritom je zaujimavé to, Ze Strassenov pdvodny dokaz zdvisi na Bezoutovej teoré-
me, €o je hlboky vysledok v algebraickej geometrii. Neddvno Baur a Strassen [83] rozsiri-
li tento dolny odhad tym, Ze ukdzali, Ze aj vypocCet stredného koeficientu interpolaéného
polynému cez n bodov vyZaduje Q(n . log n) ndsobeni.

PritaZlivost vSetkych tychto $trukturovanych vysledkov spociva v tom, Ze dolné odha-
dy st blizké najlep§im zndmym hornym odhadom *), a najlepsie zndémé algoritmy mdZu
byt implementované na Strukturovanych modeloch, pre ktoré platia tieto dolné odhady.
(Poznamenajme, Ze radixové triedenie (alebo triedenie grupovanim), o ktorom sa niekedy
hovori, Ze md linedrny ¢as, redlne vyZaduje aspoii n . log n krokov, ak sa predpokladd,
Ze vstupné &isla maji dostatok &islic na to, aby vietky mohli byt rozne.)

4.3. Dolné odhady sicinu ¢asu a priestoru

Dalsou cestou zo slepej uli¢ky dokazovania dolnych odhadov &asu a priestoru je doka-
zovanie dolnych odhadov ¢asu za predpokladu malého priestoru. Prvy takyto vysledok
dokdzal Cobham [16] v r. 1966, ked ukdzal, Ze sii¢in &asu a priestoru pre rozpoznanie
tplnych Stvorcov o n &isliciach na nespriahnutom Turingovom stroji musi byt 2(n?). (To
isté plati pre n-symbolové palindromy.) Pritom je vstup napisany na dvojsmernej iba
¢ditanej vstupnej pdske a pouZity priestor sa podla definicie rovna poctu §tvorcov prezera-
nych pracovnymi pdskami, ktoré md k dispozicii Turingov stroj. Ak je teda napr.
priestor ohraniCeny na O(log *n) (€o je viac neZ dostato¢né), potom &as musi byt aspoii
Q(n?[log *n) krokov.

Slabinou Cobhamovho vysledku je to, Ze hoci nespriahnuty Turingov stroj je vhodny
na meranie ¢asu a priestoru jednotlivo, je prili§ ohraniCujuci, ak sa ¢as a priestor uvazuji
spolu. Napr. palindromy modZu byt zrejme rozpoznané za 2n krokov a v konStantnom
priestore, ak dve hlavy m6zu sucasne prehliadat vstupni pdsku. Borodin a ja [10] sme
diastoCne napravili tuto slabinu, ked sme dokdzali, Ze triedenie n prirodzenych &isiel
od 1 do n? vyZaduje &asopriestorovy sugin 2(n*[log n). Dokaz mozno pouZif na kazdy
,,univerzdlny sekvenény stroj‘‘ v&itane nespriahnutych Turingovych strojov s viacerymi
vstupnymi hlavami alebo dokonca s TubovoInym pristupom ku vstupnej pdske. BohuZial
pre na§ dokaz je rozhodujice, Ze triedenie vyZaduje vela vystupnych bitov a zostdva
zaujimavou otvorenou otdzkou, ¢ podobny dolny odhad moZno dokdzaf a uplatnit
na problém rozpoznania mnoZziny, akym je napr. rozpoznanie, ¢i vietkych n vstupnych
¢isiel je roznych. Nd§ dolny odhad pre triedenie bol neddvno trochu zlepSeny v [64].**)

*) Horné odhady pre interpoléaciu uvadzaju BoroDIN a MuUNRO v [12].

**) MoZno edte doplnit visledok 2(n°) pre sudin druhej mocniny &asu a priestoru pri rozpoznavani
konkrétneho jazyka na k hlavov§ch viacpaskovych Turingov§ch strojoch [97] a v§sledok 2(n?)
@@ 3)) pre sudin &asu, priestoru a paralelizmu na jednohlavovom (viachlavovom) Turingovom
stroji [98]. Pozn. prekl.
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4.4, NP-tplnost

Tedria NP-Uplnosti je ur€ite najddleZitejSou vyvojovou etapou v teérii vypo&tovej
zloZitosti. Nebudem sa tu o nej roziirovaf, pretoZe je teraz uz dobre zndma a je i pred-
metom ucebnic. Naozaj skvelym miestom, kde si moZno o nej precitaf, je kniha Gareya
a Johnsona [31].

Trieda NP pozostiva zo vietkych mnoZin rozpoznateInych v polynomidlnom &ase
na nedeterministickom Turingovom stroji. Pokial viem, prvykrét definoval matematicky
ekvivalentnu triedu James Bennet v r. 1962 vo svojej doktorskej dizertdcii. Bennet
pouzival pre svoju triedu ndzov ,,roz§irené pozitivne rudimentdrne reldcie‘“ a v definicii
logické kvantifikdtory namiesto poéitacich strojov. Cital som tiito ¢asf jeho price a zistil
som, Ze jeho triedu moZno charakterizovat ako teraz uz zndmu definiciu NP. Vo svojom
¢ldnku z r. 1971 [18] som pouZival oznadenie £ * (podla Cobhamovej triedy &) a Karp
dal tejto triede teraz akceptované meno NP v ¢ldnku z r. 1972 [42]. Medzitym Edmonds
v r. 1965 [28] celkom nezdvisle na formdlnom vyvoji hovoril neformdlne o problémoch
s ,,dobrou charakterizdciou‘‘, ¢o je pojem v podstate ekvivalentny NP.

V r. 1971 [18] som zaviedol pojem NP-liplnosti a dokdzal som, Ze 3-splniteInost
a problém podgrafu su NP-l’lplné.*) O rok neskdr dokdzal Karp [42], Ze dalSich 21 pro-
blémov je NP-uplnych, ¢im pdsobivo demonstroval doleZitost veci. Nezdvisle na tom
a o nie¥o neskdr Leonid Levin [49] v ZSSR (teraz na Bostonskej univerzite) definoval
podobny a silnej$i pojem a dokdzal, Ze 6 problémov je Uplnych v jeho zmysle. V soviet-
skej literattire bol zndmy neformédlny pojem ,,problém preberania‘“ a Levin nazval svoje
problémy ,,univerzdlne problémy preberania‘“.

Trieda NP obsahuje nesmierne mnoZstvo praktickych problémov, ktoré sa objavuji
v obchode a priemysle (pozri [31] a tieZ [99]). Ddkaz, Ze NP problém je NP-uplny, je
ddkazom toho, Ze problém nie je v P (nemd deterministicky algoritmus s polynomidlnym
asom), iba ak by kazdy NP problém bol v P. PretoZe splnenie poslednej podmienky by
revolucionalizovalo matematickti informatiku, praktickym dosledkom NP-uplnosti
je dolny odhad. To je ddovod, pre€o som zahrnul tieto otdzky do ¢asti o dolnych od-
hodoch.

4.5. 3 P-uplnost

Pojem NP-tplnosti sa vzfahuje na mnoZiny a ddkaz, Ze mnoZina je NP-uplnd, sa
obyCajne interpretuje ako ddkaz, Ze je prakticky nerealizovateInd. Existuje vSak vela
odividne nerealizovateInych funkcii, pre ktoré sa Ziadny ddkaz NP-uplnosti nezdd
relevantny. Leslie Valiant [86, 87] definoval pojem 3 P-tiplnosti, aby pomohol napravit
tito situdciu. DOkaz, Ze funkcia je # P-Uplnd, ukazuje, Ze sa zjavne nedd prakticky
vypo¢itaf, rovnako ako dokaz, Ze mnoZina je NP-ipInd ukazuje, Ze sa zjavne prakticky

*) Problém splniteInosti pre booleovské vyrazy je problém uréit, &i existuje také priradenie nil
a jednotiek premennym vo vyraze, ¥e tento vyraz nadobida hodnotu 1. Specidlne 3-splniteInost
je splniteInost pre booleovské vyrazy vyjadrené v tvare konjunktivnej normélnej formy, pri€om
¥iadna elementarna disjunkcia neobsahuje viac ako 3 premenné. Pod problémom podgrafu mysli
autor problém, & zadany graf obsahuje kliku, t. j. Gplny podgraf. Pozn. prekl.
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nedd rozpoznatf; totiZ, ak je # P-uplnd funkcia vypocitateInd v polynomidlnom ¢ase,
potom P = NP.

Valiant ukdzal viacero prikladov # P-tplnych funkcii, ale pravdepodobne najzauji-
mavej§im je permanent celoCiselnej matice. Permanent md definiciu formdlne podobnu
ako determinant*), ale kym determinant sa d4 Iahko vypocitat Gaussovou elimindciou,
z mnohych pokusov o ndjdenie vhodnych spdsobov na vypocet permanentu za posled-
nych vySe 100 rokov sa ani jeden nepodaril. Valiant podal prvy presved¢ivy dévod tohto
nezdaru, ked dokdzal, Ze permanent je # P-tiplny.

5. Pravdepodobnostné algoritmy

Pouzitie ndhodnych ¢&isiel na simuldciu alebo aproximdciu ndhodnych procesov je
velmi prirodzené a vo vypottovej praxi beZzne zauZivané. Ale myslienka, Ze ndhodné
vstupy moZu byt velmi uZitocné v rieSeni deterministickych kombinatorickych problé-
mov sa medzi matematickymi informatikmi rozsiruje omnoho pomalsie. V tejto Casti sa
obmedzim na pravdepodobnostné (v zmysle hddzania mincou) algoritmy s polynomidl-
nym &asom, ktoré ,,rieSia*“ (v rozumnom zmysle) problém, pre ktory nie je zndmy Ziadny
deterministicky algoritmus s polynomidlnym Casom.

Zd4 sa, Ze prvym takym algoritmom je Berekampov algoritmus [5] z r. 1970 na roz-
klad polyndmu f nad polom GF (p) obsahujicom p prvkov. Jeho algoritmus beZi v Case,
ktory zdvisi polynomidlne na stupni polynému f a log p a s pravdepodobnostou aspoii
jedna polovica ndjde sprdavny rozklad f na prvocCinitele; inak skon¢i neuspechom. PretoZe
algoritmus moZno opakovat TubovoIny pocet krdt a netspe$né pripady st vietky nezd-
vislé, v praxi vZdy rozloZi polyndém v prijateInom case.

Pozoruhodnej$im prikladom je algoritmus na rozpozndvanie prvocisiel od Solovaya
a Strassena [77], podany v r. 1974. Tento algoritmus beZi v Case, ktory zdvisi polynomidl-
ne na dizke vstupu m a ddva vystup bud ,,prvoéislo®, alebo ,,zloZené &islo*“. Ak m je
naozaj prvocislo, potom je vystup urdite ,,prvocislo‘, ale ak m je zloZené, potom s prav-
depodobnostou najviac jedna polovica mdZe byt odpoved tieZ ,,prvocislo‘“. Algoritmus
sa mdZe opakovat Tubovolny pocet krit na vstupe m s nezdvislymi vysledkami. Ak teda
odpoved je stdle ,,zloZené Cislo*, uZivatel vie, Ze m je zloZené; ak odpoved je sustavne
,,prvoéislo*‘, napr. po 100 behoch, md uZivatel dobry ndznak toho, Ze m je prvoéislo,
pretoZe také vysledky by dalo kazdé fixované zloZené ¢islo m s velmi malou pravdepo-
dobnostou (menej ako 271°°),

Rabin [61] vyvinul odli§ny pravdepodobnostny algoritmus s vlastnostami podobnymi
predo§lému a pri skudkach na poditaéi zistil, Ze je veImi rychly. Cislo 2*°° — 593 bolo
za niekolko minut identifikované ako pravdepodobne prvocislo.

Jednu zaujimavi aplikdciu pravdepodobnostnych testerov prvodlisiel navrhli Rivest,
Shamir a Adleman [67a] vo svojom medznikovom &ldnku o kryptosystémoch so zndmym
kTucom v r. 1978. Ich systém vyZaduje generovanie velkych 100&islicovych ndhodnych

*) Ak A je matica rozmeru n X n, permanentom sa nazyva veli¢ina Perm 4 = ZHA‘ o(iy kde sa
sumovanie robi cez mnozinu »! permutacii na (1, 2, ..., n). Pozn. prckl.
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prvocisiel. Navrhli teda testovat ndhodné ¢&isla o 100 é&isliciach s pouZitim Solovayovej-
Strassenovej met6édy, pokym sa nendjde jedno, ktoré je pravdepodobne prvocislom
v zmysle naértnutom vysSie. Ked uZ sa ndjde 100&islicové ndhodné &islo, ktoré je ,,prav-
depodobne prvocislom‘‘ a je ddleZité vedief to naisto, moZno ho testovaf naisto za 45
sekund novym velmi vykonnym deterministickym testerom prvocisiel Cohena a Lenstru
[17] spomenutom v &asti 3.

Trieda mnoZin rozpoznateInych pravdepodobnostnymi algoritmami v polynomidl-
nom ¢ase v zmysle Solovaya a Strassena je v literatire zndma ako R (alebo niekedy RP).
Teda mnoZina patri do R vtedy a len vtedy, ak je rozpoznateInd pravdepodobnostnym
algoritmom, ktory sa vZdy zastavi v polynomidlnom ase, nikdy neurobi chybu pre
vstupy nepatriace do R a pre kazdy vstup z R ddva sprdvnu odpoved pri kaZdom behu
s pravdepodobnostou aspofi 1/2. Preto mnoZina zloZenych &isiel je v R a vieobecne
P = R = NP. Existuju dalsie zaujimavé priklady mnoZin z R, o ktorych nie je zndme,
¢i patria do P. Napr. Schwartz [71] ukdzal, Ze mnoZina nesinguldrnych matic, ktorych
prvky st polyndmy vo viacerych premennych, patri do R. Algoritmus vyhodnocuje
polynémy v ndhodne malych celodiselnych hodnotdch a vypoéitava determinant vy-
sledku. (Determinant zjavne nemoZno pocitat priamo, pretoZe pocitané polynémy by
mali vo vieobecnosti exponencidlne vela Elenov).

Je pozoruhodnou otvorenou otdzkou, ¢i R = P. Je ldkavé predpokladat, Ze dno,
s prihliadnutim na filozofické argumenty, podla ktorych ndhodné hddzanie mincou
nebude velmi uZitocné, ak sa hfadd odpoved dobre definovand ako dno alebo nie.
Pribuznou otdzkou je, &i pravdepodobnostny algoritmus (ak ukdZeme, Ze problém patri
do R) je na vSetky praktické ugely taky dobry ako deterministicky. Koniec koncov
pravdepodobnostné algoritmy modZu beZatf s pouzitim pseudondhodnych dEiselnych
generdtorov dostupnych na vi&ine pocitacov a pravdepodobnost chyby 27 1°° je zaned-
batelnd. Hddik je v tom, Ze pseudondhodny &iselny generdtor neprodukuje naozaj nd-
hodné ¢&isla a nikto nevie, ako dobre budi fungovaf pre dany pravdepodobnostny
algoritmus. V skutoénosti skusenost ukazuje, Ze funguju — zdd sa — dobre. Ale ak vzdy
funguju dobre, potom R = P, pretoze pseudondhodné Cisla si generované determi-
nisticky, takZe skuto&nd ndahodnost by koniec koncov nepomohla. Dalsia moZnost je
pouzit fyzikdlny proces, napr. teplotny Sum na generovanie ndhodnych d&isiel. Ale je
otvorenou otdzkou vo filozofii vedy, nakolko naozaj ndhodnd moZe byt priroda.

Tuto Cast uzavriem pripomenutim jednej zaujimavej teorémy od Adlemana [1]
o triede R. Je zrejmé [57b], Ze ak mnoZina je v P, tak pre kazdé n existuje booleovskd
schéma o velkosti ohranifenej fixovanym polyndmom v n, ktord uréi, ¢ Iubovolny
retazec dizky n patri do tejto mnoZiny. Adleman dokdzal, Ze to isté plati pre triedu R.
Preto napriklad pre kazdé n existuje mald ,,pocitacovd schéma‘‘, ktord sprdvne a rychlo
testuje, ¢i &isla o n Eisliciach st prvoéislami. Hdcik je v tom, Ze schémy nie s uniformné
v n; a vskutku, pre pripad 100 ¢islic nie je prakticky mozné nacrtnut, ako zostrojit taku
schému.*)

*) O dalSej teorii pravdepodobnostnych vypoétov pozri GiLL [32].
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6. Synchrénne paralelné vypocty

S prichodom VLSI technolégie, ktorou moZno poloZif jeden alebo viac procesorov
na polcentimetrovy &ip, je prirodzené rozmyslat o pocitaci budtcnosti zloZenom z tisicov
takych procesorov pracujicich spolu paralelne na rieSeni jedného problému. Hoci eite
nebol postaveny Ziadny prili§ velky univerzdlny pocita¢ takéhoto druhu, také projekty
su uZ na ceste (pozri Schwartz [72]). To motivuje siasny rozvoj velmi prijemného od-
vetvia vypodtovej zloZitosti: tedriu synchrénnych paralelnych vypoctov velkého rozsahu,
v ktorej podet procesorov je zdrojom, ktory je ohranieny parametrom H(n) (H ako
hardware) rovnako ako priestor je ohranieny parametrom S(n) v sekvencnej tedrii
zloZitosti. Oby&ajne je H(n) fixovany polyném v n.

Bol navrhnuty dost velky poget modelov paralelnych vypo&tov (pozri prehlad v [21])
tak, ako je mnoho konkurujucich sekvenénych modelov (pozri &ast 2). Ale hlavni siperi
st dvaja. Prvym je trieda modelov so zdielanou pamétou, vktorej vela procesorov komu-
nikuje cez pamif s ndhodnym pristupom, ktori maju spoloni. Bolo publikovanych
mnoho paralelnych algoritmov pre takéto modely, pretoZe redlne paralelné stroje, ked
sa postavia, mdZu byt celkom také. Ale pre matematickd tedriu takéto modely nie su
velmi uspokojujuce, pretoZe ich detailnejsi popis je prili§ nejednoznaény: Ako sa riesia
¢itacie a zapisovacie konflikty v spolo¢nej pamiti? Aké zdkladné operdcie st dovolené
pre kazdy procesor? Treba pripotitavat log H(n) &asovych jednotiek za pristup do
spolo¢nej pamite?

Preto ddvam prednost SikovnejSiemu modelu, ktory rozobral Borodin v [8] (1977);
podla neho je paralelny pogitad uniformny systém {B(n)) acyklickych booleovskych
schém takych, Ze B(n) mé n vstupov (a teda spracovava vstupné retazce di¥ky n). Potom
H(n) (velkost hardwaru) je jednoducho pocet logickych prvkov v B(n) a T(n) (%as
paralelného vypoétu) je hibka schémy B(n) (t. j. dizka najdlh3ej cesty od vstupu k vy-
stupu). Tento model md praktické opodstatnenie v tom, Ze pravdepodobne vietky redlne
stroje (v&itane tych so zdielanou pamitou) su zloZené z booleovskych schém. Okrem
toho, minimdlna velkost a hibka booleovskej schémy potrebnej na vypocet funkcie st
prirodzenymi matematickymi problémami, ktoré sa uvaZovali ovela skor, neZ existovala
tedria paralelnych vypoctov.

Nasfastie pre tedriu nie st minimdlne hodnoty hardwaru H(n) a paralelného &asu T(n)
privelmi odli§né pre rozne konkurujiice modely paralelnych poé&itadov. Specidlne pre
vietky modely je pravdivy zaujimavy univerzdlny fakt, ktory dokdzali Pratt a Stock-
meyer [58] pre jednotlivy model v r. 1974 a ktory bol v [33] nazvany ,,téza paralelného
vypo&tu‘‘: problém mdZe byt rieseny v &ase polynomidlnom v T(n) na paralelnom stroji
(s neohraniCenym hardwarom) vtedy a len vtedy, ak mdZe byt rieSeny v priestore poly-
nomidlnom v T(n) na sekven&nom stroji (s neohrani¢enym Sasom).

Zikladnou otdzkou v paralelnych vypoctoch je: ktory problém mozZno riesit podstatne
rychlejSie pri pouZiti mnohych procesorov ako pri pouZiti jedného. Nicholas Pippenger
[57a] formalizoval tito otdzku definovanim triedy (teraz nazyvanou NC ako Nick’s
class) problémov riesiteInych ultrarychlo [¢as T(n) = (log n)°®’] na paralelnom pogi-
tali s prijateInou velkosfou hardwaru [H(n) = n®®)]. Nastastie zostdva trieda NC
td istd, nezdvisle od vybraného jednotlivého modelu poditaca, a je Tahko vidiet, Ze NC
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je podtrieda triedy FP funkcii vypocitateInych sekvenéne v polynomidlnom &ase. Nasu
neformdlnu otdzku moZno potom formalizovat takto: ktoré problémy z FP s tieZ v NC.

Je moZné (hoci nepravdepodobné), Ze NC = FP, pretoZe dokdzat, ¢ NC # FP by
vyZadovalo ndhly postup v teérii zloZitosti (pozri koniec &asti 4.1.). KedzZe nevieme, ako
dokdzaf, Ze funkcia, ktord je v FP, nie je v NC, najlepsie je najprv dokdzat, Ze f jeuplnd
vzhladom na logaritmicky priestor pre FP. Takyto ddkaz je analogicky dokazu, Ze
problém je NP-iplny a md prakticky ddsledok v tom, Ze odrddza od usilia o ndjdenie
superrychlych paralelnych algoritmov pre f. To preto, Ze ak f je uplnd vzhladom na
logaritmicky priestor pre FP a f patri do NC, potom FP = NC, ¢o by bolo velkym pre-
kvapenim.

Velmi maly pokrok sa urobil v klasifikovani problémov v FP podTIa toho, ¢i st v NC,
alebo su uplné vzhladom na logaritmicky priestor pre FP (samozrejme nemusia byt ani
jedno). Prvy priklad problému tplného pre P som prezentoval v r. 1973 [20], hoci vy-
sledok som neuvddzal ako vysledok uplnosti. Krdtko nato Jones a Laaser [38] definovali
takéto chdpanie uplnosti a uviedli okolo pit prikladov véitane problému prdzdnosti pre
bezkontextové gramatiky. Pravdepodobne najjednoduch$im problémom, o ktorom bolo
dokdzané, Ze je uplny pre FP, je takzvany problém hodnoty schémy [47]: ak je dand
booleovskd schéma spolu s hodnotami jej vstupov, treba ndjst hodnotu vystupu. Pre miia
najzaujimavej$im prikladom od Goldschlagera, Shawa a Staplesa [34] je ndjdenie
(pdrnosti) maximdlného toku cez dani sief s (velkymi) celogiselnymi kapacitami na
hrandch. Zdujem prameni z dovtipnosti dokazu uplnosti. Nakoniec by som mal spome-
nif, Ze linedrne programovanie je Uplné pre FP. ZloZitou tlohou v tomto pripade je
ukdzat, Ze problém je v P (pozri [43]), po ktorej je dokaz tplnosti [26] bezprostredny.

Medzi problémami, o ktorych sa vie, Ze s v NC, su $tyri aritmetické operdcie
(+, —, * :) nad bindrnymi Cislami, triedenie, spojitost grafu, maticové operdcie
(ndsobenie, inverzia, determinant, rang), najva&si spolo¢ni delitelia polynémov, bez-
kontextové jazyky a ndjdenie minimdlneho pokryvajiiceho lesa grafu (pozri [11], [21],
[63], [67b]). O velkosti najpoletnejsicho pdrenia pre dany graf je zndme [11], Ze je
v ,,ndhodnom‘* NC (NC, ktoré dovoluje hddzanie mincou), hoci zostdva zaujimavym
otvorenym problémom, ¢i ndjdenie aktudlneho najpoletnejSiecho pdrenia je vObec
v ndhodnom NC. Vysledky v [89] a [67b] poskytuju vieobecné metddy na to, ako ukd-
zat, Ze problémy st v NC.

Najzaujimavejs$im problémom v FP, o ktorom sa nevie, ani ¢i je Uplny pre FP, alebo
je v (ndhodnom) NC, je ndjdenie najvacicho spoloéného delitela pre dve celé ¢isla.
Je mnoho dalSich zaujimavych problémov, ktoré treba zatriedit vCitane ndjdenia naj-
pocetnejSicho pdrenia alebo maximdlnej kliky v grafe (pozri [88]).

7. Budiicnost
Dovolte mi znovu pripomenlt, Ze oblast vypoctovej zloZitosti je velkd a tento prehlad
je struény. Su velké Casti tejto teodrie, ktoré som vynechal celkom alebo som sa ich sotva

dotkol. Moje ospravedlnenie patri tym, o bddaji v tychto oblastiach.

24 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 32 (1987), ¢. 1



Jeden relativne novy a vzrusujuci smer, ktory Yao [92] nazyva ,,vypo¢tovd informacnd
tedria®, je zaloZeny na Shannonovej klasickej informacnej tedrii tym, Ze uvaZuje in-
formdciu dostupnu cez prakticky realizovatelny vypocet. Tento smer Siroko aktivizovali
Diffie a Hellman [25] a Rivest, Shamir a Adleman [67a] svojimi &ldnkami o krypto-
systémoch so zndmym kItu€om, hoci jeho vypoétové korene siahaji ku Kolmogorovovi
[45] a Chaitinovi [14a], [14b]. Oni ako prvi s pouZitim teérie vypoctov vysvetlili, o to
znamend, ak sa povie, Ze jednotlivd koneénd postupnost je ,,ndhodnd‘‘. Zaujimavi
myslienku v tejto teérii uvaZzujii Shamir [73] a Blum s Micalim [7]: tyka sa generovania
pseudondhodnych postupnosti, v ktorych nasledujice bity dokdzateIne tazko predpo-
vedat pomocou predoslych bitov. Yao [92] dokazuje, Ze existencia takychto postupnosti
by mala pozitivne dosledky na deterministickt zloZitost pravdepodobnostnej triedy R
(pozri &ast 5). Skutogne, vypottovd informacnd tedria sTubuje, Ze vrhne svetlo na tilohu
ndhodnosti vo vypoctoch.

Popri vypoc¢tovej informacnej tedrii mdZeme oc€akdvat zaujimavé nové vysledky
o pravdepodobnostnych algoritmoch, paralelnych vypoltoch a (s trochou §t’astia)
dolnych odhadoch. Co sa tyka dolnych odhadov, jeden vyrazny postup, pre ktory
vidim nejaktu nddej v blizkej budicnosti, by znamenal dokaz, Ze nie kaZdy problém v P
je riesiteIny v priestore O(log n) a asi tieZ P + NP. V kaZzdom pripade zostdva oblast
vypodtovej zloZitosti velmi Zivd a som zvedavy, ¢o prinesie buducnost.

Podakovanie. Som vdacny svojim kolegom v tedrii zloZitosti z Toronta za vela
ufitocnych pozndmok a rdd, najmd Alanovi Borodinovi, Joachimovi von zur Gathe-
novi, Silviovi Micalimu a Charlesovi Rackoffovi.
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PreloZil Milan Ftdacnik

V tom, abychom opravdu bojovali a hledali,
odvrhovali dosaZené a experimentovali, odbo&o-
vali a nachazeli nové, nAm bréni jedind mocna
sila — my sami. Tahne nas to na vyzkouSené
obvyklé cesty. ProtoZe neznamé konciny &asto
odrazuji. Stavé se i to, Ze 1idé poté, co smdle

pohlédli do neprobadanych prostor, ustupuji,
ohromeni mohutnosti spatfeného. Nejvice stra-
daji prvni objevitelé, dobyvatelé nového. Nemaji
na koho se ohlédnout a v sob& ne poka?dé hned
naleznou pfesv&d&ivou oporu.
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