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VYZNAM POJMU RESONANCNI FREKVENCE PIEZOELEKTRICKEHO
VYBRUSU

Kanra KRATOCHVILOVA & JAN Tion¥, Katedra matematiky a fysiky Vyso ngwly Srojni
v beem Jiiif ZELENEKA, Vyzkumny datav elektrotechnické keramiky Krdlové

1. Uvod '

V posledni dobd se ve vysokoirekvenéni elektrotechnice stéle vice uplatfiujf
jako elektromechanické prvky piezoelektrické vybrusy [4, 18, 19]. Pro ]e]mh
poutitf ke stabilisaci kmitoétu oscildtori nebo ve vysokofrekvenénich filtrech je
nezbytné znét jejich elektrické vlastnosti. Tyto se dajf, jak zndémo, v okolf
urdité resonanéni frekvenoce znézornit jednoduchym oscila¢nim obvodem zné-
zornénym na obr. 1, ktery nazyvéme elektrwkjm néhradnfm schématem?).
Jedna jeho vétev je tvokena sériotvs zapojenym ochmickym odporem R, induké-
nosti L a kapacitou C, druhé paralelni statickou kapacitou C,, danou rozméry
vybrusu a hodnotou 'dielektrické konstanty piezoelektrické Mtky, z pif je
vybrus zhatoven3?).

- Elektrické néhradni schéma kmitajictho piezoelektrického vybrusu pi‘ed-

' stavuje tedy v podstaté dvoupél. Poviimneme-li si zdvislosti impedance tohoto
dvoupélu na frekvenci, miZeme stanovit n8kolik vyznadnych, pro dany dvou-
pél cha,rakteristickych frekvencf [1, 3, 8]. Vyjad¥en{ t8chto frekvenci pomoci
parametri elektrického ndhradnfho schématu je velmi uZitedné jednak pti roz-
bory funkce vybrusu v o§c1létorech a filtrech, ]edna.k pti samém méfeni hodnot
elektrického ndhradnfho schématu.

V daliim odvodime pisluiné vztahy za pondkud zjednodusujicich, aviak
v praxi .vesmés splnénych pedpokladi, a na jejich podklad® rozebereme fysi-
kilni vyznam jednotlivych vyznadnych frekvenci. Zejména budeme mit na

.-zheteli soumlost téchto frekvencf s funkef piezoelektrického vybrusu v osci-
latorech a vSimneme si jejich ovlivnéni paralelns a sériov® p¥ipojenou kapacitou.
Z toho vyvodime urdité zhodnoceni oscildtorii, budicich vybrus v sériové

~¢i paralelni resonanéni'frekvenci. Odvozenych vztahil uZijeme téZ ke zpfesn¥nf
zplsobu stanovovéni hodnot elektrického néghradntho schematu z rozladéni,
zplsobeného sériovd ptipojenou kapacitou za pfedpohladu velkého tlnmeni
vybrusu. Koneén$ pak si vSimneme platnosti véech pfedchozich tGvah s ohle-
dem na:mimof4dné silng tlumené vybrusy a vyJé.dI'fme viechny vyznaéné
frekvence ve formé& nekoneénych ¥ad.

2. Viznaéné frekvence nihradniho obvodu

Pro impedanci Z néhradnfho obvodu, zakresleného v obr. 1, a sestdvajicf
z redlné a 1ma.gmé.mi sloZky, lze p¥i kruhové frekvenci w odvodit tyto vztahy::

Z=R,+jX,, ' 1)

1) Podrobndji se lze s elektrickym nbhradni.m obvodem kmitajicich piezoelektrickych vybrusa
sezndmit nap¥. v knihdch Cadyho [5], Heisinga [7]), Masona [9,10] a Petriilky [12], Tam &tend}-
nalezne také odkazy na dalif literaturu. Prameny z poslednf doby jsou &datednd zachyoceny
v &léncich [14, 15, 17].

%) Velidiny R, L, C se vztahujf k A-té6 harmonické resonandni frekvenci urditého kmitu. Tato
okolnost se zpravidla zdiraziuje ptipojenim p¥sluiného indexu A, takie velitiny, vtahujici se
napt. k zékladnimu kmitu, oznatujeme R,, L;, C;. V tomto &ldnku jsme pro (z)ednoduleni vyrazl'x. .
od ptipojovéni indexu A upustili.
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A% oko]i resonandni frekvence udavaji zévislost impedance, resistence i re-
aktance resonatoru na kmitoétu. Ab?rchom si usnadnili rozbor této zavislosti,
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i | |
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Obr. 1

znzornéme prabsh impedance v kom-
plexni roving (obr. 2). Na reilnou osu
pfi tom vynégejme hodnoty resistence
R,, kdezto na imagindrni osu hodnoty
reaktance X ;. Z grafického znizornéni
je patrno, e po Fad® s rostouci fre-
kvenci miZeme definovat tyto vyznaé-
né frekvence: w,,, pro kterou absolutni

hodnota impedance je minimélni; w, (tzv. resonanéni frekvenci), pro kterou
je po prvé reaktance rovna nule a tedy impedance &isté redlnd; w,, pro kte-

rou reaktance. nabyvd maxi-
méalni kladné hodnoty; w, (tzv.
antiresonanéni frekvence), pro
kterou je reaktance po druhé
rovna nule a tedy impedance
opét Cisté realnd; w,,, pro kte-
rou. je resistance maximalni;
w,, pro kterou absolutni hod-
nota impedance nabyva maxi-
mélni hodnoty a koneéné w,,
pro kterou.reaktance nabyva
maximalni zdporné hodnoty.

Kromé& zmindnych frekvenci
se viak velmi hojné uvadéji
jestd dvé daldi vyznalné fre-
kvence, které se oznaduji jako
w, a o, Tyto frekvence jsou
odvozeny za predpokladu za- .
nedbdni tlumeni. V takovém
ptipadé impedance obvodu se
stane &isté reaktivni a bude
déna. vztahem
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Zavislost impedance Z, (plng) a jeji pi'evré,cehé hodnoty ¥, = %admita;ncé

, [ .
. (&4rkovang) na kmitodtu w je pro tento zjednoduseny pfipad néhradntho obvodu
zobrazena na obr. 3 a vyznaduje se dvéma vyznaénymi frekvencemi. Frekvenci

w,=—lm%, v (5)

pii které je reaktance vétve se sériové zapojenou 'ka.pa,citou a indukénosti,
a tedy v uvafovaném pipad®d bezeztratového obvodu, i reaktance celého ob-
vodu rovna nule, nazyvéme sériovou resonanénf frekvenci. Frekvenci

N IR V [
. w’_V—TCE—:'?f 1+Co’ “(6)

pii ni% reaktance obvodu je nekonedns velikd, nazyvame paralelni resonanéni
frekvenci. : :

Vztahy (5) a (6) povafujeme za definice s6- XY/ [
riové a paralelni resonanéni frekvence i pro ‘ !
skutelny pripad nahradnfho obvodu, kdy neza- |
nedbédvame tlumeni a R + 0. Ze zakreslenf obou )]
frekvencf do diagramu na obr. 2 vyplyva, Ze
ani jedna z nich viak nezaujimé p¥i sledovani o
prubshu zavislosti impedance nahradniho ob- | S
vodu na frekvenci Z4dné vyznaéné postaveni. / L/“_fl w
Jak ukéZeme pozdéji, prvé z nich w, padne mezi A
frekvence w,, a w,, druh4 w, mezi frekvence w,,
a w,. Ob& jsou nez4vislé na hodnotd ohmického /
odporu R a tedy i na vnitfnim a vnéj§im tlumeni
vybrusu. V daliich nadich divahéch budou mit
tlohureferenénich frekvenci, odvozenych z idea-
lisovaného pifpadu p¥i zanedbanf tlumeni a J
definovanych, jak jiz bylo fedeno, rovnicemi Obr. 3.
(5) a (6).

Vyjédfeni ostatnich frekvenci pomoci parametra elektrického ndhradniho
obvodu mohli bychom ziskati ze vztahi (1), (2) a (3). Tohoto zpisobu skutednd
uZijeme v zivéru naseho é&lénku, abychom odvodili vztahy, kterych by bylo
mo#no pouZit i pro extrémné tlumené vybrusy. V prevdZzné vét8ind praktic-
kych pHpada vystatime viak s uréitou aproximaci, kterd umozni, aby nase
dalsi Gvahy byly jednodus¥ a mnohem p¥ehledndj¥i. Je to podminéno tim, Ze
koeficient jakosti, definovany vztahem '

\\\
\
\

| Q=2

byvé u piezoelektrickych vybrusi zpravidla velmi vysoky. Za tohoto pi¥ed-

pokladu vyrazy (2) a (3) podstatn® zjednodusime zavedenfm nové proménné

timto postupem: Nejprve frekvenci w nahradime novou pomoenou proménou

@, rovnou reaktanci sériové vétve ndhradnfho obvodu a uréenou tedy vztahem
1 ‘
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Pro w z ného bezprost¥edns s pﬁhlédnutﬁn k rovnici (5) a (7) plyne

——— ’
w=&+@%+ﬁ#. ©®
\
v okoli resonance frekvence, na které se predeviim soustfedujeme, jsme
4R’ T vidi jedniéce zanedbat a tak pro rozladdni vuél sériové

resonandni frekvenci w, dostaneme

opravném VYTaZ

—w, =2
) , 0 =0, =oF. i £{10)

V uvaZovaném km1toétovém oboru kolem resonanéni frekvence w, jsme
. rovné% opravnéni reaktanci paralelni vétve se statickou kapacitou C, povaiovat
za konstantni (nezavislou na km1toétu) a oznadit ji

’ (11)

PoloZime-li dale

e
L _ g, 12
| - (12)
zfskali jsme novou proménou, kterd je imérné odchylce uvaZované frekvence
o od frekvence w,.
Pro posouzeni tlumeni plezoelektnckého vybrusu zavédime koeficient
paralelnfho tdtlumu «, deﬁnovany vztahem

ve kterém C. .
r= —c—‘,’. . (14)

mti pro celkové chovani vybrusu velmi' dileZity kapacitni pomér paraleln{
statické a sériové dynamické kapacity vybrusu.
V zévislosti na nové proménné z, definované rovnici (12), a za pomoci koefi-
cientu paralelnfho dtlumu «, definovaného rovnief (13), 1ze resistenci a reaktan-
- ci kmitajfcfho vybrusu v okoli resonanénf frekvence vyjid¥it na misto vztaht
(2) a (3) vztahy »

B 05)
el ae—1]
L= —are—1pr - 49

Tyto vztahy vzhledem k své jednoduchosti jsou mnohem p#fhodné&j&im vycho- +

. diskem nasich daliich dvah, neZ vztahy (2) a (3). Chceme-li opst zndzornit
jimi urdenou impedanci v komplexni roviné tak, Ze na jednu osu pravoiihlého
soufadnicového systému nandsime resistenci R a na druhou reaktanci X,,
zjistime, Ze rovnice (15) a (16) jsou para,metnckyml rovnicemi kruZnice, ]e]ii
obecny tvar v soufadnicich B, a X, je

’(Rz=—) + (X, +eo)=—(ﬂ) o ¢ )
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Na obr. 4 jsou zakresleny t¥i takovéto kruhové impedanéni,diagramy s vy- -
znadnymi frekvencemi pro p¥pad « = 0,1; « = 0,3, a & = 0,5. Referenénim
frekvencim sériové w, a paralelni w, resonance defmova.nym vzta.hy (5) & (6)
odpovidaji hodnoty nové proménné :

. 2, =0, =z,=1. ' (18) (19)
Z obr. 4 je také snadno patrno, %e pro resonanéni & antiresonanéni frekvenci
dostaneme redlné hodnoty, které nés vyluéng zajimaji, pokud

= 3 = w,C,R < . (20)

Obr. 4.

Tato podminka, kterd v pt{pad® rovnosti obou stran by znamenala splynuti
resonandni a antiresonanéni frekvence, je v praxi vZdy splnéna, nebot hod-
_ nota & byvé zpravidla (Fadove) mnohem menéi ne% jsme z divodu nazornosti
zvolili v naSem obrézku.

Za predpokladu platnosti vztahu (20) dosta.neme vztahy pro resonanéni
a antiresonanéni kmitodet, poloZime-li reaktanci X,, udanou rovnici (16),
rovnu nule. Vyjadiime je nejprve v proménné :

1 1 L
xr='§—,VZ——oc’:cx2, (21)

= — -_— 5 =] — x2 )
2, 2+V4 at==1—oa?. (22)
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Z téchto vztah®, pak ji% snadno piejdeme ke vztahtim pro frekvenci

. C,oR? ‘
Wy == W, (1 + 2L | | (23)
Lo ooR”)
we =\l +35 5 — —37)- N
a "( 2 00 2L | |
10 |
h
: ,
G
8 |
6 |
: {
4 i \ |
: \ \l\ \‘
I
B .
0 o f '20 x
.1 l
|
-2 ‘ ’—5.
N
.3 | I
| //
-4 )l i
| /
-5 | /
L/
- J;m “
4 -
1 N
o e R
0 ® il
-1 |
: )\ Xl
- . \\\ —
-2 -
‘ \
/ Obr. 5.

Frekvence w,, a w,, odpovidajici minimalni a maximalni impedanci, lze
urdit na p¥klad z extrémi impedance |Z| jako funkce frekvence. Pokud « je
znaéné malé (viz pozndmka za rovnicf (20)), plati p¥iblizné

T == — 0%, Zy==1+a?, (25) (26)
a odtud teprve _
C.R2
wmiws(l-— 202{), (27)
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0n == o, (1 +3 0 + C"R”) (28)

Obdobng vyhleddanim extrémii reaktance ziskdme
oy=1—0a, 2,==1+a«, (29) (30)

10 R11/C
wl_w,(l +200 —2—V ) , (31)

wz—w.(1+ 7+t V‘) - (32)

a vyhleddnim extrému resistance

a tedy

Tpy = Zp=1, C . (33)
a .

10 - )

Je samozfejmé, %e rovnice (21) aZ (34) jsme mohli téZ odvodit na zakladé
nazoru ze zndzornéni impedanéni kruZnice v obr. 4 [5].

Pokud je splnéna perovnost (20), vyplyvé z obr. 4, Ze se kmitajici piezo-
elektricky vybrus mezi frekvencemi w, a w, chové ]a.ko obvod s induktivni
reaktanci a mimo tuto oblast jako reaktance kapacitni. Pro &ffku tohoto inter-
valu AwL platf

Az, =2, — 2, =1 — 22, (35)

1C C,R? '

N do, = 0w, — 0, = w, (E-(To —-—%) . (36)
Je patrno, Ze s rostoucim koeficientem ttlumu se tento interval zuZuje. Za
poviimnuti na obr. 4 stoji také okqlnost, Ze reaktance p¥i paralelni resonanéni
frekvenci a. pfi frekvenci, vyznaujici se maximélni impedanci, nezdvisi viibec
na tlumeni. Z odvozenych vztahl rovnéZ vyplyvé jiZ uvedens skutednost, Ze
seriové resonanéni frekvence w,, definovand vztahem (5) padne mezi frekvence
®m 8 ©,, & paralelni resonanénf frekvence w,, definovanid vztahem (6), padne -
mezi frekvence w,, a ©,.

Na obr. 5 je pak pro vétsf nadzornost zakreslen jg&té pro o = 0 laa=0,3
prubséh impedance, reaktance a resistence v zavislosti na proménné z, tedy na
veliéing imérné odchylce uvazované frekvence w od w,. Je zfejmé, Ze zévislosti
jsou tim ost¥ej8i a vyraznéjsi, ¢fm je hodnota koeficientu paralelnfho tGtlumu «
men&i. Jak z obr. 4, tak z obr. 5 vyplyvé, Ze w. a w, jsou velmi blizké frekvenci
w,, & frekvence w,, w,, a W, frekvenci Wy Z obr. 5 je také jest¢ jednou bezpro-
stfedné patrny fysikalni vyznam ]ednothvych vyznaénych frekvenci.

a tedy

' 3. Pojem resonance a kmito¥tov4 stabilita vybrasu v oscilatorech

V radiotechnice jsme zvyklf u uréitého seskupeni indukénosti, kapacit a
odport oznadovat ze resonanci takovy stav, p¥i kterém se celkovd impedance
jevi jako disty odpor. Takovémuto pojeti patrnd vyhovuje resonanéni frek-
vence w, a antiresonanéni frekvence w,. V ¥adé p¥ipada je v¥ak duleZité pti
konstantni hodnot® vysokofrekvendnfho proudu, protékajicfho vybrusem,
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nalézti takovou frekvenci, pi"x které napdti na’ vybrusu je maximilni. Je to
zfejmé frekvence w,, odpovida.]ici maximu impedance, a mluvime pak o na-
p&tové resonanci. Obdobng frekvence w, uréuje tzv. proudovou resonanci,
Pti které pii konstantnim napétf vysokofrekvenéni proud protékajic vybrusem
je maxim4lnf. &

Pro funkei piezoelektrickych vybrusti v oscilitorech je rozhodujfcf, Ze
kmity vybrusu se ustdli na takové frekvenci, pro kterou fizové posunutf
proudu u vybrusu je stejné, jako v budicim obvodu [3]. V zéjmu pozadované
vysoké kmitodtové stability je 4douct tedy bmdit vybrus v ta.kové frekvencl,
kteréd se co nejméné zménou fize ovhvni Pro fazovy thel ¢ plyne z rovnic
(15) a (16)

o + x(x — 1)
~ .

tgp = — (31
Pro po_souze'ni stability bude tedy ve smyslu }/)i'edch()ziho .rozhodujici pomér ;

gxg, pro ktery z rovnice (37) plyne

dp _ 1— 2
35 {1 + [“’ + a(x — 1)] } ! #8)
(0.9

Matematickym. rozborem lze zjistit, Ze uvedené optlmalni podmince sta,blhty

vyhovuji dvé hodnoty
z,=—oab, z, =14 at, (39) (40)

odpovidajicf frekvencim

0, = o, (1 — -04%) , (41)
. oy=o, (1 e+ CaR‘) (42)

Prvé z mch o), jé jen nepatrnd men¥f, ne¥ sériové.resonanénf frekvence w,,
drubé o, nepa,trné vétsi, nez paralelnf resonanénf frekvence ,,.

v pi'lpa.dé Ze vybrus kmit4d v resonanéni &i antiresonanéni frekvenci, je
stabilita mensi. Dosazenim z, &i x, do rovnice (38) pro tento pfipad dostaneme

(512)0' = + M . - (43)

'Kladné znaménko pfi tom plati pro resonanéni, ziporné pro antiresonanéni
frekvenci. P® relativnf zménu frekvence Aw, odpovida.]ici zménd fizového
tihlu 4¢ s pfihlédnutim k rovnici (10), dile ze vztahu (43), plyne

Aw 1 ‘

— = —— Agp. 44

w — F 2Q)1T — 40?G2R? v 4

Velikost pa,ralelm kapacity tedy neblaze sniZuje frekvenéni stabilitu vybrusu.

(Dokondenf)

\
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