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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROCENIK XIl—CISLO 4

MATICOVY POCET V GEOMETRICKE OPTICE

MIROSLAV MILER, Praha

UvoD

Zobrazovaci optické soustavy se vétSinou sklddaji z vétsiho poctu ldmavych ploch.
Dokonalost zobrazeni roste s poétem ploch, nebot kazdd plocha pfedstavuje volné
parametry, které je mozno upravovat tak, aby se zlepSilo zobrazeni. Pti téchto upra-
vach méd velmi dilezitou tlohu vypodet prichodu paprskii soustavou. Tento vypocet
neni sice obtiZny, nebof uZivd v podstaté pouze trigonometrickych zdkonii, ale je
neobydejné zdlouhavy. Ani chod paprskit v Gaussové prostoru netvofi vyjimku.

V teorii linedrnich elektrickych obvodu se jiz delsi dobu s tGspéchem uzivd mati-
cového poctu. Kazdy obvod se sklddd z jednoduchych prvki, jejichZ syntézu ve
sloZit&jsi obvod je moZno snadno provést pomoci maticové algebry, nebot vystupni
napéti a proud kaZdého prvku jsou linedrni funkce vstupniho napéti a proudu.
Podobné i u optickych soustav lze pouZit maticového poctu predevsim k vypoctu
paprskil v Gaussoveé prostoru. Zavedenim matic se zdkony geometrické optiky stdvaji
mnohem prihlednéjsi a ndzorn&jsi a vypolet chodu paprsku piedstavuje pouze
mechanické algebraické obraty bez obtiZznych tvah o znaménkdch apod. Pies tyto
prednosti se jeSté maticovd metoda v optice obecn& nevzila. P¥i¢inou je snad nedo-
statek vhodn€ zpracované literatury. Publikace [1] je pro prvni sezndmeni mdlo
zplsobild. N&kolik stranek knihy [2], které jsou vénovédny témto otdzkdm, je sice
dobfe srozumitelnych, ale tato pfirucka je u nds pouze v né€kolika madlo exempldfich,
podobné jako knizka [3]. V na3i literatufe je pouze pomérné krdtkd informace ve
zndmé prirudee [4].

Tento ¢ldnek md vyplnit mezeru v literatufe a umoZnit zejména mladsim fyzikim
z oboru optiky, aby se sezndmili s touto moderni metodou v geometrické optice.

PRUCHOD PAPRSKU ROZHRANIM

Z Fermatova varianiho principu geometrické optiky plyne zndmy zdkon lomu,
vyjddfeny v nejjednodusS§im tvaru rovnosti

(1) n'sini’ = nsini,
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pfi¢emZ dopadajici a lomeny paprsek leZi v jedné a téZe roving (obr. 1a). Na rozdil
od bézné praxe budeme uihly dopadu a lomu méfit od kolmice k rozhrani, kterd md
stejny smysl jako paprsek. Potom zdkon odrazu plyne z (1) jako zvldstni pfipad,
jestlize poloZime navzdjem rovny indexy lomu obou prostfedi n’ = n, aniZ bychom
zavddéli zdporny index lomu. ObdrZime rovnici

(2) sini’ = sini,
kterd md dvé& feSeni i’ = i a i’ = —i, z nichZ pouze druhé md fyzikdlni smysl (obr.
1b), coz vyjddfime piidavnou podminkou, aby cos i’ = —cos i. Rovnice (2) spolu

s uvedenou podminkou ddvaji skutecné zdkon odrazu ve tvaru

/

3) i"'=mn—i.

Obr. 1. K zakonu lomu a odrazu.

Oba zdkony muzeme napsat spolecné ve vektorovém tvaru pro obecny pfipad do-
padu paprsku. Vektorovy tvar je velmi vhodny pfi feSeni optickych tloh. Zavedme
smérové vektory s, s’, jejichZ sméry jsou shodné se sméry dopadajiciho a lomeného
paprsku a velikosti jsou rovny indexiim lomu pfislusnych prostfedi. Necht ddle
jednotkovy vektor normdly k rozhrani je 0. Potom je moZno napsat zékon lomu (1)
jako rovnost vektorovych soucintt smérovych vektort s normédlou

sxo=s xo0.
Podle pravidel vektorového soudinu miZeme psdt téz
(s —s) xo0=0,

coZ je splnéno tehdy, jestlize

4) s —s=1T1.0.

Skaldrni souéinitel I dostaneme, zndsobime-li skaldrné ob& strany rovnice (4)
vektorem o:

%) I'=o0.s"—o.s=n"cosi’ —ncosi,
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coZ se také pouzitim (1) dd napsat ve tvaru
(6) I=[n?*-=n*+(0.5)?]* —o.s.

Proodrazje I’ = —2ncosi = —2(o.s)a smér odraZeného paprsku je dén vztahem
s"=s5—20.s).o0.

REFRAKCNI MATICE

Optickd soustava se sklddd z né€kolika rozhrani prostfedi, na nichZ nastdvd lom
nebo odraz paprsku. V nasich ivahdch se omezime pouze na rozhrani tvaru kulovych
ploch, jejichz stfedy leZi na spolecné pfimce zvané optickd osa soustavy. VySetfujme
nejprve lom na jedné kulové plose.

Paprsky — dopadajici a lomeny — jsou ddny smérovymi vektory S, §’, které maji
stejny vyznam jako v predchozi ¢dsti. Bod lomu paprsku na plose ozna¢me P a pro-
loZme jim rovinu kolmou k optické ose. V roviné je soufadnicovd soustava XY
(obr. 2). Normdla ke kulové plose o lezi na pfimce spojujici dany bod plochy P

Obr. 2. Lom paprsku na kulovém rozhrani.

se sttedem S a md smysl opacny, nez je uzivany smysl poloméru r, ktery se méfi od
stfedu S plochy k bodu plochy. Mzeme tedy psdt o = —r/r. Potom obdrZime zdkon
lomu (4) ve tvaru

(7) s=s-r".
r

Soucinitel pfi r se Casto nazyvd optickd mohutnost ldmavé plochy a znadi se &:

(8) ¢_£_n’cosi’—-ncosi
r r ’

Ddle se budeme zabyvat pouze pfi¢nymi slozkami vektort v osdch X a Y, ponévadz
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slozky v ose Z neovliviiuji lom. Za tohoto pfedpokladu mizZeme misto vektoru r
zavést vektor dopadové vysky H; zékon lomu na kulové plose pak je

(9) S=S—0H.

Zduraziiujeme znovu, Ze tato posledni rovnice plati pouze pro dvé pfiéné slozky
vektortl §’ a §, tj. ve slozkovém tvaru bude

(10) n'sina’ = nsina — ¢X,
n'sin ' = nsin f - Y,
kde a, o’ jsou uhly, které sviraji dopadajici a lomeny paprsek s rovinou YZ,
B, B’ s rovinou XZ
a X, Y jsou slozky vektoru H.

Zavedeme-li substituce n'sina’ = K’, nsina = K, n'sin’ = L, nsinff = L,
mizeme psdt rovnice (10) také takto:

(11) K =K — &X,
L =L — &Y.

Refrakéni matici, kterd popisuje lom na kulové plose, obdrZime, jestlize si uvédomi-
me, Ze pii lomu zistdvd dopadovd vyska nezménéna, tedy H' = H. Tuto podminku
pak spolu s rovnici (9) miZeme psdt v maticovém tvaru

® (5)-(56)

Ziklady maticové algebry potifebné pro nase ivahy jsou pfipojeny v priloze A.
Posledni rovnice (12) napsand pro pfi¢né slozky bude

! 1 0\ /X Y’ 1 0\/Y
(13) ) = , - .
K’ —-® 1)\K L —® 1)\ L
Odtud vidime, Ze v praxi lze V};§etfovat pouze jednu pfi¢nou slozku, nebof refrakéni
matice

(14) R = (_l(p ?)

je pro obé slozky tdZ.

TRANSLACNI MATICE

Po lomu na jedné plo3e postupuje paprsek na plochu ndsledujici. Bodem dopadu P’
na ndsledujici ploSe opét proloZime rovinu kolmou k optické ose, v niZ zavedeme
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soufadnicovou soustavu X'Y” (obr. 3). Bez ohledu na podélné slozky a rozestup obou
soufadnicovych soustav mizeme psat mezi dopadovymi vySkami vztah

s
(15) H=H+2T,
n

kde T je vzddlenost PP’. ProtoZe smérovy vektor S ind velikost rovnou indexu lomu,
musime jej délit n, abychom dostali jednotkovy vektor.

Obr. 3. Pruchod paprskli mezi rozhranimi.
Ve slozkovém tvaru rovnice (15) bude

(16) X =x+TLk,
n

Y = Y-I-IL.
n

Nyni snadno sestavime maticovy tvar translace, jestliZe opét vezmeme v tvahu,
Ze-smér paprsku se nezméni, tedy S’ = S. Pak miiZeme psét

I
(17) H\ | n|/H
()Y 1)(s)

odkud pro matici translace plyne tvar

(18) T =

H
— =N
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SYNTEZA OPTICKE SOUSTAVY

V piedchozich odstavcich jsme odvodili refrakéni a translaéni matici, které popisuji
* lom na jedné kulové plose a priichod paprsku od jedné plochy k druhé. PouZijme
nyni maticového popisu pro posloupnost né€kolika ldmavych ploch optické soustavy.

Obyr. 4. K syntéze optické soustavy.

Vysetfujme nejprve dvé po sob& ndsledujici plochy (obr. 4). Paprsek dopadd ve
sméru S; na i-tou plochu, kde vytind dopadovou vysku H,, kterd je totoznd s H; po
lomu. Lom na i-té ploe popiSeme podle (12) maticové takto:

“ ()= (o))

kde

®; = (n;sini; —n;_ysini;_,)[r.
Priichod paprsku mezi i-tou a i + 1-vou plochou je popsdn podle vztahu (17)

T,

. T
(20) Hiir) _ n; | (H;

ity 0 1/\s))"
Podobn& miZeme postupovat ddle. Sloupcové matice na levé strang (19) a pravé
stran& (20) se rovnaji. Proto miZeme pro vysledné veli¢iny H;,, S, psit

T

(21) H.., _ : h; 1 0\/H,
<sm>* 0 1 (-cp,. 1><si>'

Vyndsobime transla¢ni a refrakéni matici podle pravidel ndsobeni matic a obdrZime
tak matici pro jeden ¢ldnek optické soustavy sloZeny z ldmavé plochy a prostfedi

za ni
o+ T
(22) § = n;

_@i

|

— S
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Snadno se presvéd¢ime, Ze determinanty jednotlivych matic se rovnaji jedné a také
determinant matice (22) se rovnd jedné.

Zobecnéni daného postupu na libovolny podet ploch je snadné. Stali psdt zleva
doprava matice od posledni k prvni. Pro n ploch tedy bude

T-4 1 T.—, 1 _’Il

1
(23) (H,\ _ n,_.] /1 0 Ny_s ny ) /1 0\ /H,
S, 0 1/\-o,_,1)\0 1/ 77V 1/\-0,1)\s,

nebo symbolicky

H H
24 "N=T,_,.R,_,.T, ,...R,/( ).
(24) (sn) R T ()

Vyndsobenim obdrzime vyslednou matici

a;y a
(25) S=Tn_L.R"_1.T",.2...R1= ( 1L 12),
az1 Q32
jejiz determinant se opét musi rovnat jedné, tedy a;; .a,, — ay,.a,, = 1. Tato
podminka je vhodnou pomiickou pro zkousku spravnosti.
Pro ilustraci a k odvozeni nékterych zndmych vztah se vratime znovu k jedné

ldmavé kulové plose, kterou budeme vySetfovat spolu s prostfedim pfed ni a za ni.
Pro maticovy popis obdrZime

1 r 1 T
(26) H\ | n])/ 10 n|(H
s’ 0 1/\-o1)\0 1/\s)’
odkud vyndsobenim bude
1——<151 TI—w<1—4151)+£

@ <H') _ n n n’ n' (H)
s’ '
—-® 1—-9 Z s
n

Zavedeme sdruzené body tak, aby maticovy prvek a;, = 0 a pomér H'/[H = M.
VeliCinu M nazyvame zv&tseni, které je rovno

H’ T
(28) M=—=1-¢—.

H n'

Z podminky a,, = 0 obdrzime vztah pro vzddlenosti sdruZenych bodii

(29) P _gp_noosi —ncosi
T T , )
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coz odpovidd zndmému vztahu pro tangencidlni paprsek. PonévadZ pro determinant
plati, Ze se rovna jedné, mlZzeme psdt pfia;, = 0

(30) <1—¢§)<1—¢§>=1,

odkud pro zvétSeni plyne téZ vztah

| | M=t
(1) 1-oL
n

Za uvedenych podminek dostdvdme pro vysledny maticovy popis misto (27) rovnici
H’ ] H

(32) (M0 .
s ~-® 1/M/\S

PARAXIALNI APROXIMACE

Prvky @, T zékladnich matic maji za ndsledek nelinedrnost vztahil, protoZe jsou
rizné pro kazdy paprsek. Oba prvky totiz zdvisi na sméru paprsku. Abychom
odvodili obecné vlastnosti optické soustavy, musime se omezit na prostor paprski
tésné priléhajicich k ose soustavy. Tento prostor se nazyva paraxidlni neboli Gaussiiv
prostor. V ném pak muiZzeme pouZit pro prvky @ a T pouze prvni Eleny jejich fad.

Obr. 5. K paraxialni aproximaci.

Pii této paraxidlni aproximaci tedy polozime cos i’ ~ cosi = 1 a pro optickou
mohutnost obdrZzime

(33) dx—- =9

a podobné mizeme Sikmou vzddlenost podél paprsku nahradit vzddlenosti podél
optické osy (obr. 5):

(34) Tx~t.
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Dale je podle obr. 5 jasné, Ze misto vysky dopadu H, urcené polohou pruseciku pa-
prsku a ldmavou plochou, miZeme pouZivat vysky dopadu h, danou prisecikem
paprsku s tecnou rovinou ve vrcholu plochy. Kromé toho zavedeme dalsi aproximace
pro piicné slozky smérovych vektorii:

(35) K=nsina ¥ ne, K =n"sine ~n'a,
L=nsinBx~nf, L =nsmp ~n'f.

Q

Veli¢iny na, nf jsou pfi¢nymi slozkami smérového vektoru s a n'a’, n’a’ vektoru s'.
Refrakéni a translacéni matice pak maji tvar

(L9 )

zasadné budeme oznacovat vechny veli€iny v paraxidlnim prostoru malymi pismeny.

Obr. 6. Obecné schéma optické soustavy.

Studujme maticovy popis pro vznik obrazu optickou soustavou v paraxidlnim
prostoru. Obr. 6 pfedstavuje schéma optické soustavy. Body 4, A’ jsou proloZeny
rovinami kolmymi k optické ose. Transformace paprsku soustavou mezi obéma rovi-
nami je popsdna matici

o = ti'n a —b\ (1 —iln,
e =D )

S vyhodou volime u prvkl b, ¢ zdpornd znaménka, abychom ziskali vztahy ve znd-
mém tvaru. Maticovym ndsobenim obdrZime transformacni matici

’

/ t t tt t
a—¢c— —a—+c¢c———Db+d—

, 2.3 n' e ne n' n'\| /h
{38) ( S/ > = ' ¢ s :
A —c d+c— '
4 No "4

Povazujme nyni bod P’ za obraz bodu P, tj. paprsky prochdzejici v pfedmétovém
prostoru bodem P prochdzeji v obrazovém prostoru bodem P’, a to bez ohledu na
smér Sifeni. Polozime tedy v transformacéni matici ¢len vpravo nahofe roven nule:
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a;, = 0 a pomér h’'[h nazveme zvéteni m:

’ ’

h
39 m=—=a—c—.
() 3

’

n

Vzdélenost obrazové roviny od posledni plochy dostaneme feSenim podminky
a12 = 0

a~1+ b
(40) f=n 0
c—t~ +d

no

PouZitim vztahu pro determinant (a — ct’[n’) (d + ct[n,) = 1 ziskdme jiné vyjddieni
pro zvétseni

(41) m= Lt
d+c—t—

Ro
Nakonec dostdvame pro sdruZené roviny pfedmétu a obrazu transformaéni rovnici

m 0

0-(2e)

DileZité sdruZené roviny optické soustavy jsou ty, pro né€Z pii€né zvétseni je rovno
jedné, tzv. hlavni roviny. Jejich polohu obdrZime feSenim vztaht (39) a (41) pro

tat', jestlize poloZime m = 1. Pro jejich vzddlenost od krajnich ploch soustavy bude
platit

(43) th= g, ="t

¢imz dostdvdme zdvislosti na maticovych elementech transformaéni matice s, ,-.
Obycejné méfime polohy obrazové a pfedmétové roviny vzhledem k polohdm hlav-
nich rovin. Provedeme tedy transformaci podle vztahi

(44) t=s+ty, t'=5+ty,

odkud pro elementy matice a,,, a,, dostdvdime pouZitim (43)

’ ’ ’ ’
s t s
(45) m=a—c—=a—c——c-T=1-c—,
n' n’ n’ n'
1 t s t s
—=d—-c—=d4+c—4+cE=1+c=.
m o o 1 ny
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Potom transforma&ni matice soustavy pro vzddlenosti méfené od hlavnich rovin
bude

’

1—c> 0

(46) s = " )
S
c 1+ c¢c—
Ny

kde z ptivodnich prvki zistal jen prvek a,; = ¢. Jeho vyznam obdrZime z podminky,
Ze determinant se rovnd jedné:

<l—c§—,><1+ci>=1,
n ng

odkud plyne velmi znamy vztah pro zobrazeni

4

47) n_To_ ,
s’ s
kde maticovy prvek ¢ = n’[f’ = —n,[f. Veli€iny f a f jsou obrazovd a pfedmé&tovd

ohniskovéd vzddlenost. PouZitim prvku a,, ze (46) a (47) bude pro zvétSeni platit
vztah

’

(48) m=210

s n

Jestlize v poslednim vztahu s — oo, zvétseni m — 0 a vzddlenost obrazového ohniska
od posledni limavé plochy bude podle (39)
(49) tp=nZ=a.f
c
a podobn& pro vzddlenost pfedmétového ohniska od prvni plochy podle (48) a (41)

(50) = —nd—d.f

Z poslednich dvou vztaht vyplyvd vyznam maticovych prvki a, d, které urcuji
polohy ohniskovych rovin optické soustavy.
Dalsi zjednoduseni a idealizace zdlezi v zavedeni tenkych Cocek, jejichZ tloustka je

daleko mensi neZ ostatni rozméry. Tenkd Cocka se potom uvaZuje jako ldmavd plocha
s ldmavosti

(51) @ =(n— 1)<L—i)

ry ra

a dalsi vySetfovdni je stejné jako u soustavy ldmavych ploch.

205



VYJADRENI PARAXIALNICH VELICIN PARAMETRY SOUSTAVY

Konecné parametry paprsku po priichodu optickou soustavou dostaneme podle
maticového popisu pomoci vysledné matice (25), kterd je ddna jako souéin jednotli-
vych refrakénich a translaénich matic typu (14) a (18).

Nyni budeme vysetfovat uréeni prvki vysledné transformacni matice, tj. stanoveni
soufadnic obrazovych bodi, ohnisek, ohniskovych vzddlenosti apod. v zdvislosti
na parametrech soustavy: polomérech kfivosti Idmavych ploch, tloustkdch a indexech
lomu. Omezime transformaéni matici tak, Ze krajni matice budou refrakénimi ma-
ticemi krajnich ploch a oznadime prvky matic pismeny o, 8, y, J:

S G G [ e [ Y R [ W

Uvazujme nejprve jednu ¢ocku sloZzenou ze dvou ldmavych ploch

o (DN Cr L )
y 0 72 1/\0 1 J\y 1 ViBiv2 + 71 + 2 B2 + 1

Jak je patrno z ptilohy B, miZeme prvky transformaéni matice poklddat za Gaussovy
zdvorky. Pro transformacni matici jedné ¢ocky budou prvky vyjddfeny takto:

(54) o=py +1= [/31,?11 s
B =B =1[8],
Y =01+ v+ 72 = [0 Bl s
O =P+ 1=1[y258];

prvky transformaéni matice optické soustavy sloZené z n ldmavych ploch budou

(55) o= [ﬂn—l, Pn-1> Bu=2 -+ B1> )’1] >
p= [ﬁn—ls Vn—1> ﬂn—~2 /31] s
Y = [}’m Bu-1, "'ﬁlayL] s
0 = [Ymﬂn—n ﬂl]

Uzitim transformacni matice (37) a prvki (55) miiZzeme obdrZet vztahy pro zvétseni
(39), (41), se¢nou vzddlenost obrazové roviny (40), se¢né vzddlenosti hlavnich rovin
(43), popt. (49) a (50), ohniskovou vzdélenost apod. v zdvislosti na parametrech
soustavy y; = — ¢, f; = di/n,.

PRIKLADY POUZITI MATIC

Pro ilustraci uvadime dva priklady uziti matic v geometrickych vypoétech optic-
kych soustav. Pfiklady jsou zaddny tabulkou. Prvky transformaéni matice je moZno
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'vypdéitat bud postupnym ndsobenim matic, nebo pomoci Gaussovych zdvorek.
Z vyslednych prvki jsou uréeny polohy ohnisek a hlavnich rovin optické soustavy.

Priklad 1:

r n n’ ¢ " n—=n ¢=

45,10 1 1,54 53,2468 0,54 0,01197
—40,47 1,54 1,62 2,5 1,5432 0,08 —0,001977
0 1,62 1 —0,62 0

s @ =b\)_ 10\ /1 1,5432) 1 0\ /1 3,2468
—c d (o 1) 0 1 0,001977 1/ \0 1 '

1 0\ _ [ 0945596 4,799906
"\ =0,01197 1 —0,010070 1,006419

;1
fl=-= = 99,305
¢ 0,010070
=179 o637
[
=91 5403
C
= -9 _99.0a
C
tp =2 = 93902
c

a=a =[PP, 71] = 71817282 + 7181 + v:1B2 + 7282 + 1 = 0,945596
—b=p=[p7,, Bil = Biv2Bs + By + Br = 4,799906
—c =y = [y3 B, 72 B1> Y1) = 71B172P2vs + viBiva + viBavs + 7282y +
+ y. + y, + y3 = —0,010070
d =0 =73 B2 72 1] = By2Bavs + Biva + Buvs + Bays + 1 = 1,006419

Priklad 2:

n —n

’

ronoon ot n—n =

r
30 1 1,5 6 4 0,5 0,0167
—-60 1,5 1 10 10 -0, 0,00833
20 1 1,5 6 4 0,5 0,025
40 1,5 1 -0,5 —0,0125
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o a-b\_1 0\ /1 4 1 0\ /1 10
—c d 0,0125 1/\0 1/\-0,0251/\0 1/’

1 0\ /14 1 0\ [/ 0,521601 16,16632
"\ —0,00834 1/\0 1)\ -0,0167 1 —0,035173 0,82706

=L ogan
C
ty = —d”1=4,917
C
0= 178 13601
C
= -4 23514
C
tp =2 = 14,830
C

Priloha A
Vysetfujme dvé linedrni transformace

(A1) Zy = a5y + a2y + ay3ys Y1 = byiXy + biaxy + bysxs
Zy = ApY1 + A2); + Az3y3 V2 = byyXy + byyXy + basx;
Z3 = a3Y; + A32); X A33V3 Y3 = by Xy + byXy + bisx;

Dosazenim pravych tii rovnic do levych dostaneme z; v zdvislosti na x;

(A2) Zy = €1Xy + €1aXy + C13X3,
Zy = C31X1 + C33X5 + C33X3,
Zy = C31X; + €33X; + C33X3,

kde

(43) ¢y = ay by + agybyy + agsbsy,
€12 = ayibyy + agpby; + agsbss,

obecné

3
Cik = Aybyy + apbyy + ai3byy = Z aijbjk pro i,k=1,2,3.
i=1 .

Obdrzime tedy koeficienty c;, jako soucet parovych soucinit koeficienttl i-tého rddku
prvnich tfi rovnic (a;;, a;,, a;3) s koeficienty k-tého sloupce druhych tii rovnic
(b1xs baws bai)-
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Ulohy tohoto typu se zjednodusi zavedenim pojmu matice, coZ je tabulka s koe-
ficienty transformaci. Tak napf. mdme matici

a1 A1z Q43
A =\ay ay; a,;

dsq d3p A3z

Soutin dvou matic je definovdn prvky (43) a je moZno psit C = 4 . B, coZ znadi
symbolicky

Ci1 Ci2 - ayq Ayp .- byy by, --.
(:21 022 [P = 021 azz e ). b21 bZZ oo

Avsak dvé matice miizeme ndsobit pouze tehdy, jestlize si odpovidaji jejich rozméry.
Napt. jestliZze A4 je matice s n fadky a s sloupky, musi B byt matice s s fddky a ¢ sloupky
a jejich soucinem bude matice s n fadky a ¢ sloupky.

Casto se vyskytuji matice tvofené jednim sloupcem. PoloZme napf.

X1 Y1 Z
(A4) X = X2 ] Y= Yals Z = Z,
X3 Y3 Z3

Potom miZzeme psdt transformace (A1) a (42) v jednoduchém maticovém tvaru
(45) Z=A4.Y, Y=B.Y, Z=C.X.
Z definice plyne bezprostfedné, Ze pro maticovy soudin plati zdkon asociativni
(46) RS.T)=(R.ST.
Dostdvdame tedy
Z=A4A.Y=AB.X)=(4.B)X.
TotoZnost y; = X, y, = X,, y3 = X3 je moZno napsat v maticovém tvaru takto:

100
(A7) Y=1IX, kde I=1010
001
je tzv. jednotkovd matice.
Snadno se piesvédCime, Ze obecné neplati zdkon komutativni

(48) AB # BA ,
aviak jednotkovou matici miZeme napsat libovolng& zleva nebo zprava

I4 =AI= 4.
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Matice A se nazyvd nevlastni, jestliZe existuje takovd druhd matice 47!, kterd se
nazyva reciprokd, pro niZ plati

(49) AA ' =1=A"'4A.
Nevlastni matice md duileZity vyznam v teorii linedrnich transformaci. Opacénou

transformaci pro Y = AX obdrzime pouze v tom pfipadé, jestlize 4 je nevlastni
matice. Jestlize tedy existuje 4~ *, pak ndsobenim zleva dostaneme

(410) A'Y=A"'AX = IX = X

Snadno se dd dokdzat, Ze reciprokd matice k dané matici A4, jestlize existuje, je pak
jedind. A ddle je moZno dokdzat, Ze matice 4 (3 x 3) je nevlastni pouze v tom pfi-
padé, kdy jeji determinat je rizny od nuly

(411) ayy dgp ag3
IA[ = |4,y Ay3 433 #* 0.

31 A3z 433 |

Transformovand matice k dané matici 4 je definovdna zdménou prvki a;, prvky
Qi tedy

0412) a;p Az a3y
A" =\|ay, a,; as,

g3 Az Adszs
Z definice soucinu matic bezprostfedné plyne
(413) (A4.B)Y =B . 4.

Matice A, pro niz plati A" = A4, je tzv. symetrickd matice (a; = ay;). Jestlize jsou
ddny dvé matice stejného fddu, definuje se jejich soudet takto

(A414) o Cyp = Ay + by

Ndsobeni matice skaldrem znamend ndsobeni vSech prvki matice timto skaldrem.

Pfiloha B

M¢jme uspofddanou mnozinu prvkl ay, a,, ... a,. Pro jednoduchost se omezime
pouze na redlnd Cisla. Gaussovu zdvorku, kterou budeme znacit takto

[ag, a5, ...a,],

budeme definovat rekurentnim vztahem. Zdvorka bez prvku [ | se rovnd jedné.
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Zévorka s jednim prvkem je rovna tomuto prvku. Zdvorka obsahujici n prvka se
definuje pomoci zdvorek s (n — 1) a (n — 2) prvky. Tedy

(1) [ 1=1,
[al] =4ag,
[a, a;] =[a1]-ax +[],

lay, as, ... a,] = [ay, a5, ... 0,1] a, + [ay, a3, ... a,-,] .

Pro ndzornost napiSeme zdvorky postupné aZ do Sesti prvkii:

[‘11] =4a;

[ay, a;] = aja, + 1

[ay, az, a3] = ajaza; + a; + ay

[ay, as, a3, as] = aya,a3a, + aya, + aja, + aza, + 1

[ay, az, a3, a4, as] = aja,a3a4a5 + ajaa; + ajaas + ayaas + azazas +
+a; +a; + a;s

[a1, a5, a3, a4, as, ag] = aja,a;a,asa6 + a,a,a3a, + a,a,a5a + a,a,asa6 +
+ ajajasag + azasasag + aa, + aa, + a;ag +
+ asa, + asag + asag + 1

Zavorka s n prvky bude tedy mit tyto séitance:
1. soucin vSech prvki,

2. viechny souliny s (n — 2) prvky, které se utvoii tak, Ze se poloZi prvky po
pofddku poéinaje lichym prvkem, pfi¢emZ se musi liché a sudé indexy stfidat,
3. souciny z (n — 4) prvkl téhoZ typu, (n — 6) prvku atd.,
4. jestliZe n je sudé, pak posledni sitanec je jedna; jestlize n je liché, pak na kon-
ci je soucet prvki s lichymi indexy.
Uvedeme nékteré véty, které jsou potiebné pfi pocitani s Gaussovymi zdvorkami
v optice. Z rekurentniho vztahu plyne, Ze Gaussova zdvorka je linedrni funkci svého

posledniho prvku a matematickou indukei lze dokdzat, Ze je linedrni funkci téz svého
prvniho prvku:

(B2) [ay,...a,) =[ay,...a,_(]a, + [ay,-.-a,_2] = ai[az, ... a,] +

+ [as, ... a,] -
Odtud také vyplyvd, Ze Gaussova zdvorka je symetrickd
(B3) [ay, as,...a,] = [ay Gy-ys ... a1] .
Indukci lze ddle dokdzat, Ze Gaussova zdvorka je linedrni funkci libovolného prvku
(B4) lay, o a.] =[ay, ... ap- (] [arsrs ---an] e + [ag, ..o aoy +

+ Ayyy ... a,) .
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DuleZitym dusledkem piedchozi véty je jednoduché pravidlo derivace

0
(BS) — [ags .- a,] = [ay, ... a1 ] [a4s1s --- a,] -
da,

Gaussova zavorka je také linedrni funkci libovolné ,,podzdvorky*
B6)  [ay,...a,] =[ay, ... a] [axs1> - an] + [y, - ag— 1] [@rs25 - a,] -
Dale plati nédsledujici rovnost

lag, ... a,] [aa ...

}
a k
{[as, ... a,-1] [aa, ... an_l]‘

(B7) D, = =(-1),n>1

nebo obecnéji

E’l: Z:,]] Bi: Z:]:] l = (=" [ansas - 4]

prol < m < k.
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K PROBLEMU VZNIKU LOKALNICH SESKUPEN{ HMOT
V NESTATICKEM MODELU VESMIRU

ZpeENEK URBANEK, Praha

UvoD

Pfi studiu vesmiru jako celku mZeme s dostateCnou presnosti predpokladat ve
shodé s kosmologickym principem, Ze v dne$nim vyvojovém stadiu je hmota ve
vesmiru rozloZena homogenné a izotropné€. Metrika prostorocasu v tomto piipadé je
vyjadiena vyrazem, ktery poprvé odvodil ROBERTSON [1] a nezAvisle na ném A. G.
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