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LINEARNI PROGRAMOVANT

KAreL BLAHA, Vyzk. dstav techn. ekonomicky chemického priimyslu, Praha
JosEr MACHEK, matematicko-fysikdlni fakulta KU

Tento éldnek mé 2 &asti; v prvé z nich je struéné vyloZena nejdulezitdjsi metoda line-
arnfho programovéni a v druhé je pfedvedeno jeji uZiti na nékolika pfikladech, sku-
teénd Fedenych v praxi (pfevzatych z praxe VUTE CHP).

. 1.1 Uvod

Linearnim programovénim se rozumi fefeni tlohy maximalisace nebo mini-
malisace linearni funkce n proménnych za vedlej§ich podminek, vyjadienych
soustavou m (m < n) linedrnich rovnic a pozadavkem, aby FeSeni bylo nezapor-
né. Problém linedrniho programovani tedy je: z nekoneéného mnozZstvi moz-
nych FeSeni systému m linearnich rovnic o » nezndmych (m < n) vyhledat to
feSeni (resp. ta FeSeni, je-li jich vice), které ma vSechny slozky nezdporné,
z,=0,1=1,2,..., n, a pfi kterém linedrni funkce n-promé&nnych, f(z,, ...

n
...y X,) = 2, ¢, nabyvé podle povahy tlohy bud své maximélni nebo minimél-
=1

ni hodnoty na mnoZing viech nezapornych feseni.

Takové tlohy se vyskytuji p¥i feSeni mnohych ekonomickych a technologic-
kych otazek, jestlize jde o nalezeni optimalni varianty z mnoha mozZnych va-
riant. V druhé &asti prace se sezndmime na pifiklad s ilohou, spodivajici v nale-
zeni takového vyrobniho programu pro podélnou feza¢ku papirenského stroje,
ktery kromé toho, Ze plni planované pozadavky odbérateli, zaruduje téZ mini-
mélni technologicky nutny odpad. Budeme se také zabyvat otdzkou nalezeni
nejlevnéjsiho schematu rozvozu néjakého produktu z m zdroju s omezenou
kapacitou do n mist urdeni. K osvétleni moznosti pouziti linedrniho programo-
vani k nalezeni optimalniho technologického postupu pouZijeme p¥ikladu z vy-
roby umélych vlaken, kde budeme maximalisovat pevnost za platnosti uréi-
tych omezujicich technologickych podminek.

V takovych a podobnych tlohdch, zahrnujicich volbu optimalniho vyrob-
niho plénu, optimalniho sortimentu, tvofeni nejlacingj§ich smési pfi splnéni
specifikovanych pozadavki, optimalni rozmisténi pracovnich sil apod. je me-
toda linedrniho programovani velmi vhodnym néstrojem. Viechny tyto tlohy,
pokud nejsou rozsahlé, lze ¥esit pouhou logickou tvahou. Metoda linearniho
programovani je v8ak velmi prospéini v téch pripadech, kdy variant, jez je
tteba posoudit, je velké mnoZstvi, takZe optimalni variantu nelze pouhou
tvahou nalézt. Metoda umoziiuje soustavné vySetieni viech mozZnosti, které
mohou p¥inést zlepseni a zjisténi, zda nalezené feSeni je optimalni.

V poslednich nékolika mélo letech vénuji stiediska pramyslového vyzkumu
v CSR metod4dm linedrniho programovéani velkou pozornost a v nékterych se ji
zdaftily velmi efektivni aplikace. Z vlastni zkusenosti miZeme ¥.ci, Ze aplikace
na nalezeni nejlevnéj$ ho schematu rozvozu (dopravni problém) p¥inesly jiz
statisicové a mohou ptinést milionové éastky uspor a i ostatni aplikace, které
jsme provéadéli, se ukdzaly efektivni. Pro tento prakticky vyznam linearniho
programovani a také pro zajimavost jeho metody, vyuZivajici teorie vekto-
rovych prostort, piedkldddame tento &lanek.

V nasledujicich oddilech 1.2 a 1.3 je kratce vyloZen teoreticky zaklad dosud
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nejobecnéjsi metody linearniho programovani, tzv. simplexové metody, a jeji
lprava pro jeden zvlastni ptipad, tzv. dopravni problém. ProtozZe tato ¢ast je
Jjen piipravou pro &ast 1I, jednajici o aplikacich, neni teorie iplna. Vyklad je
zaloZen hlavné na [1]. Nerozebira se také vztah linedrniho programovéni k ji-
nym oborim (napf. k teorii her).

V ¢&asti 11 jsou metody, vyloZzené v oddilech 1.2 a 1.3, aplikovany na t¥i dlohy.
Jedna z nich je pro tento &lanek upravena, aby méla ptijatelngjsi rozsah, pod-
stata je v8ak nezménéna. Zafazeni téchto liloh mé nékolikery vyznam: 1. Je na
nich pfedvedeno, jak se na zakladé praktickych poZadavki sestavuji rovnice
pro simplexovou metodu, jak se pfevadéji nerovnosti na rovnice apod.; 2.
ulohy davaji pfedstavu o povaze problémi, jez lze simplexovou metodou fesit,
a ilustruji vyznam linearniho programovani; 3. vypodetni techniku simplexové
metody je tfeba ptizpusobit prostiedkim, jeZ jsou dostupné — v uvedenych
1lohach je pfedvedena i organisace vypoéta.

1.2 Simplexovad metoda linearnfho programovani

Je dana soustava m linedrnich rovnic o » neznamych z,, z,, ..., ,, (m < n):

1) Zanx,=bi, 1=12 ...,m

=1
Déle je ddna linedrni funkce f(z,. z,, ..., ,) » proménnych

fn

@) Heoy, @, s 20) = 2, 0%
Soustava (1) mé samoziejmé nekoneénd mnoho feseni. Uloha linedrniho pro-
gramovani zni: najit fefeni z, ..., , soustavy (1), pro které funkee f(z,, ..., z,)
nabyvé svého maxima (resp. minima, podle povahy problému) vzhledem k mno-
#iné vech nezdpornych fefeni, a které ma vlastnost x, =0, ¢t =1,2, ..., n.

Regonti, pro které by nskteré x; bylo zéporné, nem4 toti% pro tlohy feSené me-
todami linedrniho programovani smyslu; #; maji vyznam mno#stvi, rozsahu
dinnosti apod. Dale budeme mluvit jen o tloze maximalisace; bude-li tikolem
minimalisovat f(z, ..., z,), budeme uvaZovat funkei —f(z,, ..., z,) a tim pte-
vedeme tlohu na tlohu maximalisace.

M Jako vZly pti préci s linedrnimi rovnicemi, bude i zde vyhodné uZzit matico-
vého znadeni. Bademe znatit sloupcové matice (tj. skupiny redlnych disel,
uspofddanych do sloupce) tu¢nymi pismeny malé latinské abecedy, jejich
prvky odpovidajicimi normalnimi pismeny. Sloupce koeficienti soustavy (1)
oznadime tedy a, ..., a,,

Qy; 21
Qi 2
a9, = o b = | ,
ami bm
sloupec proménnych z,, ..., , oznatime pismenem x. Podet prvkid ve sloupei

vyznadovat nebudeme; slupce a;, b maji vZdy m prvki, sloupec x ma » prvki.
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Néasobeni sloupce &islem znamena jako vZdy ndsobeni viech prvki, soutet né-
kolika sloupct je sloupec, jehoz prvky jsou prvky odpovidajicich sloupct, tedy

i=1
n n
1;1 T a; = 2:1 T; Ay,
R
ig:l xi a’ml

Rovnost dvou sloupcii znamen4 rovnost viech odpovidajicich prvki, tj. a = b
tehdy a jen tehdy, kdyz a, = b, i = 1,2, ..., m. V tomto znadeni zapiSeme
soustavu (1) takto:

(1)

I

z;a,=b.

i

Jak jsme fekli, maji pro problém linearniho programovam vyznam jen feseni
x s nezdpornymi prvky, x, = 0. Takova FeSeni nazveme pripustnd. Slmplexova
metoda linedrniho programovani vyuziva téchto vlastnosti mnoziny ptipust-
nych feSeni:
Viastnost 1: Jsou-li xW, x( .. x® pFipustnd feSeni soustavy (1'), a
Y1, +-.» Y Cisla, spliiujici podminky Zy, =1, 0=y, 1 =12, ...,k pak
k
x = > y; xW je také pFipustné reseni soustavy (1').
i=1
Vlastnost 1 je ziejmé, nebot

S(3 ne)a=2n(Zaa)-

@, i=1,2, ...,n jsou prvky iefeni xW).

S -

i

Pro jednodus§i vyjadfovani v celém daldim textu definujeme nyni zdkladni
fedent: piipustné fefeni (soustavy (1’)) nazveme zdkladnim, jestlize systém
sloupeti, jimZ odpovidaji kladné prvky feleni x, {a;: z; > 0}*) je linedrné& ne-
zavisly, tj. neexistuji &isla «;, z nichZ asponi jedno by bylo rtzné od nuly
s vlastnosti 2 «; a, = 0. Zakladni feSeni maji mezi ptipustnymi feSenimi zv14st-
1:x,>0
ni postaveni, vyjadiené dal§imi vlastnostmi mnozZiny ptipustnych feseni.
Vliastnost 2: Je-li x zakladnim feSenim soustavy ( ) neIze je vyjadiit jako
linearni kombmacl rtiznych piipustnych feseni x(, ..., x{® s kladnymi koe-

ficienty y;, }_ y;= 1. Vlastnost 2 plyne z jednozna¢nosti vyjadieni vektoru
pomoci prvku base vektorového prostoru (v1z na pt. [2]). Pfedpokladejme totiZ,
%e existuji ptipustna Fefeni x®, ..., x<p>,§1 v, x) = x, kde ¥; jsou kladna ¢&isla,
~ #)Slozané zévorky {g;: ...} oznaduji mno¥inu, jelj—imii prvky jsou sloupce a; splitujici podminku,

oznadenou za dvojtetkou, v nasam piipads tedy mnoZinu sloupet, jimz odpovidaji kladné prvky
feSeni.
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»
spliiujici podminku > y, = 1. ProtoZe vSechna y; > 0 a viechna z{ = 0
=1
(@ je i-ty prvek x?), musi byt 2 = 0 pro viechna i, pro kterd z, = 0
(x; je -ty prvek x). Protoze x(V ..., x{) jsou ptipustns feSeni, musi pro viech-
naj=1,2, ..., ptedy platit

Z xi(j)aizb;

iix;>0

vzhledem k jednoznaénosti vyjadfeni b pomoci linedrné nezivislych sloupct
musi byt 2V = 2® = ... = 2P = 2, pro vsechna i, ¢&ili x% = x pro vSechna

]
D
Viastnost 3: Kazdé piipustné feSeni x lze vyjadtit ve tvaru x = >, v; xU), kde
i=1

x ..., x?) jsou zékladni feSent,

Vlastnost 3 plyne ze skutednosti, Ze pro kazdé piipustné feSeni x, které neni
zékladni, je systém {a, : ; > 0} linedrné zavisly. Ozna¢me mnozinu index 7,
kterym odpovidaji kladné prvky feSeni x, symbolem I, tedy I = {3 : 2, > 0}.
Je-li x pfipustné, ale nikoli zdkladni fe$eni, existuji konstanty y,, 7 € I, takové,
e > y, a, = 0. Pro libovolné ¢ tedy plati rovnice

i

inai+t27iai=b:
iel iel

to jest
ZI (@ +ty)a,=b,
le

a pravé tak rovnice

> (@ —ty)a,=b.
i(I .

Oznadime-li x Fefeni, které méa prvky z® = 0 pro iel a 2V =, + ty,
proi e I, a x®) fefeni 8 prvky z® = 0 pro ¢ ¢ I a a® = x, — ty; pro i € I, pak
x =} x® + 3 x?), ProtoZe z, > 0 pro i € I, 1ze zvolit ¢ tak malé, aby v¥echna,
x, 4 ty; byla nezépornd, &ili x¥) i x® piipustnd Fefeni. Zvolime-li ¢ tak, aby
min (2; — ty;) = 0, tj. aby alespon p¥i jednom ¢ € I bylo x;, — ty, = 0, pak je
x vyjadieno jako linedrni kombinace dvou p¥ipustnych Yeseni, z nichZ aspoi
jedno mé aspoti o jednu kladnou slozku méné. Obé tato feSeni miZeme stejné
rozklddat dale, aZ postupnym snizovéanim poétu kladnych prvka v fesenich
dostaneme sam4 FeSeni, jejichz kladné prvky budou odpovidat navzajem li-
nearné nezavislym sloupcim a;. V nejhorfm pfipadé to bude tenkrat, aZz
kaZdé feSeni bude obsahovat jediny kladny prvek.
n

Vlastnost 4: funkce f(x) = » c&; nabyva na mno#iné piipustnych ieSeni
1=1

soustavy (1) svého maxima v nékterém (nebo v nékterych, je-li jich vice) ze
zakladnich Yeseni; jestlize nabyva téZe maximalni hodnoty pro nékolik zaklad-
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nich Fefeni, pak nabyva téze hodnoty na mnoziné viech linedrnich kombinaci
téchto zakladnich feSeni s nezdpornymi koeficienty s jednotkOVym soudtem,

Prvni tvrzeni vyplyne z této tvahy: predpokladejme Ze f nabyva v bodé x,
ktery neni zakladnim ¥efenim, hodnoty A, vét&i nez je hodnota f pro viechna
zékladni FeSeni xW), ..., x@®), ProtoZe x neni zékladni feSeni, 1ze je — podle
vlastnosti 3 — vy]adrl’c ve tvaru

D
X :j—zl v X0,

«

P
kde x'W jsou zékladni feSeni, y; nezdporns ¢isla, jzlyj =1.

n

n P Ir )
1=Z ¢ ( Z Yj x‘l) _Z Y (Z G i) < A _Z Y= f(x)

i=1

MH

f(x) =

i 1

takZe predpoklad f(x) > £( x(J’ ) pro vSechna zékladni feSeni x4 ptivedl k ne-
moZnému dusledku f(x) < f(x).
Druhé tvrzeni se ovéii jednoduse: necht f m4 pro zakladni feseni xV), ..., x&)
stejnou hodnotu 4, necht y,, ..., y, jsou neziporni &isla, jejichZ soudet je
K

-5 G
roven 1. Oznadme X _12‘17j x0),

=

yield) = 2 % Z o af) = Z ¥; H(x9) =

Vlastnost 4 ma pro Feseni problému linedrniho programovani zékladni vyznam.
Plyne z ni, Ze k nalezeni feSeni x, maximalisujiciho f, stadi vySettit vSechna
zakladni FeSeni, kterych je koneény podet (tolik, kolik linedrnd nezivislych
systému lze sestavit z vektort ay, ..., a,) a vyhledat ta zdkladni FeSeni, p¥i
nichZ f je maximalni. V8echna FeSeni, maximalisujici f — budeme jim ¥ikat
optimdlni feSeni — dostaneme pak jako linedrni kombinace zikladnich opti-
malnich feseni.

A pro rozhodnuti, zda dané zakladni feSeni je optimalni, & nikoli, existuje
kriterium, které nalezl Lehmke (viz [1]). Toto kriterium zni:

Budiz x zdkladni feSeni soustavy (1'). Jestlize v x je pravé m kladnych (ne-
nulovych) prvki z;, pak systém {a,:x; > 0} je basi prostoru sloupci s m
prvky. JestliZe v x je méné nez m, feknéme p kladnych prvki «;, doplnime
systém {a;,:x; > 0} m — p dal§imi sloupci a; tak, abychom dostali basi.
Oznadme tuto basi U, mnozinu indexu jejich prvki I,

I={i:a,eU}.
Soutadnice vektoru a; v basi U oznadme &, ..., &nj, tedy

a,=>&;a;.
iel

FM:!
IIMN‘

f(x) = { gZ y; xW) =

=1

Jestlize nyni:
(a) ¢ — Se ¢,; < 0 pro viechna j = 1, 2, ..., 7, pak FeSeni x je optimalni (tj.
i

f nabyva v x své maximalni hodnoty),
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(b) mezi 1,2, ..., n existuje k tak, Ze
chk > 0 a pfi tom &y = 0 pro viechna i ¢ I, pak f je na mno%ing

Véech prlpustnych feSeni neohranidend shora (tj. maZe nabyvat libovolng
vysokych hodnot — k libovolnému M existuje pripustné feSeni xy sou-
stavy (1') takové, Ze f(xy) > M);

() mezi 1,2, ..., n existuje k tak, Ze ¢, — Zcka > 0 a ptitom existuje v I

aspon ]eden index 1, pro ktery & , > 0, pak Ize hodnotu f zvysit pfecho-

dem od Feseni x (ve kterém bylo z, = 0), k fefeni x1) (ve kterém zvolime
za z, vhodnou kladnou hodnotu), a tim se ptiblizit k optimalnimu FeSeni.

K ovéfeni platnosti tohoto kriteria vypotteme, oé se zméni hodnota funkce f,
kdy% néktery z nulovych prvku x, feknéme z,, nahradime kladnym éislem ¢.
ProtoZe x je feSenim soustavy (1), je

Zx, a=>b

el

(ptipometime, Ze I = {i : a; ¢ A}, kde U je base prostoru sloupci s m prvky,
ziskané ze systému {aq;: z; > 0} ptipojenim potiebného podtu sloupcu) Pii-
&tenim a odedtenim ta,(a, € A) na levé strand se rovnost neporusi, takZe

tak—[—Exiai—tak: b.
fel

Vyjadtime nyni a, pomoci prvki base U:

tak+zxiai_—t2§ikai: b,

iel iel
tj.
ta, +i21 (; — &) a;=b .
QOdtud plyne, Ze x® = (2, ... x@)
sprvky i) = x, — t&, proiel
) =t
a /=0 pro iel,i+k

je rovnéz feSeni soustavy (1). Aby x®) bylo pfipustné feseni, musi byt z¥ejms

(3) t < min G .

B&>0 Sk
A hodnota f v i‘eéeni x) je

fx(l‘)‘Zc x‘l)—ct+Zc a = o + 2 (x — t&y) ¢ =

iel
=l + 2 oe —t 3 Eo = f(x) +Ho — 3 Euc)
takze prlrustek funkee f pfi piechodu od xk x(sz, = t), tj. p¥i zvétsenix, z 0 na

t,je t(c, — Z&uc;) = tA,. Je-li A, <0 pro viechna k=1, 2, ..., n, pak zre]mé
nelze zvy8it hodnotu f vsunutlm zadné nové kladné slozky do tedeni x. Je-li
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pro nékteré k A, > 0, pak lze vsunutim nenulové slozky z, = ¢ hodnotu f
zvySit, aby v8ak nové feSeni bylo pfipustné, musi byt z; — ¢&, = 0. Jsou-li
viechna &, < 0, nepfedstavuje to Zadné omezeni a volbou dost velkych ¢ lze
f libovolné zvétsovat, je-li nékteré &, > 0, pak je maximalni mozné zvétseni
omezeno nerovnosti (3).

Pro minimalisaci funkce f(z) aplikujeme uvedené kriterium na funkei
n

—f(x) =.Z (—c¢;) x,. Dosazenim koeficienti —c; na mista ¢, do nerovnosti

v kriteriu_optimélnosti, dostdvame tato pravidla pro minimalisaci funkce f(x)
(a) Jestlize ¢; — S, &; =0 pro viechna j = 1,2, ...,n, pak funkce f(x)
icd

nabyva v x své minimalni hodnoty;
(b) jestlize existuje takové, k, Ze ¢, — > ¢; &, < 0 a p¥i tom &, < 0 pro
: ied

viechna ¢ ¢ J, pak f(x) je na mnoZiné viech pfipustnych feSeni neohranidena
zdola;

(c) jestlize existuje k tak, Ze ¢, — Z ¢; & < 0 a pritom v J existuje alespon

le
jeden index ¢, takovy, Ze &, k > 0, pak lze hodnotu f zmensit pfechodem od
fedeni x k feSeni x() ve kterém za x, zvolime vhodnou kladnou hodnotu.

Simplexova metoda spoéiva vlastné v opakované aplikaci Lehmke-ho
kriteria optimélnosti feSeni, pfi demzZ se soustavné piechazi od jednoho zaklad-
niho feseni ke druhému jakymsi itera¢nim postupem, kondicim v koneéném
poétu krokt. V kazdém kroku se aplikuje Lehmke-ho kriterium, dokud ne-
nastane situace a) nebo b), tj. dokud kriterium neukaze, Ze bylo dosaZeno opti-
malniho FeSeni, nebo Ze lze dosdhnout libovolné vysokych hodnot.

Simplexovou metodu lze bez komplikaci aplikovat jen tenkrat, kdy% prava
strana rovnice (1) — tj. sloupec b tvoii s libovolnymi m — 1 sloupci z levé
strany linedrné nezavisly systém, tj. jestlize k vyjadfeni sloupce b je tieba ne
méné nez m raznych sloupci a,. Ma-li soustava tuto vlastnost, fikame, Ze jde
o nedegenerovany problém. Predpokladejme tedy, Ze soustava (1) tuto vlast-
nost ma. (Dale bude platnost simplexové metody rozsifena i na jiné piipady,
takZe v praxi neni t¥eba ovéfovat, zda piedpoklad je splnén.) Pak kazdé feSeni,

tedy i kazdé zakladni feSeni x = (z,, ..., x,) musi mit pravé m nenulovych
prvki =z, Vyjde se od n&jakého zikladniho fefeni x(© = (z,©@ ... z®).

Viechny sloupce a; se vyjadii pomoci prvki base U© = {a,: 2 > 0}, a; =
=2 &9 q, kde J© = {i: a, ¢ Y©}. Aplikuje se Lehmke-ho kriterium; jestlize

jed(™
je zjisténa situace (c) z kriteria optimélnosti, &éili existuje-li k tak, Ze ¢, —

— 2 ¢, £9 > 0 a ndkteré &¥ > 0, pak se piejde k novému Fefeni x =
€J()

= (@, ..., 2W) s prvky .
a) = g — . E0 proie IO
x]((l) =1,
2V =0 pro iel® i +k,
) (0)
kde ¢, = min % Vhledem k této volbs t, jeden prvek feSeni z(0) se stane

: (0)
B k>0 "Sik
rovnym nule a naopak #, dive nulovy nabude hodnoty #,. Index ,,vyyazeného*‘
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prvku oznadime r. Jestlize existuje takovych k nékolik, zvoli se kterékoli
z nich, je vSak piirozené volit to, které dava maximalni ¢, - ; ¢, &9,
=Je)

F Systém UM = {a,: 2V > 0} tvoii opét basi; obsahuje pravé m prvka (nebot je
piipustnym FeSenim soustavy (1’), kterd je nedegenerovana) a je linearné ne-
zavisly. Kdyby totiz nebyl linearné nezavisly, bylo by mozno zapsat sloupec a,
(ten, ktery je novy v basi) jako linedrni kombinaci ostatnich sloupct a; z AW,

a, = Z Yi ai ’
ieJ(Mifk)
kde aspoti jeden koeficient y, & 0, IV = {1 : a; ¢ (1)), Aviak odedtenim tohoto
vyjadreni-od vyjadieni a, v basi Y dostaneme

E S @; — Z i @ = Z a(éy — ) + 0.6, =0,

ied® ieJ),ixk ieJe),i%r )
kde O zna¢i sloupec m nul. ProtoZe viak A® je linedrnd nezdvisly systém, ply-
nulo by odtud, Ze viechny koeficienty v tomto vyjidieni nulového vektoru
jsou rovny 0, coz neni mozné, nebot &,, je kladné &islo (podle volby 7).

A protoZe systém A1) je basi, je moZno opakovat s feSenim x(1) tyZ postup.

Souiadnice E,‘,l pro vyjadieni prvku a; v nové basi Y(*), jez potiebujeme k apli-
kaci kriteria optimalnosti, jsou ddny — podle pravidel o zmé&né base — vyrazy

() (0) (0) Ei?) ; 1) Ei?)
(4) Eijzfij—"tik&_ok pro i * k, Eki:ng)’

a lze je tedy jednodusSe vypotitat ze soutadnic prvku g; ve staré basi. Vypodet se
upravuje schematicky do tabulky, jak bude predvedeno v piikladech &asti II
této prace.

Jestlize problém je degenerovany, ¢ili, jestlize sloupec b tvofi s nékterymi
m — 1 sloupci g; linedrné zavisly systém, miZe se stit, Ze po nékterém —
fekn&me p-tém — kroku netvo¥i systém U®) = {a,: 2% > 0} basi, ¢&ili podil

zp= /g

nabyvé téie miniméalni hodnoty pro vice neZ jednu hodnotu ¢. Charnes v [3]
dokazal, Ze i pro degenerované problémy vede simplexova metoda k cili, do-
plni-li se pravidlem (jez uvedeme bez diikazu jeho platnosti):

Jestlize z® = 0 pro n&kolik indext ¢ e I(°-V), vytadi se z base Y*-V prvek a,

8 indexem
r = min {j : % = min {%, lelIr-1) fo) = 0}}
. ik 1k

Timto pravidlem je vyfesen problém degenerace.

Zbyvé jesté otdzka, jak najit vychozi zdkladni feSeni x© a jak stanovit sou-
fadnice Ei;’) — dale uz se pokraduje mechanicky podle vyrazi (4).

Stanoveni vychoziho fefeni by vyZzadovalo vyhledani m linearné nezdvislych
sloupcii a;, feSeni soustavy linedrnich rovnic, a uréeni soufadnic &,; feSenim

dalsich soustav linearnich rovnic. Témto pracnym vykonim lze se vyhnout
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vhodnym roz§irenim soustavy (1) a ipravou funkce f(x). Soustava (1) se nahra-
di soustavou

n m
(5) leai —{—anﬁ e=>b,
i=1 j=1
kde e; jsou jednotkové vektory — sloupce s m — 1 nulami a jedni¢kou na
J-tém misté:
1 0 0
0 1 0
€ = : , €3 = O s y € = :
s | 0
0 0 1
Vychozim zakladnim FeSenim soustavy (5) je pak zFejma
2@ =0 proi=12 ...,n,
xl(lo-r-l = bl s
x.(lolz = by,
........... atd., 2 = b, .

Soutadnice Ei(j‘” jsou 5;‘,9) = -

Avsak x,,q,... 2., jsou pomocné proménné, které ovSem nesmsji v koned-
ném feSeni mit kladnou hodnotu, nebof nemaji praktického smyslu. Aby uréité
v pribéhu feSeni proménné z,.; nabyly nulovych hodnot, upravime funkei
f(x) na

m

Fx) = 2 et 2 (=) 20y,

kde za —M zvolime velmi nizkou hodnotu, napf. —(107) (nepracuje se vSak
s ¢iselnou hodnotou, ale se symbolem). Pak uréité jakékoli feSeni, obsahujici
nékterou z pomocnych proménnych, bude mit daleko do optimalniho.

Vlastnost 5: v jednom z ptrikladi ¢asti II bude ptileZitost vyhodné uzit na-
sledujici vlastnosti, jez naopak umoZiuje redukei soustavy — sniZeni poétu
proménnych:

n4-8

Funkee f(x,, ..., z,.,) = Z ¢;x; nabyva na mnozing p¥ipustnych feSeni sou-
=1
stavy
n 8
(6) 21 Z; a; +jzlxn+,~ a,;=>b
i= <

maxima pfi stejném x, jako na mnozing pripustnych feSeni soustavy

) Saa=b,

n

. n
jestlize kadé a,; = 2 7Y a,a ¢, <1§"‘ G c,.
ist =1

36



Tato skutednost je téméf ziejma: budiz x jakékoli optimalni Yeleni soustavy
(7), ¥ jemu odpovidajici base prostoru sloupcit s m prvky, I = {i: a;e U},
&,; soutadnice prvku a v basi 2. Pro jakékoli j > = je

cj_iZélJcl—c _Z(z‘y(’)g.l) ¢ _C ’_'271)205,!

Pro jakékoli I =< n je vSak Die 76.£1 = ¢, nebot §; jsou soufadnice vektoru a,
v basi %, odpovidajici optimalnimu ¥efeni, takie ¢, — i1 ¢& < 0 pro
viechna I. Tudiz

n

Z J’ch.lsc —Zyl>c.<0

Posledni nerovnost plyne z ptedpokladu ¢; < Z y8c,. Podle kriteria optimality

tedy vsunutim slozky ; s 7 > n s nenulovou hodnotou do feseni lze hodnotu f
jen zmendit; v koneéném FeSeni budou mit kladnou hodnotu jenz; 8 ¢ < n.
Proménné, jim# odpovidaji sloupce koeficientii, rovné linedrnim kombinacim
jinych sloupcﬁ a ve funkei f koeficienty mensi nez pfisludnd linedrni kombinace
koeficientd, lze tedy vypustit od po¢idtku z feSené soustavy.

1.3 Dopravni problém

Jednou z nejstarsich Gloh linedrniho programovéni je tzv. dopravni problém.
Tato uloha se také stile ¢asto vyskytuje v aplikacich. Jeden prakticky nume-
ricky piiklad feSeni dopravniho problému je uveden v &asti II. Pro feseni do-
pravniho problému lze simplexovou metodu upravit na zvlast jednoduchy
postup. Priklad v ¢asti II bude timto postupem fefen. V tomto oddile bude jen
provedena tprava simplexové metody pro feSeni dopravniho problému, v pod-
staté zpisobem navrzenym v [4].

\% dopravmm problemu bude vyhodné znadit proménne dvéma indexy,
4, $=1,...,m,j=1,...,n. Dopravni problém spoéivd v minimalisaci
funkce
(8) f(x) = f(xll? e mn

n
2 ¢

=1

Ms

]
-

na mno#iné nezdpornych fefeni soustavy

9) izlx,.jzpj,j: 1,2,....n,

n

€Xr.. = .7’1::1,2,... m
z ij 4q; ) ’

i=1
kde p; a g; jsou dan4 ¢isla, sphiiujici podminku

n m

(10) 2. p; =iZ g -

Prakticky smysl dopravniho problému je tento: &isla ¢,1 =1, 2,...,m
predstavuji kapacity m zdroji uréitého produktu, &sla p; spotiebu tohoto pro-
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duktu v n mistech. Cislo x;; zna¢i mnozstvi, jim# piispiva i-ty zdroj ke kryt
spdti'eby j~tého mista spotteby, a které tedy bude dopravovano z mista ¢ do
mista j. Predpoklada se — pii zde uvedené jednoduché varianté dopra,vmho
problému — Ze zdroje jsou schopny pravé kryt spotiebu, Ze mnoZstvi vyrobené
za jednotku dasu je v tomtéZ $ase spotfebovano. Cisla Gj, predstavuji naklady
na dopravu jednotky mno#stvi produktu ze zdroje ¢ do mista spotteby j. Regit
dopravni problém znamenda tedy stanovit optimalni schéma rozvozu, schéma,
mlmmahsu]lm celkové dopravm naklady Zdanlivé je to ]ednoducha uloha,
aviak pFi vétsim podtu’ zdroji i mist spotfeby je bez uZiti metody linearniho
programovani prakticky nefeSitelné.

Vzhledem k podminge (10) je v soustavé (9) jedna rovnice piebyte¢na a lze ji

vynechat Reknéme, %e vynechame posledni rovnici Z Tpj = ¢ Matice koefi-

cientd této soustavy ma zvlastni tvar:

pravé

Tyyg--- Ty | Ty Tog---Ton | - -+ Zy-1,1%m-1,29* - “Tm—1,n Tl Tmg -+ Tmp strana
10 ...0]10 ...0 10 ...0 10 ...0 Dy
010...0/010..0 010 ...0 010...0 De
00 ...01]0 ....01 0 ... 01 0 ..... 01 Pa
11....1[0...... 1 , 7
0 ...... 0(11....1 . s
0 ...... 0 0 ..... 0 .

11....1 I

Nevyplnénd mista zaujimaji nuly.

Z tabulky koeficienti je ihned vidét, Ze sloupec koeficientl pii proménné z,
slozen ze dvou jednotkovych vektorid, pod sebe napsanych, jednoho n-rozmér-
ného a jednoho m-1 rozmérného:

e
( (m)) proj=1,2,...,nt=1,2,....m— 1

) e.‘n)
a Ky = (O)(m)) proj—1,2,....m,

kde e‘“) je sloupec s 7 prvky s 1 na j-tém misté a s nulami na vSech ostatnich,
e‘m je sloupec s m-1 prvky, s 1 na ¢-tém misté a s nulami na v8ech ostatnich,

O(=) je sloupec m-1 nul.
Soustava (9) v tomto znadeni je

m n P(n)
(11) | 2 2 @, ky = (q(m)).

i=1 j=1
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Predpoklédejme nyni, Ze problém je nedegenerovany, tj. Ze pravou stranu rov-
nice (11) nelze zapsat jako linedrni kombinaci mensiho poétu sloupci k; nez
m + n— 1, coz je pocet linedrné nezdvislych rovnic (pravou stranu nelze li-
nearné vyjadiit mensim poétem sloupct k; nez m + n — 1), takie kazdé z-
kladni feseni rovnice (9) mé pravé m + n — 1 kladngch prvki ;.
Vyjdeme od jakéhokoli zakladniho feSeni x(@ = {2{9),..., 20},
Systém K© — {k,: x:,“) > 0} tvoii basi; oznaéme
IO = {i: k; e KO} .

Vzhledem k povaze sloupci k; musi se kazdé ¢ < m vyskytovat ve spojeni
s nékterymi j jako prvni index u nékterého prvku base K© a ka’dé j = n ve
spojeni s nékterymi i jako druhy index n&kterého prvku base K. Jinymi
slovy: ke kazdému 5 existuje j takové, Ze k; ¢ K ©) 5 ke kazdému j existuje 7 tak,
ze k; € K©. Kdyby totiz tomu tak nebylo a napt. s = 1 by se nevyskytovalo
jako prvni index u nékterého prvku systému K@, byl by systém K slozen ze
samych sloupcii s nulami na prvnim misté a nemohl by tedy byt basi, nebot
zadny sloupec s prvnim prvkem nenulovym by nemohl byt vyjadfen pomoci
sloupci systému K©

Najdeme nyni vyjadfeni libovolného sloupce k; pomoci sloupci z K ©), Ve
sloupci k; musf byt na j-tém a (n 4 9)-tém misté 1, jinak nuly. V K© uréité
je sloupec s prvnim indexem 7, reknéme k; a sloupec s druhym indexem j,
feknéme k,, ;. Soudtem téchto dvou sloupct vznikne sloupec k; —+ k,;, ktery
mé 1 na misté j-tém, [,-tém, (n 4 k,)-tém a (n 4 ¢)-tém. Abychom dostali k;,
musime odeéist sloupec s 1 na /,-tém a (n + A,)-tém mist8, tj. k. Je-li k,; €
€ KO, je tim vyjadreni hotovo:

kij = klll + khxi - khlll :
Jestlize ky,, neni prvkem KO, pak uréité jsou v KO prvky k, , ky,; jestlize je
v KO ik, ,, je vyjadieni
ki = ky, + Ky — ki, — ki, 1 Ky, -

Jestlize k,, neni v K, opakuje se postup. Vyjadieni mlZe uzit nejvyse
m -+ n — 1 prvku.

Z téchto vyjddreni je vidét, Ze soufadnice &5 sloupct k; v libovolné basi,
sestavené z k;;, jsou rovny jen —1, nebo 0, nebo +1. Dosadime-li tyto soutad-

Lo 'n - '

.., dostaneme:

m
nice do kriteria pro minimalisaci funkee f(z,,, ..., 2,) = > > Ciisj,
i=1j=1

Jestlize prvek z{® v feSeni x(® ma hodnotu 0, pak znamenim, %e hodnotu
f(x©) 1ze sniZit prifazenim kladné hodnoty prvku z{ je splnéni nisledujicich
nerovnosti: v pfipadé, Ze k;; je vyjddren pomoci t sloupct, ky,, k

(12) , Cj — Cy, T Gy, — Cpp,; <O

v piipadé, Ze k;; je vyjadien pomoci péti sloupcii

(13) Cij — Cit, + Cpyt, — Chyt, T Cpyg, — €45 < O,
atd. '

JestliZze viem nulovym prvkim v x© odpovidaji nezaporné rozdily typu (12),
(13), atd., pak FeSeni x( jiz je optimalni (tj. minimalisuje f(x)).

il 1j? khxl,
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O tom, zda dané feSeni je optimélni, & ne, se tedy rozhoduje podle vyrazi
typu (12), (13), atd. Je Zadouci mit néjaké pravidlo pro tvofeni takovych rozdi-
Ii. A v ptipad® nedegenerovaného dopravniho problému je toto pravidlo zcela
jednoduché.

Vychozi FeSeni se sestavi do tabulky, jejiz fadky (v poétu m) odpovidaji
zdrojam, sloupce (v podtu n) mistim spotfeby. Na prusediku i-tého radku a
j-tého sloupce stoji xf,") — velikost dodavky ze zdroje ¢ do mista j ve vychozim
fefeni. Ve stejné tabulce se vyznadi dopravni ndklady c¢; — cena dopravy
jednotkového mnozstvi z mista ¢ do mista j. V této tabulce se néjak oznaéi
pole (¢, §), na nichZ v tab. fefeni stoji kladné &islo. A pfipomeneme si: stoji-li na
poli (¢, 7) kladné &islo, sloupec k; je v basi K. Déle: pole (s, j) a (¢,1,) jsou
v tomtéz fadku, (¢,§) a (hy, j) v tomtéZ sloupci tabulky, zrovna tak (k,,j) a
(hy, 1)), atd. Odtud plyne: sloupec k; je vyjidien pomoci tii sloupcu k, ,
k., k;, , jestlize na odpovidajicich polich stoji kladné prvky, jestliZe 1ze z pole
(¢, j), obsazené nulou, obejit obdélnik, jehoz vrcholy jsou pole (3, 1,), (A, j),
(hyl,), obsazena kladnymi &isly

sl. j sl. 1,
fadek 1 ;=0 ————— 1, >0
radek h, Ty; >0 ———— Xy, >0

Neexistuje-li takovy obdélnik, je nutno hledat sloZitéj8i cestu s kladnymi &isly
z;; ve vrcholech, napt.:

z;, >0

Zy; =0 —
{ Ty, > 0

Zypg, >0

Ty, >0 — Ty, > 0

A pro kriterium optimélnosti se berou hodnoty dopravnich niklada c;; z vrcho-
la takové cesty se stiidavymi znaménky. Tento zpisob feseni nalezl jako prvni
Nozi¢ka [5], avSak zcela jinou cestou, geometricky, bez uziti simplexové me-
tody.

Kde se dopravni problém fesi dasto, zejména kde se vyskytuji problémy
s velkym poétem zdroji a mist spotieby, je vyhodné postup jesté vice zmecha-
nisovat. V ptikladé dopravniho problému v nasledujici ¢4sti bude popsina
vypodetni technika pro uvedeny postup, které se uziva ve VUTE CHP.

KdyZz je problém degenerovany, muZe se stat, Ze po nékterém kroku bude mit
FeSeni méné nez m + n — 1 kladnych sloZek, to znamend, e systém sloupct
k;, jimZ odpovidaji kladné slozky, jiZz neni basi (m + n — 1) — rozmérného
prostoru. V takovém piipadé by nebylo mozno utvotit potfebnd kriteria typu
(12) nebo (13) — néktera pole tabulky feeni by nebylo mozno spojit v pravo-
thelnikovy obrazec s poli, obsazenymi kladnymi ¢&isly. V takovych p¥ipadech
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Ize postupovat riznymi zpisoby. Jeden z nich spodivd v tom, Ze se systém
sloupci k,;, jimZ odpovidaji kladné prvky feSeni z;;, doplni nékterymi dal$imi
sloupci tak, aby vysledny systém tvofil basi (m 4 n — 1) — rozmérného
prostoru. Prakticky to znamena: v tabulce feSeni se vyznaéi potfebna pole,
obsazené nulami, jichZ 1ze uZit jako vrcholi v uvedenych cestach. To znamena,
Ze &isel ¢,;, jim odpovidajicich, lze uZit v kriteriich typu (12), (13). Jedno pra-
vidlo pro vyhledani poli, kterymi lze systém doplnit, uvadi napi. Habr v [6].

Vychozi feSeni x(%), které se pak postupné zlepSuje, se muze vyhledat napt.
tzv. indexovou metodou, kterda bude rovnéz popsana v &asti I1.

(Dokonéent.)
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AFINITY V TRIROZMERNEM AFINNIM PROSTORU

DarnBor Krucky, VSP Praha

1. Vektorovy a afinni prostor

Moderni analytickd geometrie linedrnich utvarti si vytvofila mohutny
aparat ve vektorové algebie, ktery umoiiiuje definovat a vySetfovat vlast-
nosti téchto ttvari nezavisle na volbé soustavy soufadnic. Dokladem toho }e
napt. kniha akademika E. Cecha: ,,Zéklady analytické geometrie'’, zejména
jeji 1. dil, kde jsou pomoci vektorové algebry definovany nejen zakladni
pojmy afinni geometrie (jako pojem rovnobéZnosti, usporddani, afinniho
zobrazeni a podobné), nybrz i pojmy geometrie metrické (kolmost, velikost
thlu, goniometrické funkce atd.)!)

Tento élanek ma byt ukdzkou, jak lze podrobnéji studovat vlastnosti afin-
niho zobrazeni v t¥irozmérném afinnim prostoru metodou vektorové algebry.
V rameci tohoto élanku pouZijeme vSech vlastnosti vektorového a afinniho
prostoru potfebnych k sledovani dalsiho textu. Jde v8ak o vlastnosti znimé
jisté kazdému dtendfi, ktery se zajiméd o moderni analytickou geometrii pii-
padné o algebru. Poudeni o vektorovém prostoru najde d&tendi napt. v jiz
zminéné knize akademika Cecha ,,Zéklady analytické geometrie*, dile ve
knihach Gelfand: ,,Linearni algebra‘‘?) (uzivd misto ndzvu ,,vektorovy pro-

1) Eduard Cech, Zdklady analytické geometrie I; vyd. Piirodovédecké nakladatelstvi, Praha
1951.

2) I. M. Gelfand, Linedrni algebra, prelozil RNDr. Miroslav Fiedler; vyd. Naklada-
telstvi CSAV, Praha 1953.
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