Mathematica Slovaca

Eulalia Grande

Sur un probléme concernant les fonctions quasicontinues

Mathematica Slovaca, Vol. 32 (1982), No. 3, 309--312

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/136301

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1982

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/136301
http://project.dml.cz

Math. Slovaca 32, 1982, No. 3, 309—312

SUR UN PROBLEME CONCERNANT
LES FONCTIONS QUASICONTINUES

EULALIA GRANDE

Désignons par R I'espace des nombres réels et par R? ’espace produit R x R.
Une fonction f: R’>— R est dite quasicontinue au point x € R* (v. [1]) lorsque,
quels que soient l'intervalle ouvert U contenant f(x) et I’entourage ouvert V du
point x, il existe un ensemble ouvert, nonvide T< V tel que f(T)c U.

Dans I'article [2] Saldt a posé le probléme suivant:

Probléme 1. Caractériser les ensembles des points de discontinuité des
fonctions réelles de deux variables réelles qui sont quasicontinues.

Le théoréme suivant est une résolution du probléeme de Salat:

Théoréme. Soit B< R® un ensemble. Pour qu’il existe une fonction f: R*—> R
quasicontinue, continue en tout point x € R*> — B et discontinue en tout point x € B,
il faut et il suffit que I’ensemble B soit du type F, et de premiére catégorie.

Démonstration. Nécessité. Comme I’ensemble des points de discontinuité de
toute fonction est du type F, et I’ensemble des points de discontinuité de toute
fonction quasicontinue est de premiére catégorie (v. [1]), notre condition est donc
nécessaire.

Suffisance. L’ensemble B étant du type F, et de premiére catégorie, il existe une

suite d’ensembles (B,) bornés, fermés et non denses telle que B=|J B, et

n-1

B.cB..pour i=1,2, .... Soit {K,},, 1 une famille de sphéres fermées telle que

les conditions suivantes soient satisfaites:

(1) Etant fixé i, on a K,,nK,, =@ lorsque j, # j2;

(2) K,nB.=@ pour tous j, j=1,2,...;

(3) K.,nK,,=9 ou bien K,;, <K, ou bien K,,c K, lorsque i1 # i, (i1, i, ji,
2=1,2,..);

(4) Etant fixé i, il existe pour tout n=1, 2, ..., un indice j(n) tel que {xe R*:
o(x, B)=1/n} n K, =0 pour tout j> j(n) (o(x, y) désigne comme d’habitu-
de la distance euclidienne des points x et y et

o(x, B) = inf o(x,y));
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(5) Etant fixé , il existe pour tout point x € B, une suite (x,) de centres des
spheres K,, convergente vers le point x.
La suite de spheres K, existe. En effet, posons, pour n=1, 2, ...

_ 2, _1 1
C,,.—{xeR ,n+1<g(x, B.)<n}.

Tout ensemble C\. est ouvert et il existe pour tout n =1, 2, ... un systéme fini de
POINtS X1 i(n 1y+15 X1.4n 1+2s .-, X1 uny Appartenant a Ci, et tels que x4, # X141, pour
ki # ka (i(n — 1)< ki, ka=<i(n)), et qu'il existe pour tout point x € C\, un point x,;

(i(n—1)<! = i(n)) tel que g(x, x,,)<$. Désignons par K, (i(n—1)<j <

1(n)) la sphére fermée de centre x, et de rayon r=}‘ min {@(X «, X «): ki F k2 et

i(n—1)<ki, ka<i(n)}.

Remarquons que la suite de sphéres K, satisfait aux conditions (1)—(5).

Fixons un indice naturel £ — 1 et supposons que, quel que soit 'indice naturel /
(1=<I<k 1), on ait déja définie la suite de sphéres fermées K, satisfaisant aux
conditions (1)—(5).

Soit

Cin ={xe R*: L<Q(x BA)<1} .
n+1 ’ n

Tout ensemble

k 1 o
Ck"_U UK/
1y

est ouvert et il existe pour tout n=1,2, ... un systéme fini de points xi .n 1+,
Xk i(n 1)+25 ---» Xk «n) @ppartenant a I’ensemble

k1

D — G — U U Fr(K)),

e 151

(Fr(K,) désigne, comme d’habitude, la frontiére de la sphére K,) tels que xux, # Xk,
pour ky# k; (i(n —1) < ki, k2 < i(n)) et qu'il existe pour tout point x € G, un point

xu (i(n—1)<1 < i(n)) tel que o(x, xk,)<ﬁ. En faisant correspondre a chaque

point x,, (i(n —1)<j < i(n)) une sphére fermée K,, de centre x,,, contenue dans
I'ensemble D, et disjointe de toute sphere Ki (i(n —1)<I<j < j(n)) on obtient
par induction la suite {K,};  satisfaisant a toutes les conditions (1) —(5).

Soit (a.) une suite de nombres positifs telle que

(6) S 4 <,
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Définissons pour tout i=1, 2, ... une fonction f;: R*—[0, a] telle que:

(7) f(x)=0 pour tout xe R*- O K, et la fonction partielle f|x, (=1, 2, ...) est
J 1
une fonction continue telle que f.(x,) = a, et f.(x) =0 pour tout x € Fr(K,). On
voit sans peine que la fonction f, est continue en tout point x € R*— B..

Posons

fx)= if,(x) pour xeR?

Comme la fonction f est la somme d’une suite uniformément convergente de
fonctions f, continues en tout point

xeR*~|JB.=R?-B,
1

elle est donc continue en tout point x € R*— B.
Fixons un point x, € B. Soit k le plus petit indice tel que xo € Bi. Posons

k 1 ®
Sk|=zlf, et rk.=2kf,.
Comme xo ¢ B, pour i=1, 2, ..., k—1, la fonction s._, est donc continue au point
Xo. D’aprés (5) et (8) il existe pour tout i = k une suite (x,,) de centres des spheres
K, convergente vers le point x, et telle que f(x,,) = a;>0. Puisque 7« 1(x)=0, la
fonction 7. ; n’est pas donc continue au point x, et par conséquent la fonction f est
descontinue au point xo.

Reste a prouver que la fonction f est quasicontinue au point x,. Fixons le nombre
£>0. Il existe un indice no>k tel que

£
(8) 2 a,~<Z .
Soit U un entourage ouvert du point xo. La fonction s. , étant continue au point xo,
il existe une sphére ouverte V< U de centre au point x, et telle que

£

(9) |Sk 1(X)—Sk 1(X0)|<4

pourtout xeV.

D’aprés (4), (1), (2) et (3) il existe une sphére ouverte non vide V, < V telle que

(10) vinl) UK, =8.

-1 1

Par conséquent, on a d’apres (7)
(11) f(x)=0pourtout xe Veti=k, k+1, ..., no. Il en résulte, pour tout x e V,
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|f(x) = flxo)| =

S TN+ D 1) 5w n (e

t no+

=15k ](X)"Sk 1(Xn)+ 2 f:(x) <
P
<lsc i) s+ 3 a5,
oy 0

se qui termine la démonstration.

Probléme 2. Soit A c R? un ensemble du type F, tel que toutes ses sections
A.={yeR:(x,y)e A} et A”={xe R: (x, y)€ A} soient de premiere catégorie.
Existe — t — une fonction f: R’— R quasicontinue par rapport a chacune de deux
variables x et y, continue en tout point de I’ensemble R’ — A et discontinue en tout
point de I’ensemble A ?
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O ®YHKUHUAX KBA3HUHEIPEPbLIBHLIX
Oynanus Tpaune
Pe3lome

B Hactosiwei pabore nokazaHo 4To A c R® ABIAETCH MHOXECTBOM TOYEK Pas3pblBa HEKOTOPOM
KBa3UHENPEPLIBHOA (PYHKLUHH TOTAR M TONLKO TOrAa, ecn A 6vaeT MHOXeCTBOM THna F, u nepson
KaTeropuu.
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