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MATEMATICKO~-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 11, 4, 1961

O POLOGRUPACH, KTORYCH KAZDY LAVY
HLAVNY IDEAL OBSAHUJE JEDNOTKU

BLANKA KOLIBIAROVA, Bratislava

Neeh S je pologrupa. MnoZinu Sxu {x} nazveme lavym hlavnym idcalom vy-
tvorenym prvkom x (znak (), ). Analogicky definujeme pravy hlavny ideal ((x), =
=xSu (vl

V dalsom S bude znacit pologrupu, ktorej kazdy lavy hlavny ideal obsahuje
jednotku., Ukaze sa, Ze tieto pologrupy st stctom disjunktnych grup, ktorych jed-
notky e; tvoria Ciasto¢ne usporiadantt mnoZinu, usporiadant vzhladom na relaciu:
. = e, viedy a len vtedy, ked ee, = ege; = e;. Tato usporiadand mnoZina nemusi
byt ani nadol usmernena (priklad 3); je vSak polosvdzom vtedy a len vtedy, ked pre
kazdy ideal (v), plati (v), = (x)g; je retazcom dualne dobre usporiadanym vtedy
a len vtedy, ked kazdy Tavy ideéal je Tavym hlavnym idedlom (a teda kazdy lavy
ideal ma jednotku: tento pripad vySetroval Vorobjev v [1]).

Mnozinu prvkov vytvarajicich tenZe [lavy hlavny ideal nazveme F,-triedou;
F,-tricdu prvkov vytvarajicich {x), oznalime F,(x). Analogicky definujeme prava
Fp-triedu Fy(y).

Iz

Vzhladom na to, Ze lubovolny [lavy hlavny ideal (x), v S obsahuje jednotku,
ma aj kazdy prvok pologrupy S jednotku, takze (x), = Sx, (X)p = xS pre kazdé
vz S,V dalSom to budeme casto pouzivat (bez odkazov).

Zavedme mnozinu /(S) takto: znak e (po pripade s indexom) bude znacit prvok
7 I(S) viedy a len vtedy, ak existuje Tavy hlavny ideal v S taky, Ze e je jeho jednotka.
Zrejme I(S) # 0. Lahko sa vidi, Ze I(S) je zhodna s mnoZinou idempotentov v S.

Zrejme plati

Lemma 1. Nech e je jednotka v (x),. Potom (x), = (e), = Se.

Lemma 2. KaZdd F -trieda F (x) obsahuje prdve jeden idempotent e, ktory je
Jjednotkou v (x), .

Dokaz. Vzhladom na lemmu I je (x);, = (e),, teda e € F,(x). Nech ¢’ je idem-
potent, ¢’ € Fy(e). Odtial vyplyva, Ze (¢). == (e),, takZe e je jednotka v (¢'), a plati
eo’ = ¢'. Kedze je (¢'), = (e),. pre ist€ se€ S je e = se’. Ale potom ¢ = ce' =

= s¢'¢" = s’ = e.
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Z lemmy | a 2 vyplyva
Lemma 3. Nech e € I(S); potom e je jednotkou v (e), .

Lemma 4. Pre kazdé e€ I(S) a te S je ete = te.

Dokaz. Pretoze te e(e),, priCom e je jednotka v (e), (lemma 3), je e(re) = ic.

Veta 1. /(S) je v S ciastocna pologrupa, ktorej kazdy lavy hlavny idedal obsahuje
Jjednotku.

Dokaz. Vzhladom na lemmu 4 plati pre e, e, € (S) vztah (e e;)(e,e,) =
= e (e,e,e,) = e e,. Dalej: pretoze {e}u I(S)e = (¢),. obsahuje jednotku ¢
(lemma 3).*

Definicia 1. Pre ey, e, € I(S) poloZime e < e, vtedy a len vtedv. ked (¢,), =(¢5), .

Veta 2. MnoZina I(S) je vzhladom na reldaciu < = definicic | ciastocne usporiadanou
mnoZinou, v ktorej plati

a) e, < e, vtedy a len viedy, ked eye, = e,e) = ¢

b) e¢,e;, < ¢,

¢) ey £ e, implikuje eyey < eye;.

Dokaz. Lahko sa vidi. Ze /(S) je Ciasto¢ne usporiadand vzhladem na reliciu =,

a) Podla predpokladu (e¢); = (e5),: podla lemmy 3 jc ¢, Vv (¢,), jednotka. teda
¢,e, = ¢,¢;, = e,. Obratené tvrdenie je zrejmé.

b) Zrejmé.

¢) Z predpokladov vyplyva (pouzitim lemmy 4) (¢,¢) (¢ ¢5) == ¢, ¢h0y = 04,
(0505)(¢,03) = €50 05 = ey¢y. Podlaa) to znaci ¢,e; = ese;.

Poznamka 1. Z lemmy 2 vyplyva. Z¢ priradenic ¢ — F,(¢) je vzajomnce jedno-
znacné.

Poznamka 2. Vztah ¢, < ¢, implikuje eye; < ey, neplatic ukazuje to napr.
priklad 1, kde e, < ¢,. ale neplati eze, < e¢ye.

Lemma 5. F-triedy si Ciasiocné pologrupy v S.
Dokaz. Nech x,ve [ (e). teda (V) = (»), = (¢),. Potom Sv = Se. v = 1.
takze (xy), = Sxy = Sey = Sy = (). teda xye F(e).

Lemma 6. /dedl (¢), je suciom vsetkych takych F-tiied Fi(e,). pre kioré plati
e; < e.

Do6kaz. Nech e;e(¢), a nech ve F (e;). Potom xe(x), = (¢;);, = (¢),. teda
xe(e),. Plati teda Fi(¢;) < (¢),. Vzhladom na definiciu | je pritom ¢; < e.

Dalej pre kazdé e;, ktoré je v relacii ¢; < e. vzhladom na definiciu 1 plati
File) < (o).

Lemma 7. Nech L. = (x),. Potom L = Lx.

Dokaz. Zrejme Ly < L. Nech ¢ je jednotka idealu L. Potom ¢ = sy pre isté
seS. Teda L = Le = Lsy < Lx. Teda L = L.

* Pri zjednodu$eni dokazu mi pomohol s. J. Bosdk.
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Lemma 8. Nechi L je lavy hlaony idedl v S. Nech L' je Taey hlavny idedl v L. Potom !’
Je lavy hlavny idedl v S.

Dokaz. Podla predpokladu SL = L, LL' < L’. Ideal L ma jednotku ¢, teda
prewoze L L, je L' =e¢el' < LL a teda LL = 1'. Potom SL = S(LI") =
—(SIVL < LL = L.

Dosledok. F-iriedy v L su F-triedami v S.

Veta 3. I -triedy pologrupy S si grupy vzhladom na ndsobenie v S.

Dokaz. Uvazuime (¢), = L, ' = L — F,(¢). UkdZzeme najprv, ze L'L < L'
Ak L' = 0. je to zrejmé. Nech L' 4 0. Dalej nech yel’; potom pre xel j¢
Nre(y), o L = (e),. Ak by platilo xye F,(e). potom by (¢), = (xy),. < (»),.
teda (), = (1), €o je spor s predpokladom L' F (¢) = 0. Teda xyel’, takse
[.1. = L'. Teda L' je lavy ideal v L. Ukazeme, 7e je aj pravy, t. j. 7e plati L'L. < [.".
Zrejme L'L < L (totiz L je Tavy ideal v S). Pre L'L plati: L(L'L) = (L1")L < L'L.,
teda L'L je Tavy idedl v L. Podla lemmy 8 je L'L Tavym idedlom aj v S (lavy idcdl
je totiz suctom Tavych hlavnych idedlov). Teda vzhladom na lemmu 6 je L'L stc¢tom
celveh Fy-tried. Z toho vyplyva, ak L'L Fi(e) # 0, musi F,(¢) = L'L.. Potom
by viak existovalo také we L', ue Fi(e*),vel, 7e by e = uv, L. j. ¢ = uv = ¢*ur =
= ¥, ale pretoze e* < e (lemma 6), je e = e*e = e* (veta 2 a)), teda ce L', ¢o
iespors predpokladom F (e)n L' = 0. Tedamusi L'~ F,;(¢) = 0,z ¢oho vzhladom
na 'L < [ vyplyva L'l < L.

Podla dosledku lemmy 8 st F-triedy v L také isté ako v S. Teda pre y e F (¢)
plati: existuje s € L také, Ze e = sy. Potom plati s € F (e). Ak L = 0, je to zrejmé.
AN L7 % 0. vyplyva to zo vztahu L'L < L'. Teda F,(e) je grupa.

Lemma 9. Nech e, < e,. nech x e F(e), y€ F/(¢;). Potom yx e Fi(e,).

Dokaz. Podia predpokladu (y), = (e,),, teda(ye,), = (e,e,), = (e;), (veta2a)).
teda pretoze ¢y = v, je (yx), = (vex), = (e;x), = (x), = (e;),. Teda yx e F,(e)).

Uvazujme teraz Fy-triedy. Plati pre ne rad dalSich vztahov.

Lemma 10. [y-trieda je siictom F-tried.

Dokaz je Tahky, ak uvazime. Ze vidy cela grupa padne do jednej Fy-triedy a 7c
I, -tricdy st grupy (veta 3).

Désledok. Nech x € F(e), potom (x)g = eS.

Lemma 11. Plati: (e;)x = (e;)x vtedy a len viedy, ked eye, = ¢e,, e,e, = e,.

Dokaz. Nech (e)); = (e;)g. Potom ¢, = e,5 (pre nejaké se S). teda e,e, =
= 0,(e38) = ¢35 = e, Takisto ukazeme, 7e e,e, = ¢,. Nech e¢je, = e,, e,¢, = ¢,.
Teda (ey)g < (e))g. (e))r < (e5)x, spolu (¢,)g = (e2)r-

Dosledkom lemmy 1 je, Ze idempotenty patriace do tejze F,-triedy st navzajom
neporovnatelné.

Lemma 12. Pie kazdé x € S plati (x), < (X)g.

Dokaz. Nech ve Fi(e); pouzitim lemmy 1.3 a dosledku lemmy 10 dostavame
Sy = Se = ¢Se = xSe < xS



Veta 4. [y-triedy s pologrupy.

Dokaz Nech (0))x = (1) Pretoze F -triedy st grupy (veta 3) je FTEF ().
teda vzhladom na lemmu 10 je (31 = (1'))g. Pritom OB = (1 1)k. teda ARRIRE
€ Fr(yy).

Veta 5. [g-triedy tvoria vytedrajici rozklad™ na S.

Dokaz. Nech xe Fyle,), ve Fyle,). Treba ukdzat, ze (\y)g = (¢e),. Podla
dosledku lemmy 10 je S = ¢,S, xS = ¢S (1. . pre isté s€ .5 je ¥ = ¢;5). Vzhladom
na lemmu 12 plati se, € ¢,S. PouzZitim toho dostavame: (xy)g = 1S = ve, S =
= e.50,S < e;e,S = (e;e,)g. Takisto dostancme (ee)g < (xp)g.**

Poznamka 3. F -triedy nemusia tvorif vytvarajuci rozklad na S.

Priklad 1. Uvazujme pologrupu prvkov e;. ., e,. e;. kde ndsobenic je dan¢
tabulkou:

ey N ey ¢y

¢y ey X e, e

X XNl e, e
(&) €y O3 € 0O
€3 €3 € €; ¢4

(o1 S it - = e
F,-triedy sG: {x, e}, ey}, les). Pritom ey, = e,, v = e5.

Veta 6. I -triedy patriace do jednej Rg-triedy tvoria na tejto vytdrajici rozklad.

Dokaz. Nech e, e Fg(e,). Podla lemmy 11 je potom e e, = ¢,, e,e; = ¢,. Nech
X € Fi(e),yeFi(e,). Kedze (x), = (e)),,]je (xe,), = (e,e,),, teda xe, € Fi (e e,) =
= Fi(e,). Dalej xy = xe,y, ale xe, € Fi(e,), y € F,(e,), takZe vzhladom na to. 7
I -triedy s grupy (veta 3), je (xe,) y € Fi(e,) = Fi(eje,). Teda xy s F (e,e,).

Poznamka 4. Nech ¢, < e, e, # e,. Potom nemusi Fg(e,) = (e,),.

Priklad 2. Uvazujme pologrupu prvkov e, e,, e;. kde nasobenie je dané
tabulkou:

ey e, e

€y €y €y €5

¢z € €y €3
ey ey, €, e,

Plati: e, < ey, e3 € Fgle,). ey eley),.
Veta 7. I -triedy patriace do tejZe Fy-triedy su navzdjonr izomorfiné grupy.
Dokaz. Nech ve F,(e,) = Frle,). Vzhladom na vetu 6 ve, € F,(e,). Pouzitim
lemmy 4 Tahko ukazeme, Z¢ zobrazenie x — ve, je homomorfnym zobrazenim grupy
I, (ey) do F,(e,). Pre x,, x, € F,(e;) plati vSak dalej: ak x,¢, = x,¢., tak v e,0, =
= X,e5e;, ale podla lemmy 11 je e,¢; = ¢, teda vztah x e, = v,¢, implikuje vztah

* Rozklad dany kongruenciou.
** Pri zijednoduseni dokazu mi pomohol s. J. Bosak.
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Npo= v,y To znadi, vy # v, implikuje ¥ie; # xye,. Dalej: nech y e F(¢,); podla
lemmy 11 je ¢, = eje,, teda y = ye, = vee, = (vey) e¢,; ale podla vety 6 je
ve, € Fi{ey): to znadi, ze kazdé ye Fi(e;) je obrazom prvku z F(e;). Tym sme
uikazali, 7¢ zobrazenie x — xe, je izomorfné zobrazenie grupy F,(e;) na F,(e,).
Podla vety 2 je /(S) Ciastone usporiadand mnozina. Pritom /(.S) nemusi byt ani
nadol usmernena.
Priklad 3. UvaZujme pologrupu prvkov e,, e,, kde nasobenic je dané tabulkou:

LS )
e ey e
€ ¢y €

Tu su ¢,. e, neporovnatelné a teda pre Ziaden prvok e; pologrupy neplati sucasne
S e, 0 = 0

Vsimnime si pripady. ked /(S) tvori polosviz a retazec vzhladom na relaciu danu
definiciou 1. Platia vety:

Veta 8. Pologrupa I(S) je vzhladom na reldaciu danii definiciou | polosviz vtedy
a len vtedy, ked pre kaZdé e € I(S) je (¢}, = (e)g v S. (S je takzvand obojstrannd
pologrupa)

Dokaz. a) Nech pre kazdé e I(S) plati (¢), = (e)g. Vzhladom na lemmu 3
ma (¢), . teda aj (e)g jednotku e. Ukazeme, Ze pre e,, e, € I(S) je e;e, = e,e,. Plati
e €(e). eese(e))g. Teda e,e, = e¢y(e,0)) = (e,0,) ¢, = e,e,. Teda I(S) je
komutativna pologrupa idempotentov, teda polosviz.

b) Nech /(S) je polosvdz. Nech (¢,)x = (¢,)g: potom vzhladom na lemmu 11 je
¢y, = e¢, = e,y = e,. Teda Fy-trieda obsahuje jediny idempotent; podla lemmy 10
to znali F,(e) = Fr(e), ¢ize vzhladom na vetu S je (e)g = (e),.

Poznamka. Pre kazdé e € I(S) je zrejma ekvivalentnost tvrdeni: a) (e)y = (¢),,
b) (), = (V)g, ©) 1 (e) = File).

Veta 9. Pologrupa I(S) je vzhladom na reldciu dami definiciou 1 retazec dudlne
dobre usporiadany vtedy a len vtedy, ked kaZdy lavy idedl L v S je sucasne lavym
hlavnym idedlonm v S (t. j. L = (x), pre isté x € S).

Dokaz. a) Nech kazdy Tavy idedl je sicasne Tavym hlavnym idealom. Potom st
hazdé dva prvky v I(S) porovnatelné. Nech totiz e, ¢, € I(S). Potom (e,), VU (€2),.
je Tavy hlavny ideal. Nech e je jeho jednotka. Potom podla lemmy 1 je (¢), =
= (¢y). Y (¢;),. Z toho vyplyva ¢, = ¢, ¢, < e. AvSak e e (e¢y),, alebo e€ (¢3), -
V prvom pripade ¢ = ¢, teda ¢, = e = ¢,. V druhom pripade ¢, = ¢,.

Treba coSie dokazat, Ze kazda neprazdna podmnozZina M < I(S) ma najvicsi
prvok. Uvazujme L = U (¢;).. Podla predpokladu L obsahuje jednotku e, teda

cieM
vzhTadom na definiciu 1 je e najvacsi prvok v M.

b) Nech /(S) je retazec dualne dobre usporiadany. KedZe lavy ideal je mnoZino-

vim suctom Tavych hlavnych idedlov a podfia lemmy I je pre kazdé x € S (x), = (e),.-
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e < I(S), plati pre kazdy lavy ideal L vztah L = U (¢;),. kde M < [(S). Podlu
cieM
predpokladu M ma najvacsi prvok e, teda vzhladom na definiciu | je L = (e),.
Poznamka. Ak by sme vo vete 9 vynechuli podmienku. ze refazec /(S) je dudlne
dobre usporiadany, veta 9 neplati, ako ukazuje priklad 4: Uvazujme pologrupu S
racionalnych ¢isel z intervalu (0,1), kde nasobenie je dané: ¢ . b = min(a, b). Zrejme
kazdy prvok v S je idempotent a kazdy lavy hlavny idedl ma jednotku. Potom
mnozina Cisel x < 1/2 tvori favy ideal, Ktory niz je hlavny.
Poznamka. K tym istym vysledkom dospejeme, ak uvazujeme pologrupu. ktorej
kazdy pravy hlavny ideal obsahuje jednotku. Uvahy st rovnaké, len miesto Tavyeh
idcalov pridu pravé idedly, miesto F-tried Fp-triedy a naopak.
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O NMOAYIPYIINAX, BCAKNUU FTMABHbBIN JAEBbLIIT MAEA
KOTOPLIX UMEET EQMHWLLY

B.aanka Koanduaposa
Pecronce

B HacTosted ctaTthe S 3HAUMT MOAYTPYIITY, BCAKHIT MIasHbil JeBbil nacai (V) (S (X ves)
KOTOPO# umeeT eanHuuy. IlyeTs £ (x) (FRix)) — MHOMKECTBO BCCX NIEMEHTOB V€ .S, LIt ROTOPLIN
(V) L [(WgR = (gl Mycre I(S) — MHOKECTBO BCEX MISMMTOTEHTOB HOAYTPYHnni S 11s
¢;.e  1(S) e; =X e, 3HauMT Mo onpenesicHno (), C (e,).

B cTaTee NOKA3bIBAIOTCHA CJCAYIOULKE TEOPEMbI:

1(S) sBrsieTCst MOANONYTPYIMOM B S, BCAKUH IIaBHbIA J€BbIH MI24/1 KOTOPOI HAM2ET C.ULHMLLY .
Fileywn Fple) apastores noanoayrpyniiaMii 8 S; npu 3tom Iy (e) sieasiotes rpyinranit. OTHOWEH e
IKBUBAJIGHTHOCTH, CMEKHBLIMU K.IACCAMM KOTOPOTO SBISHOTCA MHOWKECTBA Fg(¢) ¢CTh OTHOWCHHL
NOHIPYIHTHOCTH B .S, FRr(e) ABAACTCS CYyMMOH M30MOPHHBIX Py £ () O rHOUIZHHC IRBHBACH I -
HOCTH, CMEXKHBIMHU KITAacCaMK KOTOPOTO ABASIOTCH MHOKECTBA [ (€;) €CThb OTHOMICHUE KOHIPY)HT-
itocTit B Fr(e).

OTHOWCHNE =7 ABAACTCS OTHOWIRHUEM HaCTHYHOTO yropsiaoudcHist ua [(S). /(S) Oyiet no.n-
CTPYRTYPOU TOraa U TOJbKO TOrda, Koraa (e)y, = (e)g aas pesakoro ¢ < 1(85); [(S) Oviaer 1BOHCTBeHID
BIOJTHE YIOPAAOHEHHOM TOrAQ W TOABKO TOI A, KOTIQ BCARHIT JEBbIH HIACAT B S SABISCTCS [LIABHBIM
JICBBIM HIEATOM B S,
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UBER DI HALBGRUPPEN. DEREN JEDES LINKSHAUPTIDEAL
EIN EINSELEMENT BESITZT

Blanka Kolibiarova
Zusammenfassung

Sei S cine Halbgruppe, derer jedes Linkshauptideal (), ( Sy w x|, v € §) cin Einselement
besitet. Sei £ i) [Frix] dic Menge der Elemente, die das Ideal (x); [(v)g] erzeugein. Sei 1(S) die
Menge der Idempotenie von S, Sind ¢;. ¢, Elemenic von /(S). so setzen wir ¢; ¢, Talls (e;), < (¢,
ailt.

I's werden folgerde Sitze bewiesen.

1(S) is dic Teithalbgruppe von S, derer jedes Linkshauptideal ein Einselement besitzt. /7, (e}
and Fyp(e) sind Teilhalbgruppen von 3 dabei sind /7, (¢) Gruppen. Die Ekvivalenzrelation, derer
Klassen Fpte) sind. ist Kongruenizreladon in S. Jyte) ist die Summe von isomorphen Gruppen
7 ey die Ekvivalenzrelation derer Klassen £ (¢;) sind. ist Kongruenzrelation in #y(e).

Dic Menge 1(S) ist teilweise geordnet vermdge der Relation -7, Dabei ist [(.S) genau dann cin
Hlalbverband, wern (e), (e)y fiir jedes ¢ € /(S) gilt: 1(S) ist genau dann dual wohlgeordnet. wenn
twedes Binksideal von S ein Linkshauptideal von S st
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