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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 11, 4, 1961 

O P O L O G R U P Á C H , KTORÝCH KAŽDÝ EAVÝ 
HLAVNÝ IDEÁL O B S A H U J E J E D N O T K U 

B L A N K A K O L 1 B I A R O V Á , Bratislava 

Nech S je pologrupa. Množinu Sxu {x} nazveme íavým hlavným ideálom vy-
tvorcným prvkom x (znak (.v)L). Analogicky definujeme pravý hlavný ideál ((x)R = 
= xSu [x] . 

V ďalšom S bude značit" poíogrupu, ktorej každý Favý hlavný ideál obsahuje 
jednotku. Ukáže sa, že tieto poiogrupy sú súčtom disjunktných grup, ktorých jed­
notky c, tvoria čiastočne usporiadanú množinu, usporiadanú vzhíadom na reláciu: 
ť, ^ ek vtedy a len vtedy, keď e{ek = ekei = e{. Táto usporiadaná množina nemusí 
byť ani nadol usměrněná (příklad 3); je však polosvázom vtedy a len vtedy, keď pre 
každý ideál (x ) L platí (x) L = (x)R; je reťazcom duálně dobré usporiadaným vtedy 
a len vtedy, keď každý íavý ideál je Tavým hlavným ideálom (a teda každý Favý 
ideál má jednotku; tento případ vyšetřoval Vorobjev v [1]). 

Množinu prvkov vytvárajúcich tenže favý hlavný ideál nazveme FL-triedou; 
FL-tricdu prvkov vytvárajúcich (x)L označíme FL(x). Analogicky definujeme pravú 
FK-triedu FR(x). 

Vzhíadom na to, že íubovoíný íavý hlavný ideál ( x ) L v S obsahuje jednotku, 
má aj každý prvok poiogrupy S jednotku, takže ( x ) L = Sx, (x)R = xS pre každé 
.v z S. V ďalšom to budeme často používat* (bez odkazov). 

Zaveďme množinu 1(S) t a k t o : znak e (po případe s indexom) bude značiť prvok 
z I(S) vtedy a len vtedy, ak existuje Tavý hlavný ideál v S taký, že e je jeho jednotka . 
Zrcjmc /(S) #= 0. Lahko sa vidí, že I(S) je zhodná s množinou idempotentov v S. 

Zrejme platí 

Lemma 1. Neeh e je jednotka v (x)L. Potom (x)L = (e)L = Se. 

Lemma 2. Každá FL-trieda FL(x) obsahuje právě jeden idempotent e, ktorý je 
jednotkou v (x)L. 

D o kaz. Vzhíadom na lemmu í je (x)L ••= (e) L , teda ee FL(x). Nech e' je idem­
potent, e e FL(e). Odtiaí vyplývá, že (e)L =s (e) L , takže e je jednotka v (e')L a platí 
ee = e . Keďže je (e')L = (e)L. pre isté s e S je e = se'. Ale potom e = ee = 
= se e = se' — e. 
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Z lemmy 1 a 2 vyplývá 

Lemma 3. Nech e e I(S); potom e je jednotkou v (e)L. 

Lemma 4. Pre každé e e I(S) a t e S je ete = te. 
D ó k a z . Pretože tee(e)L, pričom e je jednotka v (e)L (lemma 3), je e(te) = te. 

Veta 1. I(S) je v S čiastočná poiogrupa, ktorej každý favý hlavný ideál obsahuje 
jednotku. 

D ó k a z . Vzhíadom na lem mu 4 platí pre ex, e2e I(S) vzťah (exe2)(exe2) = 
= ex(e2exe2) = exe2. Ďalej: pretože {O} u I(S) O _ (O),, obsahuje jednotku c 
(lemma 3).* 

Definícia 1. Pre ex , e2 e Í(S) položíme ex = e2 vtedy a len vtedy. kecf (ex), a(e2)i . 

Veta 2. Množina I(S) je vzhíadom na reláciu = z definícic 1 čiastočnc usporiadanou 
množinou, v ktorej platí 

a) ex = e2 vtedy a len vtcd\\ kecf exe2 = e2ex = ex, 
b) exe2 = e 2 , 
c) Oj = e2 implikuje excA = e2e3>. 
D ó k a z . Cahko sa vidí, že I(S) je čiastočnc usporiadaná vzhíadom na reláciu ;g. 

a) Podlá předpokladu (ex)L <= (e2)L; podlá lemmy 3 je e2 v (c2)L jednotka, teda 
e2ex = cxe2 = ex. Obrátené tvrdenie je zřejmé. 

b) Zřejmé. 
c) Z predpokladov vyplývá (použitím lemmy 4) (exe}))(e1eii) = exc2c:. = cxe:,. 

(e2e^)(exe^) = e2cxc?l = cxc}>. Pod fa a) ío značí exe$ = c2c}. 

P o z n á m k a 1. Z lemmy 2 vyplývá, že priradenie e -+ F,(c) je \zájomne jedno­

značné. 

P o z n á m k a 2. Vzťah O, = c2 implikuje e^ex = c^c2 neplatí; ukazuje to napr. 
příklad 1, kde e2 = ex, ale neplatí e3e2 = eiex. 

Lemma 5. FL-triedy sú čiastočnc pologrupy v S. 
D ó k a z . Nech x, yeFL(e). teda (x)L = (y)L = (c)L. Potom S.v = Se. ey ---- y. 

takže (xy)L = Sxy = Scy = Sy = (y)L< teda .vv e FL(c). 

Lemma 6. Ideál (e)L je súčtom vsetkých takých FL-lried F,(c{ ). pre ktorč platí 
ei _ e. 

D ó k a z . Nech ex e (e)L a nech xeFL(ci). Potom xe(x)L = (O,-)/, <= (c)L. teda 
xe(e)L. Platí teda FL(e-) cz (e)L. Vzhíadom na definíciu 1 je přitom O, = c. 

Ďalej pre každé e{, ktoré je v relácii ei = e, vzhíadom na definíciu 1 platí 

'_(*/)<= (e)L-

Lemma 7. Nech L = (x)L. Potom L = Lx. 
D ó k a z . Zrejme Lx c L. Nech e je jednotka ideálu L. Potom c = sx pre isté 

s e S. Teda L = Le = Ls.v c Lx. Teda L = Lx. 

* Pri zjednodušení dókazu mi pomohol s. J. Bosák. 
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Lemma 8. Nech L je fa vy hlavný ideál v S. Ncch U je favý hlavný ideál v L. Potom I ' 
je favý hlavný ideál v S. 

D o kaz. Podlá předpokladu SL c= L, LL' c= L'. Ideál L má jednotku c, ted:i 
pretože L c= L, je U = eL' c= LL' a teda LL' = //. Potom SL' = S(LL') = 
= (SL) // c= LL' = L. 

Dosledok. fj-triedy v L sú L\-triedami v S. 

Veta 3. Fj-triedr poiogrupy S sú grupy vzhfadom na násobenie v S. 
D o kaz. Uvažujme (e)L = L, // = L — FL(e). Ukážeme najprv, že L'L c= L'. 

Ak // = 0, je to zřejmé. Nech L' =}= 0. Ďalej nech j e ť ; potom pre xeL je 
xye(y)L c= L = (e)L. Ak by platilo xy e FL(e), potom by (e)L = (xy) L c= (y ) L , 
teda (e)j = ( j ) L , co je spor s predpokíadom L'n FL(c) = 0. Teda xy e L\ takže 
LL' c= //. Teda L' je favý ideál v L. Ukážeme, ze je aj pravý, t. j . že platí L'L c= //. 
Zrejme LL c= L (totiž L je favý ideál v S). Pre L'L platí: L(L'L) = (LL ' ) L c= L'L, 
teda L'L je lávy ideál v L. Podlá Iemmy 8 je L'L favým ideálom aj v S (íavý ideál 
je totiž súčtom favých hlavných ideálov). Teda vzhfadom na lemmu 6 je L'L súčtom 
cel\ch FL-tried. Z toho vyplývá, ak L'L n L\(e) # 0, musí FL(e) c= L'L. Potom 
by však existovalo také u e L', u G FL(e*), v G L, že by e = uv, t. j . e = z/v = e*uv = 
= c*e, ale pretože e* = O (lemma 6), je c = ď*^ = e* (veta 2 a)), teda e e L', čo 

je spor s predpokíadom FL(e) n // = 0. Teda musí L'L n FL(e) = 0, z čoho vzhfadom 
na L'L c= L vyplývá L'L c= L'. 

Podfa. dósledku lemmy 8 sú FL-triedy v L také isté ako v S. Teda pre ye FL(e) 
platí: existuje se: L také, že e = sy. Potom platí se FL(e"). Ak L' = 0, je to zrejme. 
Ak // =}= 0, vyplývá to zo vztahu L'L c= L'. Teda FL(e?) je grupa. 

Lemma 9. Nech ex = e2, nc-ch x G FL(ex), y e FL(e2). Potom _yx G FL(e±). 
D ó k a z . Pod fa předpokladu (y)L = (e2)L,teáa(yex)L = (e2ex)L = (e t ) L (ve ta 2 a)), 

teda pretože ť ,x = x,je(yx)L = (yexx)L = (exx)L = (x ) L = (ex)L. Teda yx e FL(ex). 
Uvažujme teraz FK-triedy. Platí pre ne rad dalších vzťahov. 

Lemma 10. FR-trieda je súčtom FL-tried. 
D ó k a z je fahký, ak uvážime. že vždy celá grupa padne dojednej F^-triedy a že 

/•L-íricdy sú grupy (veta 3). 

Dosledok. Nech x G FL(c), potom (x)R = cS. 

Lemma 11. Platí: (ex)R = (e2)R v tedy a len v tedy, ked exe2 = c2, e2ex == ex . 
D ó k a z . Nech (cx)R = (e2)R. Potom ex = c2s (pre nějaké s G S), teda e2e, = 

~ <-'i(c2s) = C2S = ei- Takisto ukážeme, že exe2 = e2. Nech exe2 = e2, e2ť, = e, . 
leda (e2)R c= (c ,) K , (ex)R c (e2)R, spolu (ex)R = (e2)R. 

Dóslcdkom lem my 1 1 je, že idempotenty patriace áo tejže FL-triedy sú navzájom 
neporovná tefné. 

Lemma 12. Pre každé x e S platí (x)L c= (x)R. 

D ó k a z . Ncch xeFL(c); použitím lemmy 1,3 a dósledku lemmy 10 dostáváme 
S.\ = Se = eSe = xSe a xS. 
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Veta 4. FR-triedy sú pologrupy. 
D ó k a z . Nech (>',)* = 0'2)A>- Pretože FL-triedy sú grupy (veta 3) je \j e FL(v{). 

teda vzhíadom na lemmu 10 je (y2
{)R = (yx)R. Přitom (\j)R = (y .y 2 )R . teda yxy2 e 

£FR(yx). 

Veta 5. FR-triedy tvoria vytvárajúci rozklad* na S. 

D ó k a z . Nech xeFR(e;), y e FR(ek). Třeba ukázat", že (xy)R = (e,:ek)R. Podlá 
dósledku lemmy 10 je yS = ekS, xS = etS (í. j . pre isté s e S je x = e^s). Vzhíadom 
na lemmu 12 platí sekeekS. Použitím toho dostáváme: (xy)R = xyS = xekS = 
-= eiSekS a etekS = (<%)/?. Takisto dostaneme (O,£^)K <= (xy)R.** 

P o z n á m k a 3. F7-triedy nemusia tvoriť vytvárajúci rozklad na S. 
P ř í k l a d 1. Uvažujme pologrupu prvkov ex, x, e2, ť 3 , kde násobenie je dané 

tabulkou: 

-1 x Є, Є: 

ex ex x e2 eъ 

x x ex e2 e3 

e2 e2 e l e2 e l 

Є l Є ì Є2 Є2 Є l 

FL-triedy sú: {x, e.j, {e2}, {<?3j. Přitom e2ex = e2, e2x = e3. 

Veta 6. FL-triedy patriace do jednej RR-triedy tvoria na tejto vytvárajúci rozklad. 

D ó k a z . Nech ex e FR(e2). Podía lemmy 11 je potom exe2 = e2, e2ex = e{. Nech 
x 6 FL(e{), y e FL(e2). Keďže (x) L = (ex)L, je (xe2)L = (exe2)L, teda xe2 e FL(e{e2) = 
= FL(e2). Ďalej xy = xe2y, ale x<?2 e FL(e2), y e FL(e2), takže vzhíadom na to. že 
Jf-triedy sú grupy (veta 3), je (xe2) y e FL(e2) = FL(ele2). Teda xy E FL(exe2). 

P o z n á m k a 4. Nech e2 ^ ex, e2 ^ ex. Potom nemusí FR(e2) c (ex)L. 
P ř í k l a d 2. Uvažujme pologrupu prvkov ex,e2,e3, kde násobenie je dané 

tabulkou: 

e l ' e l e2 e i 

e2 e2 e2 e l 

e3 e2 e2 ?3 

Platí: e2 ^ ex, e3e FR(e2), e3e(ex)L. 

Veta 7. FL-triedy patriace do tejže FR-triedy sú navzájom izomorfně grupy. 
D ó k a z . Nech x e FL(ex) cz FR(e2). Vzhíadom na vetu 6 xe2 e FL(e2). Použitím 

lemmy 4 íahko ukážeme, že zobrazenie x -> xe2 je homomorfným zobrazením grupy 
FL(ex) do F,(e2). Pre xx, .v2 e FL(ex) platí však ďalej: ak xxe2 = x2c2, tak x{e2e{ = 
= x2e2ex, ale podía lemmy 11 je e2ex = ex, teda vzťah xxe2 = x2O2 implikuje vzťah 

* Rozklad daný kongruenciou. 
** Pri zjednodušení dókazu mi pomohol s. J. Bosák. 
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x, = x2. To značí, xX # x2 implikuje xiO2 7-= x2e2. Ďalej: nech yeFL(e2); podlá 
lemmy I I je e2 = exe2, teda y = ye2 = yej^ = ( v e j ) ^ ; ale podlá vety 6 je 
i r , e F L (ť , ) ; to značí, že každé v G f L ( e 2 ) je obrazom prvku z F,(ex). Tým sme 
ukázali, že zobrazenie .v-> xe2 je izomorfně zobrazenie grupy F,(ex) na FL(e2). 

Pod fa vety 2 je 1(5) čiastočne usporiadaná množina. Přitom 1(5) nemusí byť ani 
nadol usměrněná. 

P ř í k l a d 3. Uvažujme pologrupu prvkov ex, e2, kde násobenie je dané tabulkou: 

1 ?1 e2 

ex ex e2 

e2 e\ e2 

Tu sú ť,, e2 neporovnatelné a teda pre žiaden prvok e{ pologrupy neplatí súčasne 
e{ = ex, e{ = e2. 

Všimnime si případy, keď 1(5) tvoří polosváz a reťazec vzhíadom na reláciu danú 
definíciou 1. Platia vety: 

Veta 8. Pologrupa I(S) je vzhíadom na reláciu danú definíciou 1 polosváz vtedy 
a len vtedy, keď pre každé e e 1(5) je (e)L = (e)R v 5. ( 5 je takzvaná obojstranná 
pologrupa) 

D ó k a z . a) Nech pre každé e e 1(5) platí (e), = (e)R. Vzhíadom na lemmu 3 
má (e),, teda ai (e)R jednotku e. Ukážeme, že pre ex, e2 e 1(5) je exe2 = e2ex. Platí 
e2e\e(e\)h* e\e2^(eí)R' Teda e2ex = e^(e2ex) = (exe2) ex = eíe2. Teda J(S) je 
komutatívna pologrupa idempotentov, teda polosváz. 

b) Nech 1(5) je polosváz. Nech (ex)R = (e2)R; potom vzhíadom na lemmu 11 je 
e2 — exe2 = e2ex = ex. Teda FR-trieda obsahuje jediný idempotent; pod fa lemmy 10 
to značí FL(e) == FR(e), číže vzhíadom na vetu 5 je (e)R = (e)L. 

P o z n á m k a . Pre každé e e 1(5) je zřejmá ekvivalentnosť tvrdení: a) (e)R = (e)LJ 

b) (x)L = (.v)R, c) íj(e) = FR(e). 

Veta 9. Pologrupa I(S) je vzhíadom na reláciu danú definíciou l reťazec duálně 
dohře usporiadaný vtedy a len vtedy, keď každý lávy ideál L v 5 je súčasne íavým 
hlovným ideálom v 5 (t. j . L = (x)L pre isíé x e 5) . 

D ó k a z . a) Nech každý íavý ideál je súčasne íavým hlavným ideálom. Potom sú 
každé dva prvky v 1(5) porovnatelné. Nech totiž ex, e2 e 1(5). Potom (ex)Lu (e2)L 

je íavý hlavný ideál. Nech e je jeho jednotka. Potom pod fa lemmy 1 je (e)L = 
-- (ex),u (e2)L. Z toho vyplývá ex = e, e2 = e. Avšak ee(ex)L, alebo ee(e2)L. 
V prvom případe e = ex, teda ex = e^ e2. V druhom případe e2 = ei-

Třeba ešte dokázať, že každá neprázdná podmnožina M a 1(5) má najváčsí 
prvok. Uvažujme L = (J (O,)L. Podía předpokladu L obsahuje jednotku <?, teda 

cř«A# 

\zhfadom na definíciu 1 je e najváčsí prvok v M. 
b) Nech 1(5) je reťazec duálně dobré usporiadaný. Keďže íavý ideál je množino­

vým súčtom íavých hlavných ideálov a podía lemmy 1 je pre každé x e 5 (x)L = (e)L, 
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fje/(S), platí pře každý íavý ideál L vztah L = IJ (ťj,)L, kde A/ c /(S). Podlá 

předpokladu M má najváčsí prvok O, teda vzhíadom na definici u 1 je L = (e)L. 
Poznámka. Ak by sme vo vete 9 vynechali podmienku, že reťazee f(S) je duálně 

dobré usporiadaný, veta 9 neplatí, ako ukazuje příklad 4: Uvažujme pologrupu S 
raeionálnych čísel z intervalu (OJ), kde násobenie je dané: a . b — min(O, b). Zrejme 
každý prvok v S je idempotent a každý íavý hlavný ideál má jednotku. Potom 
množina čísel x < 1/2 tvoři íavý ideál, ktorý nie je hlavný. 

Poznámka. K tým istým výsledkom dospějeme, ak uvažujeme pologrupu. ktorej 
každý pravý hlavný ideál obsahuje jednotku. Úvahy sú rovnaké, len miesto ía\ých 
ideálov prídu pravé ideály, miesto Fj-tried FR-triedy a naopak. 

L I T E R A T U R A 

[1] B o p o 6 b e B H.. Od accoifuanuwHhtx cncme.\tax acHKim .leabitt ttOea.t Komophix ttAteem e>)iiniiu\\ 
BecT. JieuMHrp. roc. MHCT. (1955), 89—-94. 

Došlo 24. 4. 1961. 
Katedra matematiky Slavelmej fakult v 

Slovenské j vysokej škol v technické j 
v Bratislavě 

О П О Л У Г Р У П П А Х , В С Я К И М Г Л А В Н Ы Й Л Е В Ы М И Д Е А Л 

К О Т О Р Ы Х И М Е Е Т Е Д И Н И Ц У 

Бланка К о л и б и а р о в а 

Р е с ю м с 

В настоящей статье 5" значит полугруппу, всякий главный левый идеал (л-)^(5.\' и }л|, лгЛ") 

которой имеет единицу. Пусть к\(х) (Рц\х)) — множество всех элементов т е 5, для которых 

0;)/. Мь [(у)к = МкЬ Пусть 1(5)— множество всех идемпотентов полугруппы Л": для 

ег ек^ 1(8) е; ^ ек значит по определению (е ()^ С (^^1^ 

В статье доказываются следующие теоремы: 

1(8) является подполугруппой в 5, всякий главный левый идеал которой имеет единицу. 

к)(с) и к\(е) являются подполугруппами в 5; при этом /*Де) являются группами. Отношение 

эквивалентности, смежными классами которого являются множества гК(е) есть отношение 

конгруэнтности в 5. ^К(е) является суммой изоморфных групп /-/Те,-); отношение жвивалеш-

пости, смежными классами которого являются множества Г{(е{) есть отношение конгруэнт­

ности в ГК(е). 

Отношение : ' является отношением частичного упорядочения на 1(5). 1(8) будет под\-

сгруктурой тогда и только тогда, когда (е )^ -= (е)К для всякого с е 1(8); 1(8) будет двойственно 

вполне упорядоченной тогда и только тогда, когда всякий левый идеал в 5 является главным 

левым идеалом в 5. 
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( B L R D I L H A L B G R U P P E N . D E R E N J E D E S L I N K S l l A t PTI D E A L 

L IN E I N S E L E M E N T B E S I T Z I 

Blanka K ol i b iarovä 

/ u s a m m c n f a s s u ng 

Sei S emc Halbgruppc, derer jedes Linkshauptideal (.\)L ( Sv u I.v), .v e S) ein Einselement 
besitzt. Sei I-Lix) \JR(x)] die Menge der Elemente, die das ideal (x)L [(x)R] erzeugen. Sei HS) die 
Menge der ldempoicnic von 5. Sind e-, ek Elemente von /(S), so setzen wir e(- ek falls (e;)7 cz (ek)L 

gi l t . 

I s werden folgende Sätze bewiesen. 
I(S) is die Tcilhaibgruppe von S, derer jedes Linkshauptideal ein Einselement besitzt. / :,(e) 

und f:
R(e) sind Teilhalbgruppen von S; dabei sind Tf(e) Gruppen. Die Ekvivalenzrelation, derer 

Klassen fR(e) sind, ist Kongruenzrelaiion in S. f7
R(e) ist die Summe von isomorphen Gruppen 

T/(e,-): die Ekvivalcnzrclaiion derer Klassen T/(e;) sind, ist Kongruenzrelation in f:
R(e). 

Die Menge l(S) ist teilweise geordnet vermöge der Relation •-''. Dabei ist HS) genau dann c\v 
albverband, wem (e)L (e)R für jedes e e 1(S) gilt; /< 

jedes Linksidcal von S ein Linkshauptideal von S ist. 
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