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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 3 — 1958

POZNAMKA K JEDNOMU PROBLEMU
O EULEROVSKYCH GRAFECH

JIRT SEDLACEK, Praha

Oystein Ore [3] a F. Béabler [1] se neddvno zabyvali eulerovskymi grafy,
v nichZ existuje uzel ¢ takovy, Ze kazd4d kruznice grafu prochazi uzlem c.
Tyto grafy totiz lze ve tiidé souvislych eulerovskych grafi charakterisovat
také touto vlastnosti: Konstruujeme-li dany souvisly eulerovsky graf jednim
(uzavienym) tahem, pfitemz vychdzime z uzlu ¢, potom po kazdé, kdyz se
dostaneme do uzlu ¢ a nemtzeme uz z ného ven, jsme prosli viemi hranami
grafu. V tomto p¥ispévku checeme naznagit jisté zobeenéni citovaného problému
0. Oreho a F. Bablera.

Budiz G konedny neorientovany graf bez smyéek (v tomto piispévku pii-
poustime téZ existenci isolovanych uzli). Necht H,, H, jsou dva podgrafy
grafu ¢ definované takto:

a) Mnozina uzld grafu H; (¢ = 1, 2) je rovna mnoziné uzli grafu G.

b) Kazd4 hrana grafu G patii pravé jednomu z grafa H,, H,.

Potom tekneme, 7e H,, H, jsou komplementdrni podgrafy v grafu G.

Necht U = ¢ je podmnoZina mnoziny uzli grafu G. Rekneme, Ze podgraf H
grafu G je vuplny vzhledem k U, plati-li:

a) Existuje eulerovsky! podgraf H' grafu G takovy, ze H, H' jsou komple-
mentarni podgrafy v G.

b) Pro kazdé x€ U je kefik? K, podgrafem v H.

Ziejmé graf G je sdm svym podgrafem uplnym vzhledem k libovolné ne-
prazdné podmnozingé U mnoziny svych uzli. V tomto p¥ipadé mluvime
o trividlnim podgrafu Gplném vzhledem k U, ostatni piipady tplnych pod-
grafii nazveme netrividinims.

Piistupme nyni k zobecnéni jedné véty O. Oreho a F. Béblera.

Véta 1. Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby v konecném neoriento-
vaném grafu G existoval jen trividlni podgraf uplny vzhledem k dané neprdzdné

1 Slovim ,,eulerovsky graf‘ zde oviem davéme §ir§i nédplih nez Konig [2], nebot pfti-
poustime také isolované uzly. Tak napt. podgraf N grafu G, ktery obsahuje vSechny uzly
grafu @ a %4dnou hranu, je eulerovsky. Podgrafy N, G jsou v G komplementarni.

® Keftk K, je podgraf grafu G, ktery obsahuje viechny hrany grafu G incidujici s uzlem &
a vSechny koncové uzly viech téchto hran (viz [2], str. 128).
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podmnoZing U mnoZiny wzli grafu G. je, aby na kazdé kruinici grafu G lefel
aspori jeden uzel x € U.

Dikaz. Necht v grafu (¢ existuje jenom trivialni podgraf aplny vzhledem
k U a necht pritom existuje kruznice O, na které nelezi zadny uzel mnoziny U.
Sestrojme podgraf H grafu ¢ tak, zZe z G vynechame vSechnyh rany kruznice O.
K podgrafu H existuje v ¢ komplementarni eulerovsky podgraf H' (slozeny
ze vSech uzla grafu @ a ze vSech hran kruznice O). Tim dochazime ke sporu,
nebot x» je netrivialni podgraf tiplny vzhledem k U.

Necht nyni obrécené existuje v grafu (¥ netrivialni podgraf H tuplny vzhledem
k U sestrojme k nému komplementarni podgraf H'. Protoze mnozina hran
(eulerovského) grafu H' neni prazdna, mazeme v H' sestrojit kruZnici Q (viz
Konig [2]. str. 19, véta 1). Kdyby existoval uzel x € U leiici na £,
ozna¢me A, h, dvé hrany kruznice £ incidujici s uzlem z. Hrany A, h,
by nepatiily ke grafu H. tedy graf H by nebyl podgraf tGplny vzhledem
k U. Na kruznici £ tedy nelezi 7adny uzel z mnoziny U. Dukaz je po-
dan.

0. Ore a F. Bébler se zabyvali piipadem, kdy ¢ je souvisly eulerovsky graf
a U je mnozina s jedinym prvkem c. Pak ov8em podgraf H uplny vzhledem
k U je eulerovsky. Vylou¢ime-li piipad, Ze se (¢ redukuje na isolovany uzel c,
Ize nutnou a postadujici podminku z véty 1 vyslovit tak, jak jsme uvedli
na pocatku tohoto ¢lanku. Kazdy souvisly eulerovsky graf (s neprazdnou
mnozinou hran) lze totiz — jak znamo — konstruovat jednim uzavienym
tahem, takze trivialnimu podgrafu H tGplnému vzhledem k U odpovida tah
konstruujici cely graf ¢, netrivialnimu podgrafu H pak tah konstruujici jisty
jeho vlastni podgraf.

Viimnéme si jesté pripadu, kdy mnozina U z véty 1 ma jediny prvek,
tedy U = {c}. Dfive vSak, nez budeme zkoumat vlastnosti prislusného grafu Z,
uvedeme bez dikazu jednu pomocnou vétu, kterou dokazuje Konig [2] na
str. 8 jako vétu 7.

Lemma 1. Jsou-li v daném grafu W, a W, dvé razné cesty, jez obé spojuji
dvojici riznijch w2l p, q, pak je mozno sestrojit kruinici Q, jejiz hrany patii
bud cesté W, nebo W,.

K formulaci véty 2 potfebujeme jesté jeden pojem. Necht (7, a G, jsou dva
grafy, které maji aspon jeden uzel spoleény. Pak maximdinim spoleénym pod-
grafem grafu (7, a (¢, rozumime takovy graf P, jenz je podgrafem grafu (7,
i grafu (,, pricemz plati: Je-li graf ¢ podgrafem v grafu G, i v grafu G,,
pak @ je podgrafem v P. Existence a unicita maximalniho spoleéného pod-
grafu je ziejma.

Véta 20 Necht Z je graf, v némZz existuje wuzel ¢ takovy, Ze kaZdd kruinice
grafu Z prochdzi wzlem c¢. Budte O a O dvé rizné kruinice grafu Z a necht P
je jejich maximdlni spolecny podgraf. Potom plati: Je-li P souvisly, je P bud
isolovanyj uzel nebo cesta v grafu Z, piicem?z uzel ¢ neni vnitinim uzlem této cesty.
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Neni-li P souvisly, md prdavé dvé komponenty, z nichz jedna je tvoiena isolovanijm
uzlem c.?

Dukaz. Ze souvislosti grafu £ plyne, Ze je to bud isolovany uzel nebo cesta
v grafu Z; necht ¢ je vnitfnim uzlem této cesty. Odstranime z kruznice O’
(resp. O”) vSechny hrany a vSechny vnitini uzly cesty P (tedy i uzel ¢); vznikne
tak cesta W, (resp. W,) v grafu @. Podle lemmatu 1 je mozné sestrojit kruz-
nici 2, jejiz hrany patii bud cesté W, nebo cesté W,, tedy £ neprochézi
uzlem ¢ (spor).

Necht nyni P ma asponn dvé komponenty; jedna z nich (oznaéme ji P,)
obsahuje uzel ¢. Necht P ma jesté aspon dvé dalsi rizné komponenty P, a P;;
zvolme v kazdé z nich jeden uzel p€ P,, g€ P,. Uzly p, ¢ déli kruznici O’ (resp.0”")
na dvé casti (cesty); budiz W, (resp. W,) ta z nich, jez neobsahuje uzel c.
Sestrojme nyni opét podle lemmatu 1 kruznici £2; ta v8ak neprochdzi uzlem ¢
(spor). Ma tedy P pravé dvé komponenty P, a P,. Zbyva jesté dokazat,
7e P, ma jen jediny uzel c. Necht P, ma kromé uzlu ¢ jesté uzel p. Zvolme dale
uzel q € P,. Pomoci uzla p, ¢ lze na kruznici O’ (resp. 0”) opét definovat dvé
cesty; oznacime-li W, (resp. W,) zase tu, ktera neprochazi uzlem ¢, odvodime
7 lemmatu 1 analogicky jako vyse existenci kruznice 2 neprochazejici uzlem ¢
(spor). Dukaz je tim podan.

Zavérem chceme poznamenat, Ze jednoduchd zobecnéni pripoustéji jesté
dalsi véty, jez O. Ore a F. Béibler uvadéji ve svych pracich.
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SAMETRA K OJHOW NPOBJEME
Ob DHJEPCKHNN TPADAN
HPMH CEJI.TAYER

BuiBo;inl

0. Ope n (. Ledoep sanuMaimcen aiiepekuMn rpagamu G, B KOTOPLIX CYUECTBYCT
BCPUIMHA, JIeHKAlad Ha KOKILOH OKpyKHocTH rpada (7. 3aMeTKa IOKa3bhIBACT BO3MOMKHOCTH
0000IIeHN T HTOUH TTPODIEMDIL.

3 Cast tvrzeni nadi véty 2 uvadi F. Bibler [1] na str. 83 v poznamee 3 pro specidlngjsi
ptipad eulerovského grafu 7Z bez dakazu.
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EINE BEMERKUNG
UBER EULER SCHE GRAPHEN

JIRI SEDLACEK

Zusammenfassung

O. Ore und F. Bébler studierten eine spezielle Klasse Euler’scher Graphen G, wo ein
auf jedem Kreise des Graphes G liegende Knotenpunkt existiert. Diese Bemerkung zeigt,
dall man die erwithnte Aufgabe leicht verallgemeinern kann.
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