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O PLOSE NAPLNENE OHNISKY PARABOL
NA ELIPTICKEM PARABOLOIDU

VLADIMIR MASEK, Brno

Tento clanek je doplnénim dvou mych ¢lanka ,,0 plose naplnéné ohnisky
parabol na hyp. paraboloidus* (Rozpravy CAV, II. ti.. r. XXX, & 33) a ,,Po-
zndmka ku plose naplnéné ohnisky parabol na hyp. paraboloidu¢ (Rozpravy
CAV, TI. t¥. r. XXXI. & 22)1

Ukéazeme zde, jak se vytvoreni plochy a jeji vlastnosti méni, vychiazime-li
od paraboloidu eliptického, a uvedeme nckteré nové vlastnosti této plochy.

Podobnymi tvahami jako v uvedenych pracich sezname, ze geometrickym
mistem ohnisek parabcl na eliptickém paraboloidu je plocha 4. fadu, a to
Steinerova plocha ¥imskd. Ozna¢me ji P Vytvori se jednoduse tim zpu-
sobem, posineme-li viechny paraboly daného eliptického paraboloidu, jdoueci
jeho vrcholem, smérem osy tak, aby se jejich ohniska ztotoznila s bodem F

. , Lat 4 b2
na ose z paraboloidu ve vzddlenosti — od jeho vrcholu O.

Je-li rovnice x? y?
2 o e o 1
W e (1)
rovnici daného eliptického paraboloidu P, plyne podle vyse uvedenych praci
rovnice plochy P* ve tvaru
4(22b? + y2a2) — 4z22%(x2h2 4 y%a?) + a?(ah? - y2al) = 0. (2)

Z rovnice (2) plyne, Ze plocha P* je plochou Steinerovou Fimskou, jejiz
redilnow dvojnou piimkou je osa z puraboloidu. Dalsi dvé dvojn? promky jsou
mmagindind a leZi v imagindrnich rovindch jdoucich osou z a im wgindrnimi pFim-

. o v b . o (s
kamy v roviné (xy) o smérnicich -+ ¢-— . Uvedené dvojné primky protinaji se
“ :

v nekoneéné¢ vzdaleném bodu Z,, osy z. Vrcholy V a V' parabol 4 a B plochy
P2, jez jsou naplnény ohnisky parabol v rovinich rovnobéznych s hlavnimi
rovinami daného eliptick¢ho paraboloidu P, jsou kuspidalnimi body plochy P*.

Rovnéz obdobnymi tvahami plyne, ze kuzel opsany plose P* z libovolného
bodu M osy z dotyka se plochy P* podle kiivky k%, jez je prostorovou kfivkou

1 Té% Bulletin international de I’Académie des sciences de Boh’me, 1922.
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sférickow 4. Fidu 1. druhu, ktera lezi na plose kulové prochizejict vrcholem M
kuZele a majici stfed ve spoleéném ohnisku F parabol plochy P4,

O plos> Steinerové plati, Ze kuzel opsany plose z bodu leZiciho na dvojné
primce se rozpadd ve dva kuzele 2. stupné. Vypodétem pii plose P! snadno

zjistime, ze prvy kuzel degeneruje ve dvé roviny jdouci osou z. Podle vysky
. . o, [ b2 = 02
z = m vrcholu M nad (xy) jsou tyto roviny bud redlné vy =m =< %) , nebo

el o b oAb o
imaginarn? (-m, > S am <C T .Prom = g prechazeji v roviny isotro-

bh2

2
SRV 4 PRy I . .
pické. Pro m = — , resp. m = T splyvaji redlné roviny s rovinou (x32),

'S

resp. (yz).
Druhy kuzel je kuzelem 2. stupné o rovnici

aty? 4 bl — dm(e2h? 4+ a?y?) — a?d*}(z — m)? = 0. (3)

V tomto piipadé plati pro plochu P4, jak bylo odvozeno v prvni z vyss uve-
denych praci, ze kuZele opsané plose P* z bod@ dvojné primky z maji tytéZ sméry
cyklickijch rovin.

Zapadne-li vrchol kuzele do poéatku O, odvodime snadno pti plose P*, Ze
tento kuzel je rovinami kolmymi k ose z protnut v elipsach, jejichz pomér
poloos je rovny p-méu pyrametrd hlavnich prabol plochy.

Sty¢éné kiivky k* ploSe opsanych kuzeltt z bodi dvojné primky z promitaji
se orthogondlné do roviny (xz) co zlipsy homothetické k jejich smoleénému
stiedu V' co stiedu homothetie. Pomér jejich poloos pii plose P* je Y12 — &2 : a.
Plati tudiz pro plochu P* analogické jednoduché projektivni vytvoreni jako
pro diive uvazovanou plochu Steinerovu v pracich ptedeslych, a to pomoci
svazku soustiednych ploch kulovych o stiedu ve spoleéném ohnisku F vsech
parabol plochy a pridvé uvedeného svazku koaxionalnich homothetickych
eliptickych vélea, pii ¢emz odpovidajici si plochy téchto projektivnich svazkia
se dotykaji ve vrcholu M prislusného dotyéného kuzele.

Pro plochu P* mozno jesté uvést, ze cyklické roviny kuzeli opsanych plose
z bodl dvojné piimky z jsou soudasné cyklickymi rovinvmi souosijch eliptick jch
valedt, jimiz se dotyéné kiivky k! promitaji do roviny (zy).

Uved.ne jesté nékteré nové vlastnosti plochy P?.

Uvazujme kuZel opsany plose P! z vreholu V' (kuspiddlniho bodu) hlavni
paraboly 4 plochy v roving (xz). Jeho rovnici, po posinuti pogitku do vreholu M
kuzele, lze psati ve tvaru

[y) & =02 — bz][yVa® — b2 + bz] = 0. (4)

Roviny g a ¢’, v néz dotyény kuzel degeneruje, jsou rovnobzné s cyklickymi
rovinami kuZeld opsanych plosz P* z boda dvojné pfimky z.

Dotyéna kiivka tohoto degenerovaného kuzele s plochou P* musi byt, podle
toho, co jsme diive uvedli, kiivkou sférickou, lezici na plose kulové procha-
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zejici bodem V a majici stfed ve spoledném ohnisku F viech parabol plochy.
Dotykaji se proto roviny o a o' plechy P* podél krufnic. Oznaéme je k a . Krui-
nice k£ a / jsou jedinymi redlnymi kruznicemi na plose P*.

Roviny p a ¢’ prochazeji vrcholovou tednou v hlavni paraboly A plochy
v roving (xz) a jsou spolcEnymi rovinami svazku teénijch rovin o ose v a dotyéného
vdlce plochy podél paraboly hlavni B v roviné (yz).

Roviny p a ¢’ se dotykaji plochy P* podél kruznic k a ! a v bodu kuspidal-
nim V. Jsou tudiz dvojndsobnymi teénymi rovinami plochy, a to konickyme.
Uvazujme kuzelose¢ky, v nichz plochu P* protinaji teéné roviny valce
opsaného plose podél jeji hlavni paraboly B v roviné (yz).
Geometrické misto sttedt vSech téchto kuzZelosedek obdrzime podetné ve
tvaru '
2
16b%22 + 162a2y2 = a'h? — a2b?; z = % . (5)
Plati tudiz: Stredy vsech kuZeloseéek, v nichZ roviny teéné plochy podél hlavnt
paraboly B v roviné (yz) plochu protinaji, leZi na elipse € v roviné rovnobéiné
2

s (zy) ve vzddlenosti z = aT , . 7. dotyjkajici se hlavni paraboly A plochy v roviné

(zz) v bodu kuspiddlnim V.
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Ponévadz dale rovnice piidorysu elipsy plochy v libovolné roving uvazova -
nych teénych rovin, po pretransformovini do stfedu co polatku, podava
rovnici totoznou s pramétem ¢, elipsy e, plati zajimavd véta:

Roviny tcéné podél hlavni paraboly B plochy v roviné (yz) protinji plochu
v elipsdch, jejichZ praméty do roviny (xy) jsow elipsy vesmés shodné a zdroven,
shodné s elipsou ¢ maplnénou stFzdy véech téchto elips.

Obalova kiivka pudorysnych priamétt téchto elips je obalovou kiivkou
elipsy shodné s prumétem e, elipsy &, pohybujici se svym stifedem po elipse
£; pii zachovani roviobéznosti os. Je tudiz obalovou k¥ivkou elipsa 'e homo-
theticka s elipsou ¢, vzhledem k jejimu stfedu co stfedu homothetie pro pomér
2 : 1. V prostorn dotykaji se uvazované praseéné kuzelosadky eliptic'tdho
vélee jdouciho elipsou 'e kolmo k roving (vy).

Snadno nahlédneme, Ze roviny jdouci vreholovou teénou » hlavni paraboly
A v roviné (xz) protinaji plochu v kuzelosec¢kach, jejichz sttedy lezi na para-
bole n’ homothetické k parabole hlavni B v roviné (yz) vzhledem k vrcholu ¥V
co stfedu homothetie pro pomér 1 : 2.

Obdobny vysledek plati pro stiedy kuzZelosetek plochy lezici v rovinach
svazku, jehoz osou je tetna o’ v kuspidalnim bodu V', totozném s vrcholem
hlavni paraboly B v roviné (yz).

Doslo 20. V. 1955.

O MOBEPXHOCTU HATTOJIHEHHON ®OKYCAMHU
BCEX MAPABOJI HA 3JIJIMOTUYECKOM IMAPABOJIOUIE

BIAODMMUP MAIIER

BuiBout

9dra momepxuHocTh 0OpasyeTcss TAKOM CJABHIOM BceX 1apaGosi HPOXOAAMHMX BepIIHHON

Rauzoro napaGosonjia P B HANPABJICHUH OCH, NP KOTOPOM HX (OKYyCH COBHARYT ¢ TOIKOH F
2 2
a b
4 OT ero BepIIMHEL a? n b 03HAUAIOT TapaMerpLl

Ha oCcH napa6onon;1a Ha paccTosIHUN

ero riaBHLIX napabod.

Ocb z npejicTaBisier ABOIHYIO NpsaMyio nosepxHoctn P2, IlmockoeTs Ge3KoHEYHOrO yiase-
HHSI TIePeceKacT MOBEPXHOCTH MO JBYM JIBOWHLIM MMMAal HHAPHLIM IPSIMBIM, MepeceKaloniMesl
8 GE3KOHCYHO yNlalleH ol TouKe Z o Ha ocH z. OTcIOfa clieflyer, UTo NoBepXuocts P* gpisercs
[TelinepoBoii pNMCKOU NOBEPXHOCTIO.

B paGore peluaeres Bonpoc KauecTeB HOBepXHocTeil P,.
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