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O Z A M E N I T E E N Y C H RELÁCIACH 
M I L A N K O L I B I A R , Bratislava 

Ak M je množina,, 0, 0', 0" budu značit binárně relácie na M, a, b sú v ďal-
Rom všade prvky množiny ilf. Pojmy súčin relácií, čiastočné usporiadanie 
relacií, svazové operácie s reláciaini používáme v obvyklom význame. 0^0' 
teda značí, že a 0 b implikuje a 0' b; a(0 n 0') b vtedy a len vtedy, keď a 0 b, 
aO'b; a(6 U 0')b vtedy a len vtedy, keď platí aspoň jeden zo vzťahov aQb, 
aO'b; aOO'b platí vtedy a len vtedy, keď existuje prvok x € M, pre ktorý 
je ad x, xO'b. Ak aOb implikuje bda, hovoříme, že relácia 0 je symetrická. 
Ak 00' — 0'0, hovoříme, že relácie 0, 0' sú zaměnitelné. 

1. V knihe [T] B i r k h o f f dokazuje vetu (kap. VI, teoréma 2): Normálna 
kongruencia na, lupe je zaměnitelná, s každou kongruencicni. Přitom sa kongruen-
cia 0 nazývá normálnou, ak [namiesto aOb píšeme a -- b(6)] 

ux - x(0) implikuje u ^ 1(6) (1) 

a xu x(0) implikuje u - 1(0). (2) 

Dókaz spomenutej vety uvedený v [1] spočívá v tom, že použitím (1) sa do­
káže: Ak 0 je normálna a 0' [libovolná kongruencia na lupe, je 00' <; 0'0; 
podobné použitím (2) sa dokáže 0'0 <, 00'. V probléme 32 [1] B i r k h o f f 
kladie otázku, či k dókazu rovnosti 00' = 0'0 nestačí vlastnost (1). 

Cahko sa ukáže, že ak pre kongruencie 0, 0' platí 00' ^ 0'0, platí 00' — 0'0, 
t. j . kongruencie 0, 0' sú zaměnitelné. Spomínanú vetu možno teda zovšeo-
becniť takto: 

Veta. Kongruencia 0 na lupe, ktorá má vlastnost (1), je zaměnitelná s každou 
kongritenciou. 

Tým je daná kladná odpovědna, Birkhoffov problém.* Okrem toho ukážeme, 
že k platnosti implikácie 00' -£ 0'0 => 00' — 0'0 nie je potřebné předpokládat, 
že relácie 0, 0' sú ekvivalencie (t. j . reflexívně, symetrické a tranzitivně re­
lácie), ale stačí, aby relácie 0, 0' boli symetrické (pozři 3.5). 

* Poznámka při korekturo: Autor sa medzi časom dozvěděl, že sporriínany problém 
je riešeny v práci: 

G. T r e v i s a n , Construzzione di quasigruppi con relazzioni di eongruenza non per-
mutabili. Rend. Sem. Univ. Padova 22 (1953), 11—22. Nasledujúce úvahy sa však 
tykajú nielen kongrueneií, ale lubovoInych binárnych (v odst. 3 symetrických) relácií. 
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2. V tomto odseku značia 0, 0', 0" lubovolné (nie nevyhnutné symetrické) 
relácie. 

2.1. Násobenie rclácií je asociativně, t. j . (0Q')0" = 0(0'Q"). 
D ó k a z . Obidva vztahy a(Q [Q'0"\)b, a ([Q0'\0")b značia, že existujú prvky 

x. y(žM, pre ktoré platí aOx, xQ' y, yO"b. 

2.2. 0' :-: 0" implikuje 00' < 00", 0'0 <; 0"Q. 
D o k a ž . Nech a00'b. Potom pre určitý prvok x€M platí aOx, xQ'b. 

Pretože 0' i? 0", platí aj xO"b, takže a 00" b. Podobné dokážeme druhý 
vztah. 

2.X Platí Q(0'uO") = (00')u(00"), (0' u0")0 -= (0'0) u (0"0). 
Dokážeme prvú rovnost (drrihá sa dokáže podobné). 
a) Nech a (0 [0' u Q"\)b. Potom pre istý prvok x e M platí a0 x, x(0' u 0")b. 

Nastává teda aspoň jeden z prípadov aO x, xO'b a aOx, xO"b, t. i. aspoň 
jeden z prípadov a00'b, aOO"b, takže platí a (00' u 00") b. Teda 0(0' u 0") <: 
-: 00' u 00". 

b) Pretože 0' ^ 0' u 0", 0" u 0' u 0", podlá 2.2 je 00' á 0(0' u 0"), 00" <A 
L-- 0(0' u 0"), teda aj 00' u 00" £ 0(0' u 0"). 

P o z n á m k a . Podobné sa lahko ukáže, že platí 0 (0' n 0") £ (00') n (00"), 
(0' n 0") 0 £ (0'0) n (0"0). Nemusí však platit 0 (0' n 0") - 00' n 00", ako 
ukazuje příklad: 

0,0', 0" sú ekvivalencie na množině (1, 2, 3), dané rozkladmi, ktorých 
triedy sů p o r a d ě : {1}, {2,3} (0); {1,2}, {3} (0'); {1,3}, {2} (0"). Platí 2(00' nQ0")\, 
avSak neplatí 2 (0 [0' n 0"]) 1. 

2.4. Ak relácia 0 je zaměnitelná s reláciami 0', 0", je zaměnitelná aj so sú-
cinom 0'0". 

Tvrdenie vyplývá bezprostředné z 2.1. 
2.5. Ak relácia 0 je zaměnitelná s reláciami 0', 0", je zamenitdná aj s relá-

ciou 0' u 0". 
Tvrdenie vyplývá bezprostředné z 2.3. 
P o z n á m k a . Pre prenik 0' n 0" neplatí podobné tvrdenie, ako ukazuje 

příklad: 0, 0' 0" sú ekvivalencie na množině {], 2, 3, 4, 5} dané rozkladmi, 
ktorých triedy sú po radě: {I, 2, 3}, {4, 5} (0); {1, 5}, {2, 3, 4} (0'); {1, 2, 5}, (3, 4} 
(0"). 0' n 0" je ekvivalencia, daná rozkladom {1,5}, {2}, {3,4}. Platí 00' = 
= 0'0, 00" = 0"0, avšak 0(0' n 0") 4= (0r n 0") 0, pretože 2 (0 [0' n 0"]) 4, 
avšak neplatí 2( |0 ' n 0"J 0)4. 

2.6. Ak uvažujeme len reflexívně, symetrické a tranzitivně relácie, t. j . 
ekvivalencie, pre zaměnitelnost týchto relácií platí rad dalších vlastností 
(pozři napr. [ 2j, [3], [4| ), ktoré neplatia všetky pre lubovoiné relácie. Přitom sa 
pre ekvivalencie 0,0' definuje ti u ti' inak ako tu (tak. aby relácia ti u ti' bola 
ekvivalenciou). Například ekvivalencie 0, 0', pre ktoré platí 0 < 0', sú za­
měnitelné. To vsak neplatí například pre relácie 0, 0' definované na množině 
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{1,2, 3} takto: 16 1,10 2 , 2 0 1 , 2 0 3 , 3 0 2 ; 1 0' 2, 2 0 4 , 3 0' 2. Plat 

О' < 0, avšak 00' =j= 0'0, lebo 1 00' 2, ale neplatí 1 О'О 2. 

3. V celom tomto odseku 6,0' značia symetrické relácie. 

3.1. a 00' b platí vtedy a len vtedy, ked b 0'0 a. 
D ó k a z . Nech аОО'Ъ. Potom pre určitý prvok x £ M platí aO x, xO'b. 

Pretože relácie 0, 0' sú symetrické, je bO' x, xOa, t. j . ЬО'Оа. Obrátená 
implikácia sa dokáže podobné. 

3.2. Relácie 00', 0'0 súcasne sú alebo nie sú symetrické. 
D ó k a z . Nech relácia 00' je symetrická. Potom vzhladom na 3.1 platí 

аО'ОЬ --> b 00'a --> aOO' b --> ЬО'Оа, t. j . relácia 0'0 je symetrická. Rov-
nako sa dokáže obrátená implikácia. 

3.3. 00' — 0'0 platí vtedy a len vtedy, ked relácia 00' je symetrická. 
D ó k a z . 
a) Nech 00' = 0'0. VzhTadom na 3.1 potom platí a00' b => aO'0 b => b00'a. 

Teda relácia 00' je symetrická. 
b) Nech relácia 00' je symetrická. Potom vzhladom na 3.1 platí a 00' b o 

<=> b 00' aoa 0'0 b, teda 00' = 0'0. 

З Л . Ak 00' < 0'0, relácia 00' je symetrická. 

D ó k a z . Vzhladom na předpoklad a 3.1 platí a 00' b ==> aO'0 b => b 00' a. 

3.5. Ak вв' g в'в, je вв' = в'в. Tvrdenie vyplývá z 3.4 a 3.3. 

Došlo 15. XI . 1954. 
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О П Е Р Е С Т А Н О В О Ч Н Ы Х О Т Н О Ш Е Н И Я Х 

M. К О Л И Б Я Г, Братислава 

В ы н о д ы 

И настоящей статье обращается внимание на это, что ответ на проблему 32 Бирк-
гофа [Т] положителен, так как для отношений эквивалентности 0, 0' (i) из 00' ^ О'О 
следует 00' О'О. Следовательно, в теореме 2 гл. VI книги [1] Бнркгофа можно 
уел вне нормальности заменить более слабым условием: их :~ х (0) влечет за собой 
и -= 1 (0). 

Показывается, что утверждение (i) верно вообще для симметрических бинарных 
отношений. Даны некоторые простые свойства бинарных отношений в связи с свойством 
перестановочности отношений, как например: Дли любих бинарных отношений на 
фиксированном множестве справедливо утверждение: Если отношение 0 перестановочно 
с отношениями 0', 0", то оно перестановочно с отношениями 0'и О", О'О". Симметри­
ческие отношения 0,0' перестановочны тогда и только тогда, когда отношение 00' сим­
метрично. 
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