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O ZAMENITELNYCH RELACIACH

MILAN KOLIBIAR, Bratislava

Ak M je mnozina, 0, 6°, 6" buda znacit binarne relacic na M, a, b st v dal-
gom vsade prvky mnoziny M. Pojmy stdin relacii, ¢iastoéné usporiadanie
reldcii, svizové operacie s relaciami pouzivame v obvyklom vyzname. 6 <6’
teda znadi, Ze « 0 b implikuje @ 0’ b; a0 N 0') b vtedy a len vtedy, ked a 8 b,
al’b; a(@®u )b vtedy a len vtedy, ked plati asponi jeden zo vztahov a0b,
al'b; «00'b plati vtedy a len vtedy, ked existuje prvok x € M, pre ktory
je abx, x0'b. Ak ab0b implikuje b0a, hovorime, Ze relacia 0 je symetricka.
Ak 00" = 0’0, hovorime, Ze relacie 0, 0’ si zamenitelné.

1. V knihe [1] Birkhoff dokazuje vetu (kap. VI, teoréma 2): Normdlnu
kongruencia na lupe je zamenitelnd s kaZdow kongruenciou. Pritom sa kongruen-
cia 0 nazyva normdlnou, ak [namiesto a0b piseme a = b (0)]

ur = x(0) implikuje u = 1(0) (1)
a au ~ x(0) implikuje w = 1(0). (2)

Dékaz spomenutej vety uvedeny v [1] spoéiva v tom, Ze pouzitim (1) sa do-
kaze: Ak 0 je normalna a 6’ lubovolnd kongruencia na lupe, je 60’ =< 6'6;
podobne pouzitim (2) sa dokaze 00 = 00'. V probléme 32[1] Birkhoff
kladie otdzku, ¢i k d6kazu rovnosti 60" = 60 nestaci vlastnost (1).

Lahko sa ukaZe, Ze ak pre kongruencie f, 6’ plati 60" < 6’0, plati 660’ = 6'0,
t. j. kongruencie 0, 0’ st zamenitelné. Spominani vetu mozno teda zovseo-
beenit takto:

Veta. Kongruencia 0 na lupe, ktora ma vlastnost (1), je zamenitelnd s kaZdou
kongruenciou.

Tym je dand kladnd odpoved na Birkhoffov problém.* Okrem toho ukazeme,
ze k platnosti implikacie 06" < 0’0 = 66" = 60 nie je potrebné predpokladaf,
ze relacie 0, 6" su ekvivalencie (t. j. reflexivne, symetrické a tranzitivne re-
lacie), ale stadi, aby relacie 6, 6’ boli symetrické (pozri 3.5).

* Poznamka pri korekture: Autor sa medzi éasom dozvedel, Ze spominany problém
je ricseny v praci:

G. Trevisan, Construzzione di quasigruppi con relazzioni di congruenza non per-
mutabili. Rend. Sem. Univ. Padova 22 (1953), 11-—22. Nasledujtce uvahy sa vSak
tykaju niclen kongruencii, ale Iubovolnych bindrnych (v odst. 3 symetrickych) relacii.
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2. V tomto odseku znadia 0, §', 8" Tubovolné (nie nevyhnutne symetrické)
relacie.

2.1. Nasobenic relicit je asociativne, t. j. (000" = 0(0°6"").

Dékaz. Obidva vztahy a(0[0°0”])b, a([00°]10")b znadia, Ze existuju prvky
v,y € M, pre ktord plati afw, x0"y, y0"'0.

22,0 0" implikuje 00" 00", 0'0 = 0"0.

Dokaz. Nech «00'b. Potom pre urcity prvok x € A plati af.ux, x0'b.
Pretoze 07 < 0", plati aj 20"b, takze « 00" h. Podobne dokdzeme druhy
vztah.

28, Plati 0(0"0 0"y = (H0")yu (00"), (0"u 67)0 = (0'0)u (0'0).

Dokazeme prvit rovnost (druha sa dokaze podobne).

a) Nech a (0070 0”])L. Potom pre isty prvok x € M plati a0 x, x ("0 0")b.
Nastava teda aspon jeden z pripadov afa, 20’0 a «0x, x0'b, t.]. aspoit
jeden z pripadov « 00" b, « 00 b, takie plati « (00" U 00")b. Teda 0 (0" U 0') =
= 00" 0 00",

b) Pretoze 0" 20" 0 0", 0" 20" U 0", podla 2.2 je 00" =00 U 0"), 60" =
= 00" U9, teda aj 00"V OO = 00" U 0").

Poznamka. Podobne sa lahko ukaze, Ze plati 0(0'n0") = (90") n (00"),
"0 0 = O0)n (070). Nemusi viak platit 00" n 0”) = 00" n 00", ako
ukazuje priklad:

0,007 st ekvivalencie na mnozine {1, 2, 3!, dané rozkladmi, ktorych
triedy s po rade: {1}, {2,3} (0); {1,2}, {3} (9"); 11,3}, {2} (0"). Plati 2(00" n 66")1,
aviak neplati 2(0[0' n6""]) 1.

2.4, Ak velicia 0 jo zameritelnd s relaciami 0', 0", je zamenitelnd aj so si-
cinom 60"

Tvrdenie vyplyva bezprostredne z 2.1.

2.5, Ak relacia 0 je zamenitelnd s relaciams 0', 0", je zamenitelnd aj s reld-
ciow 07w 0.

Tvrdenie vyplyva bezprostredne z 2.3.

Pozndmka. Pre prenik 0" n 0" neplati podobné tvrdenie, ako ukazuje
priklad: 0, 0" 0" g4 ekvivalencie na mnozine {1, 2, 3, 4, 5} dané rozkladmi,
ktorych triedy st po rade: {1, 2, 3}, {4, 5} (0); {1, 5}, {2, 3, 4} (0"); {1, 2, 5}, {3, 4}
0. 0" 0" je ekvivalencia, dana rozkladom (1,5}, {2}, {3,4}. Plati 07" ==
=00, 00" =070, avsak 00" n0") 4= (9" n0O")0, pretoze 2(H [0 n 0'']) 4,
avsak neplati 2(|0' n 0| ) 4.

2.6. Ak uvazujeme len reflexivne, symetrické a tranzitivne relacie, t. j.
ekvivalencie, pre zamenitelnost tychto relacii plati rad daldich vlastnosti
(pozri napr. [2], [3], [4] ), ktoré neplatia vietky pre lubovolné relacie. Pritom sa
pre ekvivalencie 6,6 definuje 0 u 6" inak ako tu (tak, aby relacia ¢ u 6° bola
ekvivalenciou). Napriklad ekvivalencie 0, (', pre ktoré plati 0 =0, sa za-
menitelné. To viak neplati napriklad pre relacie 0, 0" definované na mnozine
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{1, 2,3} takto: 161,102,261, 263, 302; 10'2, 20'1, 36"2. Plat
0" <0, aviak 00’ 3= 0’0, lebo 100’ 2, ale neplati 160 2.
3. V celom tomto odseku 6, 6’ znadia symetrické relacie.

3.1, a 00" b platt vtedy a len vtedy, ked b 6’0 a.

Doékaz. Nech a00'h. Potom pre uréity prvok = € M plati a6 x, x0'b.
Pretoze relacie 0, 0" su symetrické, je b0'x, x0a, t. j. b0'6a. Obratend
implikacia sa dokaze podobne.

3.2. Reldcie 007, 0'0 sucasne si alebo nie si symetrické.

Do6kaz. Nech relicia 00" je symetrickd. Potom vzhladom na 3.1 plati
al'0b = b00"a=ab0"b=000a, t.j. relicia 0’0 je symetrickd. Rov-
nako sa dokaze obratena implikacia.

3.3 00" = 0'0 plati vtedy a len vtedy, ked reldcia 00" je symetrickd

Dokaz.

a) Nech 60" = 6'0. Vzhladom na 3.1 potom plati a00'b = a6'0b = b00"a
Teda relacia 00" je symetricka.

b) Nech relacia 06" je symetricka. Potom vzhladom na 3.1 plati « 66§ <
<000 a<=al'0b, teda 60" = 0.

3. Ak 00" <00, reldcia 00° je symetrickd.

Dékaz. V7hladom na predpoklad a 3.1 plati a 00" b = a 0’0 b = b 00" a

3.0, Ak 60" < 00, je 80" = 6’6. Tvrdenie vyplyva z 3.4 a 3.3.
Doslo 15. XT1. 1954.
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O NMEPECTAHOBOYHBIN OTHOMIEHMWAX
M. ROJIUB AP, Bparnciapa

Busoun

B wactosmiei ctarbe 0GpaaeTesT BHIMANIC Ha HT0, 9T0 oTBeT Ha npobaemy 32 Bupk-
rofa [1] moJrossirreden, TaKk RaRk s OTHOIHCNWIL skpusadacurnoctin 0, 07 (1) na 067 = 00
ciaepyer 607 < 00, Caecposarcanno, B reopeme 2 1. VI kunri [1] Duprroga MokHO
YOI BIE HOPMAJTLHOCTH 3amMennTh  Oosiec caadning yeaosnem: wz = x (0) sicder 3a coboit
¢ =1 (0).

Horaspisaerest, 4ro  yTRepAgienie (7) sepno Boodme Ut CHMMETPIYCCKIX OuHApHLIX
ornomenuit. J{ann 1eROTOPHLIC UPOCTHIC CBORCTRA OHHAPHBIX OTHOWCHML B ¢ BABILC ¢ BOHCTROM
HOPECTAOBOUHOCTH  OTHOIICHRI, KAk Hanpumep: Last JuoOux Onuapunix oTHOWeni Ha
PHURCHPOBANTIOM MHOMCCTBE CHPABCUINBO yrBepicne: Ecir otromcenire 0 niepectaltoBodHo
¢ ornomenmsiznm 607, 077, 10 0110 nepeeTanoBouHo ¢ otHomeHmsiv 07w 67, 0°0”7. Cunmerpu-
decrne orHouIcHWst 0, 07 11epecTalioBOMHBL TOTHA M TOJILKO TOMJA, Koraa oTHowedue 007 cum-
MCTPUYHO. '
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