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Matematicky &asopis 18 (1968), No. 3

K STUDIU JISTE TRIDY
KINEMATICKY VYTVORENYCH PRIMKOVYCH PLOCH

OTO OBURKA, Brno

1. UVOD

VYJADRENI POHYBU

V posledni dobé objevuje se stile vice praci vénovanych teorii kmitani,
coz je vyvolavano rostoucimi rychlostmi a rozméry stroji, aplikacemi kmita-
vého pohybu v dopravé sypkych a kusovych materidlt, pfi rozrusovani
zemin, zatloukani pilotd a pii mnoha réznych pochodech strojni, stavebni
a elektrotechnické praxe.

Predmétem této prace je studium nékterych geometrickych vlastnosti
piimkovych ploch, vznikajicich Sroubovym pohybem pifimky pii soudasném
tlumeném harmonickém kmitani ve sméru osy sroubového pohybu a studium
ktivek, které jsou vytvafeny body pii tomto pohybu. Mnohé nalezené vlast-
nosti vztahuji se i na pifmkové plochy, kde se Sroubovy pohyb sklida s vy-
nucenym kmitanim nebo s vynucenym kmitanim tlumenym. Z hlediska
kinematického lze tedy hovorit o tlumeném harmonickém kmitdni soustav
s jednim stupném volnosti, které konaji vlastni nebo vynucené tlumené kmity.

Nejprve vyjadiim tlumeny pohyb kmitavé Sroubovy, ktery je vytvaiecim
pohybem studovanych kfivek a ploch. Osu O, pravoihlé soufadnicové soustavy
v prostoru E3 zvolime za osu Sroubového pohybu, takze dany bod B s vy-
chozi polohou (r, 0, 0) se bude Sroubovat na rotaéni vilecové plose z2 4 42 = 72
a vykonavat pritom tlumeny harmonicky pohyb. Oba pohyby lze vyjadiit
parametrickymi rovnicemi

(1.1) x=rcosp, y=rsing, z2=r.vp
(1.2) x=rcosp, y=rsing, 2= ael?sin ne.
Parametrické rovnice kiivky K vysledného tlumeného kmitavé Sroubového

pohybu lze pfi vhodné volené fizi kmitani, bez Gjmy obecnosti, psat v jedno-
duché formsé
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(1.3) z=rcosp, y=rsing, z= qet®sinng 4 vop,

kde ¢ je parametr rotatniho pohybu, vy parametr §roubového pohybu, r polo-
mér vySe uvedené rotadéni valcové plochy, a pocéateéni amplituda, n > 0
frekvence tlumeného kmiténi, ¢ je konstanta tGtlumu, jejiz velikost ma pod-
statny vliv na vznikly pohyb; pro tlumeny pohyb musi byt jeji hodnota za-
pornd ¢ < 0. Amplituda tlumeného harmonického pohybu pak neni stala
a zmensuje se s parametrem ¢ rostoucim od nuly, takZe volime ¢ € < 0, ).

2. KOMPLANOVANE KRIVKY TLUMENEHO KMITAVE SROUBOVEHO POHYBU

Rozvineme-li uvazovanou valcovou plochu, pfechazi prostorova kiivka K
v rovinnou kfivku K

(2.1) r=r.p, 2z=ae®sinngp 4+ vop

(Pro zjednoduseni zdpisu budeme oznadovat ael® sin ng + vop = 1) jez je
vepsana do rovinné oblasti, omezené kiivkami

(2.2) x=rp, z= 4 ae?® 4+ v,
které jsou afinni s exponencialnimi kiivkami
(2.3) = rp, z = 4 ae?.

Vyjédieni téchto kiivek muzZeme zjednodusit bez Gjmy obecnosti predpo-
kladem r = 1.

Derivace (2.1) podle ¢

dz :
(2.4) d— = qe??(q sin np + n cos ng) + vo
@

(pro tento vyraz zavedeme zkrdcené oznadeni 5’) uréuje smérnici teény v obec-
ném bodé ¢, takze kiivka nabyvé extrémnich hodnot pro ¢ vyhovujici rov-
nici

Vo
(2.5) €7%(q sin np + n cos ny) = — P
Pii v = 0 extrémni hodnoty jsou uréeny vztahem
n .
tg npe = ——?, tj. pro nge + kn (kde k=1, 2, ...).

4
Pii vy & 0 plsobi vSak exponencidlni élen e??, Ze se extrémy posouvaji v kazdé
periodé na jinou fézi a poéinajic dostateéné velkou hodnotou ¢ rovnost (2.5)
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viibec nenastane, takZe pii kladném v je (2.1) stile rostouci. V bodech urde-
k3
nych hodnotami np = Ic? (kde k=1, 3, 5, ...) dotykaji se kiivky (2.1)

kiivek (2.2), ¢imZ jsou téz urdeny jejich tedny.
Z druhé derivace vyrazu (2.1)
dzz .
(2.6) -(;—2 = qe??[(¢% — n?2) sin nep + 2nq cos ne]
4
(zavedeme pro né&j oznadeni ") vyplyva, Ze inflexni body uréité kiivky K
se vyskytuji v kazdé periodé pti téze fazi, a to pro hodnoty ¢ urdené rovnici
0 ¢ 2nq
(2.7) g Ny = 7
Argument ¢ inflexnich boda nezavisi tedy pfi uréité frekvenci ani na para-
metru Sroubového pohybu v, ani na amplitudé «, zavisi vSak na konstanté
dtlumu q.

Obr. 1. Komplanované kfivky tlumeného kmitavé Sroubového pohybu
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Teény ke kiivkdm K v bodé x = ¢ jsou ddny rovnici
{2.8) z=n'z +n—n'p
Jejich pruseéiky s piimkami
(2.9) 2z = V%
pii proménném vo maji soufadnice na ose tsedek

sin ne

!(2.10) xr = ;
q sin nep -+ n cos ne

Vysledek nenf zavisly na a, v a lze jej vyjadiit takto:
Véta 2.1. Praméty dsekt na teéndch komplanovanych k¥ivek K tlumeného
Emitavé $roubového pohybu, méfenyich od bodu dotyku x = o,z = ae® sin neg +

+ vopo k praseéilu teény s pFimkou z = voz, sestrojené kolmo na osu z, maji
sin ngo

pro vdechny hodnoty parametri. a a vo stejnou délku - .
q sin ney + 1 CoS Ny
Tutéz hodnotu mags také podobné méiené subtangenty, piislusné teéndm v bodech
@o 4+ mn(m =1, 2,3...).

Dale plati;

Véta 2.2. Komplanované kiivky K p¥i daném n, vo, q a rizné amplitudé a,
jJsou v kosothlé afinité o ose z = vox a se smérem rovnobeZnym s osou z.
Prisediky teden kiivek K s piimkou x = 0 maji aplikity

(2.11) 2z = ae??[(1 — qp) sin np — ne cos ne],

z &ehoz vyplyva, Ze teény kiivek urcéenych stejnymi hodnotami a, n, ¢ a rtz-
nymi hodnotami pro vy v bodech piislusejicich témuz parametru ¢ tvori
svazek se sttedem v bodé (2.11). Z toho lze odvodit;

Véta 2.3. Komplanované k¥ivky K tlumeného kmitavé $roubového pohybu,
uréené rovnicems (2.1) jsou pFi spoleéné hodnoté a, n, q a libovolném parametru vy
vzdjemné v nevlastni elaci, p#i emZ pFimka x = 0 je osou ¢ smérem elace.

Eliminaci parametru vy z rovnic (2.1) a (2.4) ziskame diferencidlni rovnici
soustavy komplanovanych kiivek o frekvenci » a proménném parametru v,

1 1
(2.12) 2 — Zz = ae?? [(q — :) sin ny + » cos mp] .
Zvolime-li 2/ = k = tg « dostdvdme soustavu isoklin kfivek K
(2.13) x =@, z=aet®[sinnp — ¢(qsin np + n cos np)] + ke
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které protinaji kiivky K v bodech se smérnicemi k. Z tvaru rovnice je zfejmo,
Ze jde o slozenf tlumeného kmitavého pohybu a vynuceného tlumeného kmitani
pfi resonanci. Pro 2’ = 0 dostdvame kiivku
(2.14) z = ae??[sin np — @(q sin np + n cos ne)],
ktera protind viechny kfivky K v bodech, jejichz ‘teény maji smérnici rov-
nou nule.

Protoze tetny ke kiivkam K v bodech danych stejnou hodnotu parametru ¢,
pii stejnych hodnotéch a, n, ¢ a riznych hodnotéch parametru vy tvori svazek,
obaluji normaly.

(2.15) z = — [ae1?(q sin np 4+ n cos np) + vol 1. (x — @) +
—+ ae?? sin np + vop
nebo zkracené
1
r=——x+ ﬁ, + 7,
n n
Plati véta:

Véta 2.4. Normdly soustavy kiivek K p#i téchZe hodnotdch a, n, ¢ @ proménném.
vo v bodech uréenyjch libovolné zvolenym parametrem @ obaluji paraboly s osams
rovnobéinymi s osou x a s ohnisky na ose elace x = 0. Osami parabol jsou tedy
teny v extrémnich bodech k#ivek K, body dotyku jsou vrcholy parabol.

Lze tedy napsat rovnici takové paraboly ve tvaru

(2.16) [y — (ae® sin np + vop)2 = —4p(x — @),

kde parametr ¢ spliiuje podminku (2.5). Diferencidlni rovnice vSech parabol,
obalenych teénami kiivek K m4 tvar

(x — 2¢)?
P — @)

Eliminaci parametri vy a @ z rovnic (2.1), (2.4) a (2.6) ziskdme diferencidlni
rovnici vSech kifivek K pro proménné parametry v a a

(2.17) y?=—

1
(—- — q) sin np — m cos ne

¢ ” + ’ 1 0
z 2 — _2z2=0.
(g2 — n?) sin np + 2ng cos ne @

(2.18)

3. KRIVKY TLUMENEHO KMITAVE SROUBOVEHO POHYBU
Trajektorie K tlumeného kmitavé Sroubového pohybu jsou urdeny rovnice-
mi (1.3). Provedeme-li postupné prvni, druhou a tfeti derivaci podle ¢ do-

stavame;
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dz dy dz

{3.1) — = —rsing, — =rcosg, — =17,
dg dp P ey T
d2x dz dzz
(3.2) —— = — I COS @, = = —rsing, — =17",
dg? dg? dg?
dz . d3y dsz
(3.3) —— = rsin ¢, = —rcosqp, —— =19",
de? de? de3
kde

1" = aet?[q(q® — 3n?) sin ny + n(3¢2 — n2) cos ne].

Sméfové kosiny teény maji hodnoty

—rsing T COS @ 7
o= == = —
c ’ c 7 ¢

b

kde ¢ = (5’2 + 72), takZe rovnice teény v obecném bods, daném parametrem ¢,
Ize psat

(3.4) xcosp 4+ ysing =r,
7'z 4 rz sin ¢ = r(n sin ¢ + 7’ cos ).

Urdité vlastnosti teen kifivek K odvodime v &lanku 4. o rozvinutelnych
plochéch teden. Nékteré vlastnosti kfivek K lze odvodit z vlastnosti kiivek K,
nalezenych v odstavei 2. Analogicky k vété 2.1 plati;

Véta 3.1. Pro vdechny kfivky (1.3) vytvorené na téfe vdlcové plose pro tytéZ
hodnoty n, q avéak pFi libovolném parametru Sroubovdni vo a amplitudé a plati:
Useky na tendch kiivek (1.3), méfené od bodu dotyku M (po) k priseliku s roz-
vinutelnow plochou Sroubovou, vytvorenow teCnami prislusné Sroubovice (1.1)

sin ngo

maji stejné pravouhlé praméty do roviny (x, y) o délce — .
q s ney + n cos ney
Stejné délky praméta majé té€ podobné méfené subtangenty prislusné teéndm
v bodech @o 4+ mn(m =1,2,...).

Jako obdoba k vété 2.2 plati:

Véta 3.2. K#ivky (1.3) pii danijch hodnotdch n, vo, q @ libovolné amplitudé o
Jsou ve specidlnt perspektivni afinni prostorové pFibuznosti, v ni osovou plochou
je rozvinutelnd Sroubovd plocha, vytvofend teénami Sroubovic (1.1) @ smér rovno-
béiny s osou z.

Nékteré zajimavé vlastnosti lze nalézt studiem oskuladnich rovin kiivek
(1.3), které jsou vyjadieny rovnicf
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(3.5) (n"sin @ 4 1" cos p)x — (n' cos ¢ — 7" sin @)y + r2 = r(n + %").

Z matice z koeficientt t¥i libovolnych oskulanich rovin p¥i danych para-
metrech a, 7, ¢ a rizném v, pro tutéz hodnotu argumentu ¢ vychdzi, Ze tyto
roviny tvofi svazek. Osa svazku je dédna rovnicemi

(3.6) asing — rcosp = rp,
7" @ 4 rz cos ¢ = r[(n + n") cos ¢ — (n’ cos ¢ — n"sin @)¢]

takZe jeji odchylka « od pramétny (x, y) je dana vztahem

”

7

(3.7) tg o = PR

Ridici kuZelovd plocha vedend podatkem O(0, 0,0) je urdena rovnicemi
(3.8) zsing —ycosp =0,

n"x + rzcos p = 0.
Z prvni rovnice (3.6) je ziejmo, Ze priméty os svazki oskulaénich rovin
obaluji kruhovou evolventu
(3.9) x =r(psin g 4 cos ), y = r(sin ¢ — @ cos ¢).
Vysledek dosavadnich dvah lze vyjadtit takto;

Véta 3.3. Oskulaini roviny k¥ivek K p#i pevné zvolenych hodnotdch para-
metri r, @, n, ¢ & proménném parametru vy v bodech wréengjch libovolnou hodno-
tow argumentu @ tvort svazek, jehoZ osa se dotykd evolventni vdlcové plochy (3.9)
rovnobéiné s osou z.

Prostorovou kiivku K charakterisuji smérové kosiny hlavni normaly

1= n'n" sin g — (n% + r?) cos @ " n'n" cos ¢ + (% + %) sin ¢
9 ’ g
7,7]”
3.10 n=—,
(3.10) p
kde

g = O+ (2 4 0 4 1)

Normalovéa rovina je ddna rovnici

’

(3.11) xsin¢—ycos¢—lz‘—z+ﬁ—}=0.
Z véty 2.4 lze odvodit vétu:

Véta 3.4. Normdlové roviny ke k¥ivkdm (1.3) v bodech povrchové primky
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*idict valcové plochy pro danou hodnotu parametru ¢, pFi stejnych hodnotdch
a, n, q @ rizniych hodnotdch parametri, vy obaluji parabolickou vdlcovou plochu,
jejt rovina soumérnosti je kolmd k ose z a ohniskovd pFimka prochdzi stfedem
svazku tefen kiivek (1.3).

Délka oblouku kiivky (1.3) je vyjadiena integralem

L4

(3.12) 8§ = f 1/7‘2 + [@e2®(g sin np + n cos ne) + vo]2 de.

%o

Pro slozitost vyrazu nezavedeme v dalSich dvahach oblouk jako parametr.

4. ROZVINUTELNA PLOCHA TECEN KRIVKY K

Rozvinutelna plocha teden kiivky (1.3) je ddna rovnicemi

(4.1) n'x + rz.sin ¢ = r(n sin ¢ + 7’ cos ¢),

7'y — rz cos ¢ = r(n’ sin ¢ — 7 cos @).
Jeji prunik s evolventni valcovou plochou rovnobé&znou s osou z, jejiz stopnt
¢ara do roviny (z, y) je dana rovnicemi (3.9) je kiivka

x = r(psin ¢ + cos @),
(4.2) Y = r(sin ¢ — @ cos @),
1
2 =001 . ¢ [(;—— ) sin ne —ncosn¢],

kterd neni z4visl4 na parametru Sroubového pohybu vo. P¥i dané hodnoté
argumentu ¢ a pevnych hodnotich @, n, ¢ protinaji se tedny pro vSechna v,
ve stejném bodé uvedeného evolventniho vélce. Analogicky k vété 2.3 plati

Véta 4.1. K#iwky tlumeného kmitavé Sroubového pohybu (1.3) jsou pfi danijch
hodnotdch a, n, q a libovolnému vo v prostorové korespondenci, pfi niZ teény v bo-
dech prislusejicich témuz parametru ¢ se protinaji na evolventni wvdlcové plode
s Fidict evolventou (3.9) a s povrchovymi primkami rovnobéinymi s osou z
v bodech kiivky {4.2).

Pii komplanaci evolventniho valce (3.9) do roviny piejde kiivka (4.2)
v rovinnou kiivku

1

r
(4.3) x = ?qaz, 2 =aqe?? .. [(;—- ) sin np — n cos mp] ’

ktera je kiivkou vynuceného tlumeného kmitdni. Jeji kmity jsou aperiodické
jak vidno z prvni rovnice (4.3).
Stopni éara rozvinutelné plochy teten (4.1) je dana v polarnich soufadnicich

Y
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2
(4.4) 7, e=rV"—,+ 1,
1’2

kde vyraz l, pledstavuje délku subtangenty v bodé uréeném parametrem ..
n

Ve vsech bodech kiivky (1.3) o extrémnich soufadnicich z nemaji teény s ro--
vinou (z, y) vlastni priseéik. Z platnosti véty 3.2 vyplyva:

Véta 4.2. Rozvinutelné plochy teéen (4.1) p#i danygch hodnotdch r, n, vo @ ¢
a libovolné amplitudé a protinaji Sroubovy torzus se Sroubovici vratu (1.1) v téZe.

kivce
— Vo
x:r[cos¢+usinq)],
n — v
—
(4.5) Yy=r sinqo—ucomp,
n — o
, N — Yo
r=n—n .
n — %

Z obou prvnich rovnic (4.5) je zfejmo, Ze prumét pruseéné kiivky nezavisi’
na parametru vo, z éehoz v souhlase s vétou 3.1 vyplyva véta:

Véta 4.3. Zvolime-li w ploch wuréengjch ve vété 4.2 rizné hodnoty parametru
Sroubového pohybu vy, majt priseéné Edry ploch (4.1) s pFislusnymi Sroubovymi
torzy tentyZ pravodhly pramét do roviny, vyjddieny pronimi dvéma rovmicems.
(4.5) mebo v poldrnich soutadnicich ¢, o

L6 /1 sin? ne
(£.6) Poe=ry +(qsinn¢p-}—ncosnzp)2‘

Jak jiz vySe uvedeno nevyskstuje se v rovnici (4.6) ani parametr a ani v.

5. PRIMKOVE NEROZVINUTELNE PLOCHY TLUMENEHO KMITAVE
SROUBOVEHO POHYBU

Nyni se budeme zabyvat studiem nerozvinutelnych ploch Ry, které vznik--
nou, kdyz podrobime tlumenému kmitavé Sroubovému pohybu obecnou
piimku p(¢) = [y(p), 2(¢)], danou v projektivhim prostoru Pz, vzniklém
roz§ifenim eukleidovského prostoru E3 o body nevlastni roviny. Tvoiiei
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piimka je dana jako spojnice bodu y(p) s nevlastnim bodem z(¢), které jsou
vyjadfeny uspofddanymi étveficemi homogennich soufadnic

(5.1) y(p) = (r cos qo,. r sin @, ae?? sin np + v2p, 1)
2(¢) = (—sin g, cos @, b » 0),

Jjejichz matice je hodnosti 2 identicky v proménném ¢ a kde a, 7, n, v, ¢
jsou diive uvedené konstanty rtzné od nuly. Nové je zavedena velidina
b = cotg B, kde p je odchylka tvotici piimky plochy od osy o = z. Tvotici
piimka p(p) je teénou rotaéni valcové plochy 22 + y2 = r2 ve svém centralnim
bodé y(p), takze kiivka Cy na této valcové plose, vytvolena bodem y(p)
je strikéni kiivkou plochy Ry,. Pro b + 0 mé plocha ¥idici kuzelovou plochu
-0 ose Oz, pro b = 0 ma plocha ¥idici rovinu kolmou k ose O,.

Podle hodnot r, b mizeme provést podobné rozdéleni ploch Ry, jako je
zavedeno u ploch Sroubovyech, t. j. pro r & 0 plochy oteviené, »r = 0 plochy
zaviené, b = 0 plochy pravoihlé a b 4 0 plochy kosouhlé.

Libovolny bod plochy Ry lze vyjadiit vyrazem

(6.2) z=y + uz = (rcos ¢ — usin @, rsin ¢ + u cos ¢, ae?? sin ny +

+ Vo + bua 1),

Obr. 2. Axonometrie nerozvinutelné plochy tlumeného kmitavé Sroubového pohybu
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kde u je vedle ¢ novy parametr plochy. Kiivky Cy a C; opsané body y(¢),
2(p), uvedenymi v (5.1) budeme povazovat za Fidici kiivky plochy Ry..

Véta 5.1. Ve vyjadieni primkovych ploch tlumeného kmitavé Sroubového po-
hybu (5.2) jsou proménné u € (— 00, ) a ¢ < 0, ) kfivotarymi soufadnicemi
bodu na plose. Kr¥iwka Cy je striként kiivkou, kiivka C, je kifivkou mevlastni.

Podminka, aby plocha byla nerozvinutelna je totozna s pozadavkem, aby
platilo identicky pfi proménném ¢

(5.3) ly,2, 9,21 £ 0,

kde levd strana znamend determinant ze soufadnic bodu y, z a jejich derivace
podle ¢. Po rozvedeni vychazi hodnota determinantu (5.3)

(5.4) aet?(q sin np + n cos ng) + vo — br =" — br.

Existuji-li isolované torsdlni pfimky plochy R,., plati, Ze jim piislusné
hodnoty parametru ¢ jsou kofeny rovnice

{6.5) [y, 2y, 2] = 0.

Kdyby (5.5) platilo identicky pro vsechna ¢ uréitého intervalu, byla by
plocha v onom intervalu rozvinutelna.

Véta 5.2. Podminka merozvinutelnosti primkovijch ploch tlumeného kmitavé
Sroubového pohybu je n' — br & 0. Podél pr¥imek wréenych hodnotami ¢, pro
né€ n' — br = 0, chovaji se uvedené plochy jako rozvinutelné. Vijraz n' — br
vyjadiuje parametr distribuce plochy Ry,.

Odvodime rovnici teéné roviny v obecném bodé x = y -+ uz, kterd obsahuje
body y, 2, d(y + uz), takZe pro kazdy jeji bod X = (X, X®&, X® 1) plati
[X, v, 2, d(y + uz)] = 0, kde u je moZno poklddat za konstantni. Rozvedenim
hotejstho determinantu podle prvnfho sloupce vzniké hledand rovnice teéné
roviny ve tvaru

(5.6) XO[(n" — br)cos e + u.bsin¢] + X@[(n’ — br) sin ¢ — ub cos ¢] +
+ X® . u =r(n — br) + uy.

Pro derivaci distribudniho parametru %' — br vychézi
d (g — br)

1 = ae??[(q® — n?) sin ne + 2ng cos np] = n".
4

6. PROJEKTIVNE DIFERENCIALN{ GEOMETRIE PLOCHY R,

Ke studiu projektivnich vlastnosti spoleénych vSem plochdm, které vznikaji
z plochy kmitavé Sroubového pohybu regularnimi kolineacemi, vyjdeme ze
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soustavy diferencidlnich rovnic druhého ¥idu, zavedenych E. J. Wilezny-
skim v dile [8]

y' =hy + b2’ + lsy + laz,

6.1 ” ’ ’
(6.1) 2" =my -+ me2’ + may -+ maz.

Dosadime do nich ptislusné hodnoty z rovnic (5.1) a jejich derivace a ze vznik-
Iych soustav uréime koeficienty soustavy (6.1)

(6.2) 11=~n—, b=r, I3=0, l4=—r—77——,
n' — br n — br

b U
m; = meg =0, my=0, mg=——"-,

7 —br’

takze Wilczynského soustava mé tvar

" 4

(6.3) Yy = S/ y +r2 —r———-2,
n — br n' — br
p b i
2" = — z.
n — br Y 7' — br

V dile o projektivni diferencialni geometrii [1] rozlozil E. Cech koeficienty
soustavy (6.1) v prvky, z nichz jsou zfejmy invarianty plochy Ry, a vyjadril
piimkovou plochou o Fidicich kiivkich C,, C, soustavou diferencidlnich
rovnic druhého ¥adu

Yy = (0 — 2b)y + 2@z’ + (—b L b0 +ac —b — B —j)y +

+ @ — ad’ + Az,
(6.4) 2" = — 2y + (@ + 2b)2' + (—¢ +¢0 —C)y + b" — bO" +

+ac — b2 + B — j).
Pruhy v symbolech @, b, ¢ (obecné funkcich parametru) jsme zavedli k od-
liSeni od diive zavedenych konstant @, b, jejichz smysl je jiny. Porovna-
nim koeficientt p¥i y’, 2’, y, z v soustavich (6.1) a (6.4) a provedenim pii-
slu$nych vypodéti dostaneme

r
6.5 a=—,
(6.5) 5

188



i 1 b
C = —"—" )
2 ' —br
1 4
O =— 1 ’
2 5 —br
1 br 1 n"?
T T T~ 16 (f — br)?
3 rn”
- 4 n' —br ’
1 1 ,'7/” 3 77”2 17/
22 g —br 4 (g —br)2 oy —br
3 b 14
o3
4 (n' — br)?

Tim byl ziskdn aparat nékterych vyznamnych projektivnich vlastnosti ploch
Ry; a jejich kiivek.

Véta 6.1. Primkové plochy tlumeného kmitavé Sroubového pohybu, definované
rovnicemt (5.2) a vsechny jejich plochy transformované reguldrnimi kolineacems
Jsou integrdlnimi plochami soustavy diferencidlnich rovnic druhého Fddu (6.3).

7. NEKTERE VYZNACNE SOUSTAVY KRIVEK NA NEROZVINUTELNE
PLOSE R,

Vysledkt teorie E. Cecha pouzijeme ke studiu ndkterych vyznaénych dar
na nerozvinutelné plose Ry, a jinych geometrickych objektt. Zvlasté si vSim-
neme vrstev kiivek, jejichz kiivky protinaji tvorici ptimky plochy v projek-
tivnich bodovych radéch.

a) Nejprve budeme studovat asymptotické kiivky, jejichZ vrstva je v Ce-
chové teorii uréena Riccatiho diferencidlni rovnici

(1.1) w + @ + 2bu + cu? = 0.

Pro plochu kmitavé §roubového pohybu Ry, o rovnicich (6.3) je rovnice (7.1)
tvaru

(7.2) W ——— Ty — 7 2.

Bod y 4 uz opise tedy asymptotickou k¥ivku Cyiuz, kdyz u je YeSenim rov-
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nice (7.2). Z vlastnosti Riccatiho rovnice vyplyva, Ze asymptotické kiivky
vytinaji na tvoiicich p¥imkach projektivni bodové rady.

b) Bud dana Riccatiho diferencialni rovnice
(7.3) w + o+ 20u + yu2 =0

definujici na Ry, Riccatiho soustavu kiivek, kterd nenf totoznad se soustavou
asymptotik (7.1). Pak rovnice druhého stupné v u

(7.4) «a—a-+28—0bu+(y—eut=0

vyjadiuje dvojici tzv. zdkladnich kiivek Riccatiho soustavy R (O. Mayer).

c) Polozime-li u = konst. (a tedy 4’ = 0), dostavame soustavu ekvidistant
strikéni éary plochy Ry., dané rovnicemi (5.2), t. j. kazdy bod y + wuz kiivky
Cyruz mé tutéz vzdalenost, méfenou na tvorici pfimece od centralniho bodu y
tvolici piimky [y, z]. Dvojice zdkladnich kiivek soustavy ekvidistant je

tedy dana rovnici
(7.5) r(n’ — br) — n"u — bu? = 0.
Pro parametr » odtud vychazi dvojice hodnot
1
w= (= V"2 + 4brt —or).

Soudin parametri «;, uz obou zakladnich kiivek je tedy vazan podminkou

r
(7.6) ul.ugz—;(n’—br).

d) Jinou vyznamnou soustavou R éar plochy Ry, je soustava ortogonalnich
trajektorii soustavy tvoricich piimek. Jeji Riccatiho diferencidlni rovnice
se ziskd anulovdnim skaldrnfho souéinu smérovych vektort tvofici piimky

[y, 2] a teény kiivky Cyiu., takie mé tvar

(7.7) w 4+ r+ (n" —br)=0.

14 02

Je zfejmé, Ze pro pravoihlé konoidy tlumeného kmitavé Sroubového pohybu
(tedy pro r = b = 0) ortogondlni trajektorie tvoficich piimek jsou kiivky
u = konst. a jejich praméty ve sméru osy z do roviny (z, y) jsou soustfedné
kruznice. Pro oteviené plochy pravoihlé jsou priméty ortogonalnich trajek-
torii soustav tvoricich pifimek evolventy kruznice a2 4 y2 = 72 s rovnici
v polarnich soufadnicich ¢, p;0 = r]/l + @2 + C .Pudorysy ortogonélnich
trajektorii k pfimkam kosouhlé oteviené plochy tlumeného kmitavé Sroubového
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pohybu jsou vyjadieny v poldrnich soufadnicich ¢, ¢ rovnici

1
=\|/r+—=(@0 24 C.
0 ]/T+(l+b2)z(n+w)+

e) Pfi studiu éar na ploSe Ry, viimneme si téz fleknodalnych kiivek, jejichz
teény maji étytbodovy styk s plochou. Dvojice fleknodélnich k¥ivek je urdena

tzv. fleknodélni kvadratickou formou. tj. v symbolice Cechovy teorie kofeny
rovnice

(7.8) A+ 2Bu 4+ Cu2 =0,
ktera nabyva pro plochu Ry, tvaru
bn” m 17”2 ’ 14
(7.9) 3————w — 2" —3—————4'|u+ 3" = 0.
n — br n' — br

Fleknodélni kfivka protina kazdou tvoiici pfimku ve dvojici fleknodi, v nichz
maji kiivodaré asymptotiky (7.2) body obratu. Oba fleknody splyvaji na
tvoticich pfimkach, pro které hodnoty parametru vyhovuji rovnici B2 —
— AC = 0: je-li tento diskriminant roven nule pro uréitou plochu identicky,
obé fleknodédlni dary splyvaji.

Vyjadiime-li soudin kofent %1, uz rovnice (7.9)

r
(7.10) U . U2 = ‘g (’l’]' — b?‘)

pomoci vzdalenosti # bodu % od centralniho bodu u = Vl -+ b2, u, dostavame,
Ze soudin vzdalenosti fleknodit od centralnfho bodu je

(7.11) m.m:%(l +B2). (o — br).

8. LINEARNI KOMPLEX A LIEHO ASYMPTOTIKY
Vsechny ptimkové plochy tlumeného kmitavé Sroubového pohybu jsou
obsaZeny v linearnim komplexu £ o rovnici v Pliickerovych soufadnicich
(8.1) bpiz + rp3a =0

nebot pro tvoiici pfimku plochy

7 Ccos @, — sin
P12 = . ? (p‘= y
7 8in @, cos @
_|m b _ _
P34 = 1, O\— b.
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Protoze plocha Ry, je obsazena pii rb # 0 v obecném linedrnim komplexu Q
existuje dvojice Lieho asymptotik, jejichz teény téz néleZzeji komplexu Q.

Jako asymptotické éary vyhovuji rovnici (7.2) a jako komplexové kiivky
soudasné vyhovuji rovnici

48.2) ' —bu?z =0,

‘takze po provedeni vypoétu vychazi, ze Lieho asymptotiky jsou kfivky opsané
body

(8.3) Y j:l/%(n' — br).z.

Na libovolné tvoiici ptimce tedy centralni bod putli tseéku vytatou Lieho

-asymptotikami o délce 2]/% (n" — br) (1 4 b2). Plati véty:

Véta 8.1. KaZdd prfimkovd plocha tlumeného kmitavé Sroubového pohybu je
-obsazena v linedrnim komplexu Q, ktery je vyjddien v Plickerovijch soutadnicich
rovnict (8.1). P¥i rb + 0 2 je obecny a existuje dvojice Lieho kfivolarijch asymp-
totik plochy, jejiché telny té€ ndlefeji do komplexu Q. Jsou vyjddieny rovnict
(8.2) a lze je proto uréit bez kvadratur.

Véta 8.2. Dvojice zdkladnich kiivek soustavy ekvidistant, dvojice Lieho asymp-
totik a dvojice slofend ze strikéni kiivky a z kiivky nevlastni vytinaji na kafdé
tvofict pFimce plochy tit dvojice bodd, ndleZejict téZe bodové involuci druhého
stupné, jejimZ st¥edem je centralnt bod a jejiZ symetrickd dvojice bodi ndle£t
Lieho asymptotikdm.

9. NEKTERE METRICKE VLASTNOSTI PLOCH R,.

Pro studium metrickych vlastnosti odvodime prvni a druhou zakladni
diferencialni formu. Koeficienty prvni diferencidlni formy

(9.1) ds? = Edu? + 2Fdudp + Gdg?
jsou pro plochy Ryz vyjadieny vyrazy

E=1+402
(9.2) F=by +r,

G=n?2-+1r+u?
takze deskriminant

(9.3) EG — F2 = (' — br)2 + (1 + b2)u2.

Transformaci parametru @ = Vl + b2 . u vyraz pro diskriminant piejde v

192



(9.4) EG — F2 = (y — br)® + 2.
Podobné druha diferencialni forma
(9.5) Ldu? 4+ 2Mdude + Ndg?
ma v nasi symbolice koeficienty
L=0,
n — br

N r(y — br) — n'u— buz'

Vir —ry + a2

Cary kiivosti jsou dany diferencialni rovnici

{9.6) M=

(9.7) (EM — FL)du? + (EN — GL)dudg + (FN — GM)dg? = 0

odkud pro L = 0 a po dosazeni ptislusnych hodnot dostavdme rovnici

(9.8) (' — br)(1 + 82)du2 + (1 + blaly’ — br) — 7w — butldudp +

4 {0 — b0y + b(@ — M) + a® + u2] — [by’ + b(a — 1) + ] .
[a(m’ — br) — n"u — bul}dy® = 0.

Pro konoid kmitavé sroubového pohybu, uréeny b = r = 0 zjednodusi se
rovnice na tvar

p'du? + (an’ — n"u)dudp + [n'(n'2 4+ u2) — an"u]lde? = 0.

Na kazdé normale jsou obecné dvé ohniska kongruence normal, ktera jsou
urdena jako Feseni rovnice

(9.9) M2 + (EN — 2FM)t + F? — EG = 0,

kde #; a tp jsou vzdalenosti ohnisek od bodu plochy. Pro b = r = 0 méa rovnice
(9.9) koteny

—n"u 4+ l/r;”z .+ 4n'2(n'2 4 u?)
27’
Anulovanim druhé kvadratické diferencidlni formy ziska se diferencidlni

rovnice sité asymptotickych éar plochy Ry,

(9.10) 2(n" — br)dudy + [r(n’ — br) — n"u — bu2]de? = 0.

lig =

Koeficient L = 0 v (9.6) vyjadiuje, Ze jedna vrstva asymptotik dp = 0 je
sloZzena z tvoficich piimek. Druhd vrstva je zfejmé totoZind s vrstvou (7.2).
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Napigeme jesté diferencidlni rovnici geodetickych &ar, které tvoii na plose
Ry, dvouparametrickou kovariantni soustavu

(9.11) I — br)2 4 (1 4 b2)utlu” = 2(1 + b2)u . w2 +

+ By + r)u + (" — br)n"Jw’ + (92 + 72 + wu + [r(n’ — br) — bu?]y".
P¥i volbé b = r = 0 vychazi
(9.12) (02 + w2)u” = 2uw'® + v’ + (2 + ud)u.

Téz povrchové ptimky plochy Ry, o rovnici p = konst. ziejmé jsou geodeticky-
mi darami a Christoffeltv symbol I'7;, = 0. Je-li také F = 0, coz nastdva pro
b =r =0, jsou kiivky u = konst. ortogonalnimi trajektoriemi téchto geo-
detik, jsou geodetickymi ¢arami a tvoii jednoparametrickou vrstvu geodetic-
kych rovnobézek.

Integral pro délku krivky mezi dvéma body Py, P: plochy Ry, (bez jakych-
koliv omezeni, tedy i pro r & 0, b + 0) lze psat

Uy
de

(9.13) § = J’f(u, @, ¢")du, (kde ¢ = a) )

Uo

kde funkece f je dana vzorcem

(9.14)  flu,p,¢') = [(1 + b2) + 2(bn’ + )¢’ + (0’2 + 72 + u2)p'2]}

Diferencialni rovnici (9.11) geodetik mohli bychom ziskat téz hledajice funkce
@(u) extremalisujici integral (9.13).

10. KONJUGOVAN#E RIDici CARY PLOCHY R,

Vyjdeme-li z definice A. Terraciniho [7], dostdAvdme podminku konjugo-
vanosti dvojice ¥dicich dar Cy, C, plochy R,., vyjadienou v symbolice teorie
E. Gecha (viz [4])

(10.1) aC +¢cd =0

Dosadime-li p¥islusné hodnoty z rovnic (6.5) vychdzi,%e podminka (10.1) je
splnéna identicky pro vSechny piimkové plochy tlumeného kmitavé Sroubo-
vého pohybu.

Také podminky bikonjugovanosti ¥idicich éar na uvedenych plochich

(10.2) 30'N — oN’ 4+ 12NB = 0

kde
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(10.3) 0=

A C 3 n"

a c 2 ' —br ’
N =a'c — ac’ + 4abec = 0
je splnéna identicky, takze plati;

Véta 10.1. Strikéni kiivka Cy a nevlasint kiivka C, piimkové plochy Ryz:
tlumeného kmitavé Sroubového pohybu jsou bikonjugovanymi Fidicimi kiivkams
ve smyslu A. Terraciniho.

11. K DESKRIPTIVNI GE OMETRII PRIMKOVYCH PLOCH Ry

Soutadnice obecného bodu libovolné piimkové plochy tlumeného kmitavé.
Sroubového pohybu R,. byly uvedeny v rovnici (5.2). Vrstevnice o kété 2z,
je vyjadfena v kartézskych parametrickych soutadnicich

1
x = r cos <p—?(zo— ) sin g,

1
(11.1) y:rsinqo—?(zo—n)cos @,
2 =20.
Derivaci rovnice
(11.2) bu +n==2

podle ¢ dostaneme diferencialni rovnici soustavy vrstevnic
(11.3) w=——,

z niz je ziejmé, Ze vrstevnice vytinaji na tvoticich pifmkach plochy shodné.
bodové Fady.
Vrstevnice (11.1) je ktivka, vznikajici superposici evolventy

Vo .
x:rcosgv—l—?(psqu,

. Yo
y:rsmtp———7<p.cos<p,

kruznice
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20

r = — —sing,
b
20
Yy = —b— Cos @
a ktivky
ael? .
r = sin ng sin ¢,

ael?
Yy = — T sin ne cos @,

kterd odrazi tlumeny kmitavy pohyb.
Soustava spadovych kiivek plochy R,. je soustavou ortogonalnich trajek-
torii vrstevnic. Z rovnice pro kiivky minimalnf

(11.4) Eu'2 4+ 2Fuw + G =0

o v . v 7 ’ 2 V7 Yo
muZeme urdit sméry na sebe kolmé u;, u,. Dosazenim p¥islusnych hodnot
z rovnic (9.2) dostaneme

(11.5) (L + B2y . uy + (b’ + r)(uy + up) + 42 + u2 + 2 = 0

Obr. 3. Vrstevnice pfimkové plochy tlumeného kmitavé Sroubového pohybu.
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takze
bn' ’ 2 2 2
(11.6) uiz_(n +r)u247u +nttr
1 +02uy, +0n +r

Dosadime za u, z rovnice (11.3), upravime a vynechame index p¥i u., dosta-
1 ’ 2
neme rovnici

b
(11.7) w=——u2 — 7,
n' — br

z niZz plyne, Ze spadové kiivky vytinaji na tvoficich piimkéach projektivni
bodové rady.

Véta 11.1. K#ivky nejvétsiho spddu na plochdch tlumeného kmitavé $roubového
pohybu Ry, tvoft Riccatiho soustavu o rovnict (11.7). V bodech Lieho asymptotik
se spddové kfivky dotykaji ekvidistant.

Priniky plochy R,, s rovinami prochizejicimi osou Sroubového pohybu
miZeme zkoumat bez ijmy obecnosti studiem fezu rovinou z = 0

(11.8) rcosp —using =0
tedy
u = r cotg ¢

takze prinikova kiivka je urdena v kartézskych soutadnicich parametrickymi
rovnicemi

(11.9) x =0, y = r cosec ¢, z = ae?? sin np + br cotg ¢ + vop.

Riccatiho rovnice soustavy prunika plochy s rovinami svazku o ose O, ziej-
b4 z
mé zni

1
(11.10) u’—l—r—|—7u2=0
a ma Fesenf
u
Q= a.rccoth + C
(pro C = 0 jde o prianik (11.8)).
12. NEKTERA ZJEDNODUSENI STUDOVANYCH PLOCH R,

V ptedchozich odstaveich nalezené analytické vyrazy a vlastnosti zastavaji

v platnosti v mnoha p¥ipadech, provedeme-li v uréeni pohybu néktera zjedno-

duseni.
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Volime-li v rovnicich (1.3) koeficient dtlumu ¢ = 0, ziskdme netlumeny
pohyb kmitavé Sroubovy

(12.1) x=rcose, y=rsing, 2= asin np + vp.

K¥ivky, rozvinutelné i nerozvinutelné piimkové plochy timto pohybem vzni-
kajici studoval jsem v praci [6].

Volime-li v rovnicich (1.3) parametr vg = 0 a zachovame ¢ + 0, ziskame
tlumeny pohyb kmitavé rotacéni

(12.2) x =rcosp, y=rsing, 2= ael? sin ng,

jehoz studiem se zabyval W. Wunderlich v praci [9], kde jsou zkoumdny
ktivky a rozvinutelné plochy timto pohybem vytvaiené.

Koneéné jestlize v rovnicich (1.3) polozime vg = 0 i ¢ = 0 vznikd harmo-
nicky pohyb kmitavé rotaéni

(12.3) Z =7rcos @, y=rsing, z = asin ny,

kterym se zabyval W. Kautny v dlancich [2] a [3]. Obsahuji studium kiivek
a rozvinutelnych ploch; nerozvinutelné plochy piimkové kmitaveé rotaéni
Jjsem studoval v praci [5].

V predchozi ¢asti provadéné studium nerozvinutelnych p¥imkovych ploch

Ry, lze obdobné rozsifit na pripady, kde vytvaieci rotaéni nebo Sroubovy
pohyb je spojen s vynucenym kmitdnim

(12.4) x=rcosp, y=rsing, z=1FL.¢sinnp
resp.
(12.5) x=rcosqp, y=rsing, z2==F.¢sinnp + v,

jaké muze vyvolat harmonicky proménna sila, kde amplituda linedrné roste
v zéavislosti na velikosti konstanty k. Vysledky lze vztahovat také na pohyb
vznikajici spojenim rota¢niho nebo Sroubového pohybu s vynucenym kmitdnim
tlumenym

(12.6) x=rcos g, y=rsing, z=a(l — e1)sin nep,
resp.
(12.7) x=rcosp, y=rsing, z=a(l — e2?) sin np + vop.

Jak lze snadno ukdazat, plati mnohé nalezené vlastnosti také pro primkové
plochy, vznikajici pti skldddni harmonickych pohybu se stejnou amplitudou
a frekvenci, se stejnou amplitudou p¥i riznych kruhovych frekvencich, pii-
padné s rtznymi amplitudami a raznymi frekvencemi, napt.

(12.8) X =17 cos @, y=rsing, z=asinme -+ ksin (n2¢ + o).

198



Lze tedy fici, Ze jde o dosti obsdhlou tf¥idu ptimkovych ploch, vytvafenych
pohybem slozenym z rotace nebo Sroubového pohybu a z jednoduchého nebo
slozeného harmonického kmitani uvedenych typt. Pii analytickém zkoumani
nékterych sloZenych pifipada ptichazeji vSak slozité a nepiehledné vyrazy
a vzorce, takze obecné vypobty se stdvaji tézZkopadnymi a vysledky nesnadno
piehlednymi.
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ON A CERTAIN CLASS OF KINEMATICALLY GENERATED RULED SUFRACES

0TO OBURKA

Summary

The present paper contains a study of space curves and ruled surfaces created by
screwing combined with damped oscillation in the direction of the axis of the screwing
movement. The curves created by the movement of a point are given by equations
(1.3). Affine properties important for the construction of curves (1.3) and properties of
osculating and normal planes have been derived.

The main part of the paper is devoted to the study of developable and nondevelopable
ruled surfaces generated by the damped oscillation — screwing motion of straight lines.
The system of second — order differential equations (6.5) of the family of surfaces has
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been derived, the projective invariants of Cech’s theory calculated, remarkable R
systems on these surfaces have been studied. The surface belongs to a linear complex.
Further metric and projective properties of these surfaces habe been found. The line
of striction and the improper curve are biconjugated director curves of the surface in
the sense of A. Terrachini’ s theory. Some properties interesting from the point of view
of descriptive geometry are found.
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