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MATEMÁTI OK O - FY Z IKALNY SBORNÍK 

Boč. L, čís. 2, 3, 4. 

JAN JAKDBIK 

JEDNOZNAČNOST ROZKLADU SVAZU NA DIREKTNÍ SÚČIN 

Věnované s. prof. Dr. J. Hroncovi k 70. narodeninám. 

Pre čiastočne usporiadané systémy platí veta: Nech čiastočne 
usporiadaný systém S má najmenší a najváčší prvok. Ak sa S dá roz­
ložit na direktný súčin nerozložitelných faktorov, je tento rozklad jedno­
značný. Existujú čiastočne usporiadané systémy, nemajúce najmenší a 
najváčší prvok, ktorých rozklad na nerozložitelné faktory nie je jedno­
značný.1 

Pre špeciálny případ, keď S je svaz, majúci najmenší a najváčší 
prvok, dokázal tuto vetu 6. B i r k h o f f 2 . Zároveň G. Birkhoff3 položil 
problém: vyšetřit, či jednoznačnost rozkladu platí alebo neplatí pre svazy 
obecné (aj bez předpokladu existencie najmenšieho a najváčšieho prvku). 

Dokážeme, že odpověď na Birkhoffov problém je kladná. Přitom 
póvodný Birkhoffov problém zovšeobecníme v tom, že budeme uvažovat 
aj rozklady, v ktorých počet direktných faktorov móže byť nekonečný. 

Najprv stručné uvedieme základné defmície. 
Dejinícia 1. Nech Ll} i £ 3JÍ je systém svázov. Přiřaďme kaž­

dému indexu i £ 9JÍ nějaký prvok # ř £ Z c . Dostáváme množinu dvojíc 
{{L} xL)} = x. Přitom xtQ,Ll a pre každé a £ 3JÍ existuje presne jedna 
taká dvojica (t} xl)£x} pre ktorú platí i — a. Kvóli stručnému ozna-
čeniu budeme množinu dvojíc x={{i} x1)} označovat symbolom # = {#*}. 
Systém všetkých takýchto množin označme ITL^^L. Nech x1 = {x1

i}} 

x2 = {x2}} xly x2£L. Definujeme v L operácie xtf\x2} xt\Jx2 rov-
nicami xíf\x2 = {xt

c f| x2}} x1 U x2 -— {xt
c U x2

c}. Množina L s takýmito 
operáciami je zrejme svaz. Nazýváme ho direktným súčinom svázov Lt. 
Svazy LL voláme faktormi direktného súčinu. 

1 Junji H a s h i m o t o , On the product decomposition of partially ordered sets, 
Math. Japonicae, 1, 1948. Referat v Math. Rewiews, January 1950. 

2 G. Birkhoff, Lattice Iheory, II. Ed., Theorem 2, 9, Cor. 1. 
3 Porov. pozn. 2, problem 11. 
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Budeme písať L ™ II, ak svazy L, II sú izomorfně. Ak v izomor­
fizme L™L' (i) prvky x£L, %r G Lf sú si navzájom priradené, píšeme 
% < > xr. 

Definícia 2. Ak L™HLL (i) hovoříme, že izomorfizmus (i) určuje 
rozklad svazu L na direktný súčin 71L L . Ak prvku a? G Z je priradený 
prvok {xc} e LI LL, nazýváme #e priemetom prvku # do svazu Z t v roz­
klade (i). Ak MQL, nazýváme priemetom množiny M do LL (vzhl'adom 
na rozklad (i)) množinu všetkých priemetov prvkov x G M do svazu LL. 
Priemet prvku x do LL budeme označovat [X]LC, priemet množiny M 
do LL označujeme [M]LC. 

L e m m a 1. Nech X je konvexní] podsvá0 svá0u L = IILL. Označme 

[X]Lx = Xa, a £ 9 J í . Potom Xa je konvexný podsvá0 svá0u La. 

Do kaz . a) Nech %í
aeXa, %2

aeXa. Potom existujú prvky %x G X, 
%2e X také, že ich priemety .do La sú xx

a resp. %2
a. Keďže x± n %%e X, 

^ I U ^ G - X , platí %1
a{\x2

a^\%i(\%*}LaeXa, % a U ^ 2
a ^ [ ^ i U ^ 2 ] L a G - X a . 

b) Nech xx
aeXa, %2

aeXa, 0aeLa, x1
a<0a<x2

a. Potom exi­
stujú prvky x1eX, x2eX také, že [x1]L== %a, |#2jLa = %2a- Sostrojme 
prvok 0t = {0x

l) e L takto: 8iL = [%í]Ll, ak i 4= «, #i a = £a. Zrejme 
platí %1ftx2<01<x1\J x2, teda 8t G X, 0±

a = 0a G Xa. 

L e m m a 2. Nech L=^IILL, *tG3)í- Predpokladajme, ze Wl obsa­

huje viac oko jeden prvok. Nech aeL, a = {ác}, a nech systém prvkov 

M = {xL}, xLeL má nasledujúcu vlastnost: [%JLX- &a pre ad^i a 

pre každé i G 3ft. Potom existujú prvky n xo U xi a P™ označení 
t i 

[xL]Ll = xl platí 

f[xL = {a1 n %'}, U %L = {a1 U %L). 

D o k a ž . Označme {ac\J %L} = §. Zrejme platí pre každé i a každé a 
[%L]Lr < %a U aa = [Š]La) teda %L < £. Predpokladajme, že pre nějaký 
prvok 7] G L platí %L < r\ pře všetky i G 2JI. 

Nech 7] = {??ř}. Teda [%L\La < [rjJLa pre všetky aG2fl , *G3Jt-
Ak a = t, dostáváme z predchádzajúcej nerovnosti %í<rjt. Ak a =}= ̂  
dostáváme a a < rja pre každé a G 3D? • Vždy teda platí xl U ař < r]ř, 
takže £ < ? ] . Tým je dokázané tvrdenie pre (J^v Dókaz pre n^t e 

duálny. 

L e m m a 3. Nech X je konvexný podsvci0 svá0u L = U LL, i G 2fy 

nech aeX, x G X, a— {a1}, x = {x1}. Nech a je Xubovotný index 

0 množiny 2Jř. Utvořme prvok y G L tak, ée [y]La = %a, [y]Lt = ďj 
pre i ^=. a. Tvrdíme: y G X. 
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Ď ó k a z . Prvky a\J x = {ac \J xc}} a f| x = {ac f] xc} ležía v X. 
Zrejme platí [a f] x\Ll < [y\L[ < [a U x\Ll pre každé i G Sft, teda 
af)%<y<aV x- Z toho plynie y G X. 

L e m m a 4. Nech X je konvexny podsváz svazu L ~TILr necli 
Xt je priemet svazu X do LL. Potom X = 7T X t . 

D o k a ž , a) Označme II XL = Y. X a 7 sú podsvázy svazu L. 
Stačí teda dokázat, že množiny X a Y sú si rovné. Nech x = {x1} G X. 
Potom xc£XL, takže x £ Y. Dostáváme množinovú nerovnost X C Y. 

b) Nech y = {x}£ Y} potom xl G XL a z definície množiny X t vy­
plývá, že existujú prvky xl G X také, že pre každé i platí [#JLř — # ' • 

Nech a = { a ' } je Fubovolný prvok podsvázu X. Ku každému xL 

sostrojme ut£ L takto: [^JLa = &a pre a^z i, [uL\Lí = xc. Podlá 
lemmy 3 w tGX. Podfa lemmy 2 ležia aj prvky £ = {# ř n a'}, 7] = {#'U a'} 
v množině X. Zrejme £; < ?/ < rj, teda ?/ G -X. Dostali sme množinovú 
nerovnost YQ X, čo spolu s a) dává X = Y. 

Definícia 3. Nech L™II LL (i)} u£L. Nech MaQLa. Sostrojme 

podmnožinu Ma(u) svazu L [vzhťadom k rozkladu (i)\ takto: prvok 
x G L je prvkom množiny jWa (w) vtedy a len vtedy, keď 

1) [x\LyL£Ma} 2) ML ř = ML , pře a ^ i . 

Poznámka. 7* predchádzajúcej definície vyplývá bezprostředné: 
1. množina Lt(u) je konvexný podsváz svazu L. 2. Nech x={xc}} 

x G Ma(u)y t. j . xa£Ma. Potom jednojednoznačné priradehie x^-^xa 

určuje izomorfizmus čiastočne usporiadaných systémov Ma a Ma (u). 

L e m m a 5. Nech L™U A,} (ii), i G 9JÍ a súcasne L^HB^{i^)} 
L V 

v G 9t • Nec/fc w G -£• Sostrojme množinu Aa (u) [vzMadom k izomorfizmu 
(ži)7- Priemet množiny Aa(u) do B$ [vzMadom k izomorfizmu (h)J 
označme Aa$. Sostrojme množiny AjJ (u)} B° (u) [vzMadom k izomor­
fizmu (%%)]. Potom platí následujúca množinová rovnost: 

Aj> (u) = Aa (u) n B$ (u). 

D o k a ž , a) Označme Aa(u) f) jBp (u) znakom X 4 . Nech x£A^(u). 
Zrejme platí Aa$ C B$} teda A<fi (u) C -Bp (u). Z toho plynie x£B$(u). 
Z předpokladu x£Aa$(u) dostáváme ďalej, že existuje prvok z£Aa(u) 
taký, že [^JB^= k]Bp-

Nech v izomorfizme (i2) u ^-^ {u*}, z — {^v| ? x _ |^v | . Z před-
chádzajúceho plynie: # v = uv pre p 4= P> x$ = &$. 

4 Množina X je neprázdná, keďže u e X. 
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Zrejme u £ Aa (u). Sostrojme prvky i~ = u f)z, t) = u\J 2. Keďže 
pre každý index v£%l platí [§]flv < [X]BV < [T]]BV, dostáváme Š<x<r]. 
Podfa lemmy 1 a poznámky za definíciou 3 je množina Aa(u) kon-
vexným podsvázom svazu L, teda prvky £, 7], x patria do Aa(u). Zistili 
sme: x £ Aa (u) f| Bp (u) = X, teda AjJ (U)CX. 

b) Nech x £ X. Teda x £ J.a (w), OJnp £ [-4a (w)]»p = Aafi. Ďalej, 
keďže #£J5p(w), platí [ffjtfv = [wji?v pře ^4-:/?. Teda podlá definície 3 
x £ Aa$ (u). Dostáváme X C Aa$ (u). Úhrnné podFa a) máme rovnost 
X = Aj(u). 

Pomámka. PodFa predchádzajúcej lemmy a lemmy 4 dostáváme 
Aa ™ II Aa

v (u). Ak definujeme analogickým spósobom B$a (u) , platí 

B°>™IIB$l(u). Přitom je podlá predchádzajúcej lemmy B$a(u) = Aa$ (u). 

Poznámka. Ak i > ^ 7 I Z c a ak všetky LL okrem najviac jedného 

(napr. LL) obsahujú jediný prvok, je zrejme L™Lt. Je teda prirodzená 
nasledujúca definícia: 

Definicia 4. Hovoříme, že svaz L je nerozložitelný, ak z izomor­
fizmu L™IILl vyplývá, že existuje najviac jeden taký faktor Liy ktorý 

obsahuje viac ako jeden prvok. 
Veta . Nech L™nAl9 *£9JŽ, L^IIB,, v £ 9c. Nech každý 

faktor Al} Bv obsahuje viac ako jeden prvok a nech sú všetky tieto 
faktory nerozložitelné. Potom existuje jednojednoznaéné zobrazenie mno­
žiny 33? na množinu 9c, ktoré má tuto vlastnosť: ak sa prvok a £ 9DÍ 
zobrazí na prvok /?£9c, potom sú svazy Aa, Bp izomorfně. 

D o k a ž . Nech sú splněné předpoklady, uvedené vo vete. PodFa 
poznámky za lemmou 5 móžeme písať pre každé a £23?, /?£9t : 

Aa ~ n Aa* (u), Bfi~n Bp (u), 

pričom Aa

v (u) = Bv

a (u). Keďže svaz Aa je nerozložitelný a má viac 
ako jeden prvok, existuje presne jeden taký svaz Aa^ (u) [označme ho 
Aa$ (u)\, ktorý má viac ako jeden prvok. Potom Aa ^ AjJ (U). Prvku 
a £ 3JŽ přiřaďme prvok /? £ SR. 

Ak by sa pri takomto zobrazení aj prvok a1 £9íc, 0.̂  =f= a zobrazil 
na prvok /?, vystupovaly by v rozklade svazu B$ aspoň dva faktory, 
a to B$° (u) = Aa$ (u) a B$ai (u) = Aal$ (u), z ktorých každý by ob­
sahoval viac ako jeden prvok. To je v rozpore s predpokladom o ne-
rozložiteFnosti svazu B$. Z toho plynie ďalej jCřp ̂  B$° (u) ™ Aa • 
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Nech /?! £!Jc. Keďže svaz B^ obsahuje viac ako jeden prvok a je 
nerozložitelný, musí v jeho rozklade vystupovat presne jeden faktor, 
ktorý obsahuje viac ako jeden prvok. Označme tento faktor B^t

al(u). 
Podlá lemmy 5 platí B^aí (u) = Bai^1 (u). Keďže Bal^ (u) má viac 
ako jeden prvok, index ax £ SETI sa zobrazí na index ftt £ 31. Teda 
každý prvok /? £ 31 má pri uvedenom zobrazení vzor v 9DÍ. Previedli 
sme dókaz, že zobrazenie rná všetky vlastnosti, vyslovené v predchádza-
júcej vete. Tým je dókaz jednoznačnosti rozkladu svazu na nerozložitelné 
faktory vykonaný. 
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ВЫВОДЫ 

Г. Биркгоф доказал однозначность разложения в прямое произведение 
для структур, в которых находятся самый больший и самый меньший эле­
менты. В монографии „ЬаШсе гЬеогу" Биркгоф положил проблему: имеет-ли 
место теорема об однозначности разложения для всех структур. В настоящей 
работе мы даем положительный ответ на проблему Биркгофа. При этом мы 
обобщаем теорему в том смысле, что мы допускаем разложения, имеющие 
бесконечное число факторов. 

Мы будем употреблять следующие определения и обозначения: если 
^™Г^^: (г) и если в изоморфизме (г) х--«---г*- |.т"|, х е ^, 1х1\ € П Ь, , а;^€^^-> 
то мы будем называть элемент х1 проекцией х на структуру ^^ и писать х1 — (х)гу 
Если МСЬ, то множество всех проекций элементов а с М н а ^, обозначаем 
[М]Тг. Заметим, что слово проекция употребляем относительно изоморфизма 
(г). Если и е ^, МаС^а> определим множество Ма(и) следующим образом: 
х^Ма(и) тогда и только тогда, если 1. [а:]ь е М а , 2. [х\ =[и]Тл для ^ ф а -
Очевидно, что частично упорядоченные множества М а , Ма(и) изоморфны. 

Основная теорема: ПУСТЬ Т^^ПА1, I е 9Я, ^ ^ г о / / Б V , р е 31. ПУСТЬ 
в каждом множестве А, , 7?у находится более чем один елемент н ПУСТЬ все 
факторы А,,, Б у неразложимы. То существует взаимно однозначное отобра­
жение множества ЗЯ на множество 31 обладающие следующим свойством: 
если /? € 31 — образ элемента аеЭЯ, то структуры Аа» Вц изоморфны. 

Доказательство основной теоремы опирается на следующие леммы: 
1. Естои X — конвексная подструктура структуры ^ = П^^, то [Х]ь 

— конвексная подструктура структуры ^^ (лемма 1). 2. Имеет место изо­
морфизм Л"^) П[Х\Т (лемма 4). 3. Теорема об однозначности разложения 
вытекает без трудностей из следующей леммы 5: ПУСТЬ ^^I^А^, (?',\ 
^^.ПВ^(г2). Построим множество Аа(и) [относительно (к2)]. Проекцию Аа(и) 
на Во [относительно (г2)] обозначим Аа?- Построим множества Аа$(и\ В о (и) 
[относительно (?,2)]. Имеет место равенство Аа$(и) = Аа(и)(] Во (и). 
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