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MATEMATICKO -FYZIKALNY SBORNIK

Roc. I., &ts. 2, 3, 4.

JAN JAKUBIK

JEDNOZNACNOST ROZKLADU SVAZU NA DIREKTNY SUCIN

Venované s. prof. Dr. J. Hroncovi k 70. narodenindm.

Pre ciastoéne usporiadané systémy plati veta: Nech Ciastoéne
usporiadany systém S ma najmens{ a najvicsi prvok. Ak sa S dé roz-
lozit na direktny sddin nerozlozitelnych faktorov, je tento rozklad jedno-
znaény. Existuji ciastodne usporiadané systémy, nemajice najmensi a
najvacsi prvok, ktorych rozklad na nerozlozitelné faktory nie je jedno-
znadény.!

Pre Specidlny pripad, ked S je sviiz, majdici najmensi a najvacsi
prvok, dokdzal tdto vetu G. Birkhoff? Zaroveri G. Birkhoff® polozil
problém: vySetrit, ¢i jednoznac¢nost rozkladu plati alebo neplati pre sviizy
obecne (aj bez predpokladu existencie najmensieho a najvicsieho prvku).

Dokazeme, Zze odpoved na Birkhoffov problém je kladnd. Pritom
povodny Birkhoffov problém zovSeobecnime v tom, Ze budeme uvaZovat
aj rozklady, v ktorych pocet direktnych faktorov moZe byt nekoneény.

Najprv struéne uvedieme zékladné definicie.

Definicia 1. Nech L,, ¢ € M je systém svézov. Priradme kaz-
dému indexu ¢ € M nejaky prvok 2'€ L,. Dostivame mnozinu dvojic
{(¢, 29} = . Pritom '€ L, a pre kazdé a« € M existuje presne jedna
takd dvojica (¢, 2*) €z, pre ktord plati ¢ == «. Kvoli struénému ozna-
deniu budeme mnozinu dvojic z={(t, 29)} oznadovat symbolom z={a‘}.
Systém vietkych takychto mnozin oznaéme IT L, = L. Nech a; = {4},

Ly == {xg‘}, %y, 3 € L. Definujeme v L opericie zy %1, ¥ U rTOVv-

operidciami je zrejme sviz. Nazyvame ho direktnym suéinom svizov L,.
Svazy L, volame faktormi direktného sucinu.

1 Junji Hashimoto, On the product decomposition of partially ordered sets,
Math. Japonicae, 1, 1948. Referit v Math. Rewiews, January 1950.

2 @. Birkhoff, Latiice Theory, II. Ed., Theorem 2, 9, Cor. 1.

3 Porov. pozn. 2, problém 11.
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Budeme pisat L ™ L, ak sviizy L, I/ st izomorfné. Ak v izomor-
fizme L~ L' (3) prvky # € L, ' € I sd si navzdjom priradend, piseme
<=1

Definicia 2. Ak L~ IT L, (i) hovorime, Ze izomorfizmus () urcuje
rozklad sviizu L na direktny siéin I‘T.LL. Ak prvku z € L je priradeny

prvok {:1;‘} € It[ L., nazyvame z‘ priemetom prvku z do svizu L, v roz-
klade (¢). Ak M C L, nazfvame priemetom mnoziny M do L, (vzhladom
na rozklad (7)) mnoZinu vsetkych priemetov prvkov # € M do sviizu L,.
Priemet prvku « do L, budeme oznatovat [x]r,, priemet mnoZziny M
do L, oznatujeme [M|,.

Lemma 1. Nech X je konvexny podsviz svizu L —= IC.TLL. Oznacme
[X]r, = Xo, ¢ EM. Potom Xo je konvewxny podsviz svizu Lq -

Dokaz. a) Nech z,*€Xq, 2,* € X,. Potom existuji prvky z, € X,
2y € X také, ze ich priemety do L, st z,* resp. 2,% KedZe z, Nz, € X,
z,Ux, € X, plati xlanxgasfxlnxszana, xI“szaz[xIng]Lana.

b) Nech z,*€ X, x,* € Xo, #*€ Lo, 0,* < 2* < 2,* Potom exi-
stuji prvky @, € X, 2, € X také, ze [,]1,== 2, [2s]r,= 2,* Sostrojme
prvok z; ={z‘} € L takto: "= [a]r, ak 19 a, &*=2% Zrejme
plati 2, Nz, <2, <y Uz, teda 2, €X, #*=2¢*€ Xq.

Lemma 2. Nech L— ITL, 1€ M. Predpokladajme, e M obsa-
huje viac ako jeden prvok. Nech a € L, a=1{at}, a nech systém prokov
M=A{z}, « €L md nasledujicu vlastnost: [z [1 = a* pre aFt a
pre kaidé ¢ €IM. Potom -existujii proky Nz, L}”L a pri oznacent
[%,]z, = ¢ plati

nz,={a‘nat}, Uz ={aUa}.
t

Dékaz Oznaéme {a'Ua'} = & Zrejme plati pre kazdé ¢ a kazdé
(2], <2*Ua*= [§]r,, teda z, <§. Predpokladajme, ze pre nejaky
prvok 1 € L plati z, <7 pre vsetky ¢ € It

Nech 7={n‘}. Teda []s, <[n]s, pre vietky a €M, tEM.
Ak o =1, dostdivame z predchidzajicej nerovnosti z*<n. Ak ad=y,
dostdvame a*<n* pre kazdé a €M. Vidy teda plati z*Ua* <7
takze £<7. Tym je dokdzané tvrdenie pre z,. Dokaz pre Nz, e
duilny. ¢ ‘

Lemma 3. Nech X je kowvexny podsviz svizu L = I£T L, teM,
neeh a€X, z€X, a= {a‘}, x:{x‘} Nech a je Tubovolny index
z mmoziny M. Utvorme prvok y € L tak, Ze [y].,—a* [y]i,—= a,
pre Lt a. Tordime: y€ X.
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Dokaz. Prvky aUz={a‘Uz}, anz={a‘nat lezia v X.
Zrejme plati [a N |z, < [y]r, <[a U x|, pre kazdé ¢ €M, teda
anNz<y<aUwz. Z toho plynie y € X.

Lemma 4. Nech X je konvexny podsviz sview I - II L,. nech
X, je priemet sview X do L,. Potom X — I,TX:-

Dokaz. a) Oznatme X, =Y X aY si podsvizy svizu L.
Stadi teda dokdzat, ze mnoZiny X a ¥ si si rovné. Nech z = {a*} € X.
Potom z*€ X, takze 2 € Y. Dostdvame mnozinovd nerovnost X C Y.

b) Nech y={a'} € ¥, potom 2'€ X, a z definicie mnoziny X, vy-
plyva, Ze existuji prvky z, € X také, ze pre kazdé ¢ plati [z |, =— 2"

Nech a=={a‘'} je Mubovolny prvok podsvizu X. Ku kazdému z,
sostrojme w € L takto: [u]r,—=a* pre a=¢, [u]r,=2" Podla
lemmy 3 u, € X. Podla lemmy 2 lezia aj prvky & = {o: at}, n={a'U a'}
v mnozine X. Zrejme §<y <7, teda y € X. Dostali sme mnozinovd
nerovnost ¥ C X, ¢o spolu s a) diva X =Y.

Definicia 3. Nech L ~IT L (i), u€ L. Nech M, C L. Sostrojme

podmnozinu M, (u) svizu L [vzhladom k rozkladu (¢)] takto: prvok
z € L je prvkom mnoziny M, () vtedy a len vtedy, ked

0 (2ls,€May  2) [als—[uls pre .

Pozndmka. Z predchadzajicej definicie vyplyva bezprostredne:
1. mnozina I, (u) je konvexny podsviz svizu L. 2. Nech z= {2},
2 € My(u), t.j. 2* € M,. Potom jednojednoznaéné priradenie z—<—=z*
uréuje izomorfizmus d&iastoéne usporiadanych systémov M, a Mo (u).

Lemma b. Nech Lo I A, (31), tEM a sudasne Lg]\‘IBv (%3),
v EN. Neéch u € L. Sostrojme mnoéinu A, (w) [vehladom & izomorfizmu
(i1)]. Priemet mmosiny Ao (w) do Bg [vehbadom k izomorfizmu (is)]
oznacme A B. Sostrojme mmoding AP (w), Bg (u) [vehladom k izomor-
Jfiemu (iy)]. Potom plati ndsledujica mnoZinovd rovnost:

AP (u) = Aq (w) N Bg (u).

Dokaz. a) Oznaéme A, () N Bg («) znakom X4 Nech z € 4,° (w).
Zrejme plati A,° C Bg, teda Aqf (u) C Bg (u). Z toho plynie z € Bp (w).
Z predpokladu € 4,P («) dostivame dalej, ze existuje prvok z& A, (u)
taky, ze [¢]sg= [2]ng-

Nech v izomorfizme (ip) % <=-={u’}, z— (¢}, o= {av}. Z pred-
chadzajiceho plynie: 2y —=w> pre v = 3, 2B — 8.

4+ Mnozina X je neprézdna, kedZ%e u e X.
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Zrejme u € Aq (w). Sostrojme prvky é=un2z, n=uUz. Kedze
pre kazdy index v €M plati [§]5, < [x]z, <[n]s,, dostivame & < o <17.
Podla lemmy 1 a poznamky za definiciou 3 je mnoZina A, (%) kon-
vexnym podsvidzom svizu L, teda prvky &, , z patria do A, (). Zistili
sme: 2 € Aq () Bg (u) = X, teda A,° (u)C X.

b) Nech 2 € X. Teda z € 4, (), [xJBB € 4o (W)]rg = AqP. Dalej,
kedze x € Bg (u), plati (2], = [u]p, pre » &= 3. Teda podla definicie 3
x € AqoP (w). Dostdvame X C AqP (). Uhrnne podla a) mime rovnost
X = A,k w).

Pozndmka. Podla predchiddzajicej lemmy a lemmy 4 dostidvame
Ag 1T A4.Y (). Ak definujeme analogickym sposobom Bg*(w). plati

Bg~II Bgt (). Pritom je podta predchddzajicej lemmy Bg*(u) = Ao (w).
Pozndmka. Ak L~>II'L, a ak vietky L, okrem najviac jedného

(napr. L) obsahujd jediny prvok, je zrejme L~ I,. Je teda prirodzens
nasledujica definicia:

Definicia 4. Hovorime, 7e sviz L je nerozlozitelny, ak z izomor-
fizmu L ~ IT L, vyplyva, ze existuje najviac jeden taky faktor L, , ktory

obsahuje viac ako jeden prvok.
Veta. Nech LoITA, t€M, LB, vEN., Nech kasdy
v ¢ v

faktor A,, B, obsaluje viac ako jeden prvok a mech su vsetky tieto
faktory nerozlozitelné. Potom existuje jednojednoznacné zobrazenie mmo-
giny M na mnoZinu N, kitoré md tito vlastnost: ak sa prook o €M
20brazi na prook 3 €N, potom su svizy Ao, Bz szomorfué.

Dokaz. Nech si splnené predpoklady, uvedené vo vete. Podla
poznidmky za lemmou 5 moéZeme pisat pre kaidé a€IN, BEN:

Ag T4 (w),  Ba>TT By (w),

pricom A, (u) = B,* (u). KedZe sviz A, Je nerozlozitelny a ma viac
ako jeden prvok, existuje presne jeden taky sviz A,Y(«) [oznaéme ho
Aq? (w)], ktory mé viac ako jeden prvok. Potom A, ~ A4P (). Prvku
a € M priradme prvok € N.

Ak by sa pri takomto zobrazeni aj prvok o, € M, @, 3= a zobrazil
na prvok 3, vystupovaly by v rozklade svizu [Bp aspon dva faktory,
a to Bg* (u) = AP (w) a DBt () = Au,P (u), z ktorych kazdy by ob-
sahoval viac ako jeden prvok. To je v rozpore s predpokladom o ne-
rozlozitelnosti svizu Bg. Z toho plynie dalej Bg ~ Bg* (u) ™ Ag.
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Nech 3, EM. Kedze sviz Bp, obsahuje viac ako jeden prvok a je
nerozloziteIny, musi v jeho rozklade vystupovat presne jeden faktor,
ktory obsahuje viac ako jeden prvok. Oznacme tento faktor Bg,*' (u).
Podla lemmy 5 plati Bg,* («) = Ba,' (u). Kedse B,,P! («) mé viac
ako jeden prvok, index a, €I sa zobrazi na index B; EN. Teda
kazdy prvok BEN mé pri uvedenom zobrazeni vzor v M. Previedli
sme ddkaz, Ze zobrazenie mé vSetky vlastnosti, vyslovené v predchidza-
jicej vete. Tym je dokaz jednoznacnosti rozkladu svizu na nerozlozitelné
faktory vykonany.
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BBIBOJ[bI

I'. Bapkrod moxasan ONHO3HAUYHOCTH PABJIOKEHHA B MPSIMOe IPOU3BeIOHHEe
IJIs CTPYKTYDP, B KOTOPHIX HAaXOJATCA caMblil GoJbmmi m caMBEIl MeRbIImii dJe-
MeHTH. B moHorpagmm ,Lattice theory“ Bmpkro§ mosiosxma mpoGJiemy: mmeeT-id
MecTO TeopemMa 00 OHO3HAYHOCTH PA3JN0KEHHs JJIA BCOX CTPYKTYp. B Hacrosmei
pa6oTe MH jlaeM IT0JIOXKHTEJbHBI OTBOT Ha Ipo6Giemy Bupkroga. IIpm sTom MH
0606111a6M TEOpeMy B TOM CMEICJIO, YTO MEl [ONYCKaeM Pa3J0KeHHd, HMeIOLIHe
6eCKOHOUYH0© YHCJI0 (PAKTOPOB.

Mu 6ygemM ynoTpeGiasATh CIeYIOUIne OIpeje/ieHns m 0603HAYEeHHA: ©CIH
LQIL/L: () m ecnm B m3omopdaszme (i) & <—> {T}, @€ L, {1‘} € l‘l L, st€eL,-
TO MHI GyJ[eM Ha3EIBATH 3JIOMOHT X* NPOCKILAEH o HA CTPYKTYPY L, 1 nmmears &' = (),
Ecim M C L, To MHOXKeCTBO BCeX INMPOOKIMI dJeMeHToB 2 € M Ha I, 06o3HATAEM
[p1],, . Bamernm, uTo ciaoBo IIpOeKIAA YIOTPOGIAeM OTHOCHTEILHO H30MOPQH3MA

(7). Eena v e L, My C Ly, onpeneramy MHOMKE0TBO My (w) ClO)YIOMBEM 06Pa3oM :
@€ My (u) Torna m Tonsko Toraa, ecan 1. [x|; € Mq, 2. la], = [ul;, maa tFa
OueBuHO, YTO YACTAYHO YIOPAAOUYEHHEIe MHOXKecTBA Mg, My (u) H30MOPPHEL.

OcuosHasi Teopema: Ilyers LIl A, €M, LolIBy, veN. Iyers
B KaJjX[OM MHOXecTBe 4, , By Haxomurcsa GoJee 4eM OJfEH €JIOMOHT H IIYCThH BCO
daxTopr A,, By Hepa3JOMKHMEL. To eyUIECTRYOT B3aMMHO OJ(HOSHAYHOO oTo6pa-
senme MHokectsa I Ha mHoskecrso I o6iamaromme CIAEAYIOMAM CBOHCTBOM :
ecin f €N — o6pas siaementa ¢ € I, TO cTPYKTYPH Ag , B g m3omopHsL.

Joxa3aTeabcTBO OCHOBHOI TEOPOMEBI OMApPAETCA HA CJJ(YIOU(Ne JIOMME :

1. Ecrom X — KOHBOKCHas NONCTPYKTYpa CcTpyKTypu L=II1L,, 10 [X],
— KOHBOKCHAS LIOJACTPYKTYpa cTpyKrypel L, (aemma 1). 2. Mmeer mecro m3o-
Mopdazm X ov [IiXJLL (nmemma 4). 3. Teopema 006 OJHO3HAYHOCTH pPAa3JOKEHUS
BHITeKaoT 6e3 TpyaHocTed w3 chejyromed semmpr H: Ilyers Lo 114, (7)),
L Il B (i,). TTocrponM MHOMXECTBO Aq (u) [oTHOcETEONBHO (5)]. IIpoexmumio A4, (w)
Ha By [oTHOCHTENEHO (4,)] 0GosHaumM Aqf. Iocrpomm muoskecTBa Agl(u), BB(M)

[oTHOCHTeNBHO (i,)]. VIMeeT MecTo paBeHCTBO Ay (u)= Ag ()N BB (u).
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