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MATEMATICKO-FYZÍKÁLNY ČASOPIS SAV. VII, 2 — 1»r)7 

O Z Á K L A D N Í C H VĚTÁCH 
V Í C E R O Z M Ě R N É C E N T R Á L N Í A X O N O M E T I U E 

VÁCLAV HAVEL, Praha 

l vod 

Tato práce je věnována podrobnému rozboru obou základních vět cen­
trální axonometrie. V sovětské literatuře je zpracován trojrozměrný případ 
první základní věty (viz [1], [2]), avšak pouze pro nedegenerované rovinné 
desarguesovské konfigurace. Dále je v sovětské literatuře zpracován troj­
rozměrný i vícerozměrný případ druhé základní věty (viz [1], [3]. [5]), avšak 
pouze pro projekci z (n — 3)rozměrného centra w-rozměrného prostoru a pro 
nedegenerované rovinné polygonální desarguesovské konfigurace. Ed. S t i e f e l 
dokazuje v učebnici [6] druhou základní větu v trojrozměrném případě a též 
pro degenerované rovinné desarguesovské konfigurace, ale zmenšuje obecnost 
tím, že vyšetřuje pouze orthogouální souřadnicovou prostorovou konfiguraci 
místo obecné konfigurace polyedrické. Ed. StiefeJ vyšetřil též analytickou 
metodou vícerozměrnou analogii věty Pohlkovy a ukázal, že pro dimensi 
n > 3 ztrácí takto zobecněná Pohlkova věta charakter řešitelnosti. 

V předložené práci autor navazuje na dosud známé výsledky a zobecňuje obě 
základní věty pro promítání z bodového centra do nadroviny n-rozměrného 
prostoru (n ^ 3), při ěemž připouští, pokud je to možné, též degenerované 
desarguesovské konfigurace. 

Dále se autor zabývá zobecněním druhé základní věty pro ]) omítání 
z (w-m-l)rozměrného centra do m-rozměrné průmětny H-rozměrného pro­
storu (n > m ^ 2), opět s ohledem na degenerované případy desarguesov-
ských konfigurací. Zobecnění první základní věty pro promítání z (n-w-\) 
rozměrného centra do w-rozměrné průmětny naráží na obtíž a provedeno není. 

Práce je rozdělena na tři části. V první části se studují obě základní věty 
v trojrozměrném prostoru, v druhé části je vyšetřeno zobecnění obou základních 
vět pro promítání z bodu do nadroviny n-rozměrného prostoru (n > 3) a ko­
nečně třetí část je věnována zobecnění druhé základní věty pro promítání 
z (H-m-l)rozměrného centra do n-rozměrné průmětny n-rozměrného prostoru 
(n > m ^ 2). Autor se snažil dát celé práci jednotný synthetický charakter. 
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1. Základní vety trojrozměrné centrální axonometr ie 

P ř e d m ě t e m v y š e t ř o v á n í b u d e t r o j r o z m ě r n ý (reálný, resp. k o m p l e x n í ) roz­
šířený eukle idovský pros tor . L i n e á r n í obal ú t v a r ů U±, U2, . . . , Ur označíme 
symbol icky {U1, ř/a, . . ., Ur}. S i m p l e x e m b u d e m e r o z u m ě t trojici b o d ů ne­
ležících n a téže př ímce. Modulem afinity A mezi v l a s t n í m i r o v i n a m i gx, g2 

b u d e m e r o z u m ě t obsah t r o j ú h e l n í k a A2Cg2, k t e r ý o d p o v í d á v afinitě A 
t ro júhe ln íku AlCg1 o j e d n o t k o v é m o b s a h u . L a g u e r r o v ý m b o d e m kružnice k. 
k t e r á leží v rov ině g, m á s t řed S a po loměr r, b u d e m e r o z u m ě t bod vzdálený 
j a k od rov iny g, t a k od b o d u S o délku r. Nejprve u v e d e m e někol ik definicí. 

Definice 1. Pos loupnost navzá jem r ů z n ý c h b o d ů O', A\, A'2, A[>, B\, B!z< B'> 
n a z v e m e polyedrickou konfigurací, jestliže k a ž d á troj ice 0', A[, B[(i = 1 ,2,3) 
obsahuje kol ineární b o d y a jestliže p ř í m k y ai = <O', A[)(i = 1, 2, 3) neleží 
v téže rovině. Polyedr ickou konfiguraci prohlás íme za souřadnicovou, jsou-li 
b o d y B[(i = 1 ,2,3) nevlas tní a jsou-li úsečky 0'A[(i = 1 , 2 , 3 ) navzá jem 
k o l m é a ste jně d l o u h é . 

Definice 2. Pos loupnost b o d u O, AY, A2, A.Á, Bx, B2, H3, ležících v téže 
v lastní rovině g, n a z v e m e d-konfigurací, jestl iže k a ž d á trojice 0,Ai.Bl 

(i ----- 1 ,2,3) obsahuje r ů z n é kol ineární b o d y a jestl iže (O, Alf A2, As) — g. 
Jsou-l i (nejsou-li) v d-konfiguraci b o d y Bx, B2, L>3 kol ineární , p a k ji prohlás íme 
za J2-konfiguraci (^-konfiguraci). Nejsou-li v dx-konfiguraci ani b o d y Ax, A2, A3 

kol ineární . p a k ji p rohlás íme za J0-konfiguraci. 
D o d a t e k k d e f i n i c i 2. V d0-konfiguraci leží b o d y \AL,Aj) n <Ii;, B.f) 

(i 4= j nabýva j í h o d n o t I, 2, 3) n a téže p ř í m c e p (podle v ě t y Desarguesovy, 
už i té na s implexy AXA2A3, BXB2B^, p e r s p e k t i v n í podle s t ředu O). Jsou-l i 
v d2-konfiguraci b o d y Ax, A2, A3 kol ineární , p a k položme p = (Ax, A2, A.3). 
Označme dále P h a r m o n i c k ý pól p ř í m k y p vzhledem k s implexu BXB2B3. P a k 
je j e d n o z n a č n ě určena i m a g i n á r n í kuželosečka k, p ro niž bod P s p ř í m k o u p 
je pólem s polárou a s implex BXB2B^ s implexem p o l á r n í m . Je-li kuželosečka k 
i m a g i n á r n í elipsou r ů z n o u od i m a g i n á r n í kružnice, p a k o z n a č m e a, b délky 
poloos elipsy k, k t e r á reálně zas tupu je elipsu Je. 

1'ouěku 1. a) Každá d-Jconfigurace, která je průmětem* některé souřadnicové 
konfigurace z vlastníJio centra promítání, je d-konfigurací. 

b) Je-li d-konfigurace průmětem neJderé souřadnicové konfigurace, pak centre/m 
promítání je nevlastní bod. 

c) Každá d-konfigurace, která je rovnoběžným průmětem některé souřadnicové 
k on figur a c e, je d2-kon figur ac í. 

D ů k a z . P r ů m ě t y nevlastních b o d ů souřadnicové konfigurace z v la s tn ího 
bodu S do v las tní rov iny jsou body neležící n a téže p ř í m c e . Z t o h o p l y n e 

1 Zde a v dalším jde o p r ů m ě t v t o m t o smyslu: i-(ý bod d-konfigurace j e p r ů m ě t e m 
i-toho bodu polyedrické konfigurace (i ^ 1,2, . . . , 7 ) , resp. v pozdějších ú v a h á c h pro 
i :-" 1,2 2/< [ 1. 
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tvrzení a). Z tvrzení a) plyne okamžitě tvrzení b). Rovnoběžné průměty 
nevlastních bodů jsou opět body nevlastní, z čehož plyne tvrzení c). 

Poučka 2. Je-li d-konfigurace b = (O, Ax, A2, A3, Bl9 B2, B3) průmětem 
polyedrické konfigurace y = (O', A[, A'2, A3, B{, B_, B3), pak střed S promí­
tání leží v rovině <BJ, B_, B'tiy pravé tehdy, je-li b d2-konfigurací. 

D ů k a z je zřejmý. 
Poučka 3. Je-li d-konfigurace b průmětem polyedrické konfigurace 7 z vlastního 

středu promítání S, pak ke každé konfiguraci 7*, podobné s 7, existuje konfigurace 
shodná 5 7 * , která se z centra S promítá do konfigurace b. 

D ů k a z . Na y provedeme homothetii h o středu S a poměru rovném poměru 
podobnosti mezi y*, y. Pak kofigurace hy je shodná s 7* a promítá se z( středu S 
do konfigurace b. 

Věta 1. Daná d^-konfigurace b je průmětem některé souřadnicové konfigurace, 
když a jen když kuželosečka k (určená vzhledem k b podle dodatku k definici 2) 
je imaginární kružnicí. 

D ů k a z , a) Nechť souřadnicová konfigurace y = (O', A{, A2, A'>, B\, B_, Bó) 
promítá se z bodu S do roviny n do ^-konfigurace b = (O, AY, A. . A3, Bx. 
B2, B3). Zřejmě platí (S, Bř-> _]_ <$, B y , Bky (i, j , k probíhá všecka pořadí 
čísel 1, 2, 3). Dokážeme, že platí též <S, P> _j_ <$, p> (význam symbolů P, p 
je uveden v dodatku k definici 2). Nechť i, j , k je některé pořadí čísel 1, 2, 3. 
Přímkou <O', A'ty proložíme rovinu oc{ J <_4•, A'k}; bodem O' veďme přímku 
ajkH(A'j, A'ky a přímku a*k půlící úsečku A-A'k.Přímky ajk. a]k. a-} = <O'. A]y. 
ak = <O', A'ky tvoří harmonickou čtveřinu, takže nevlastní body těch :o přímek 
tvoří též harmonickou čtveřinu, jež se promítá do čtveřiny \B}:, Bky n p, Br 

Bky n <P, £;>, Bj, Bk.Je tedy <P, Bty průmět nevlastní přímky roviny \t. Z toho 
dále plyne, že P je průmět nevlastního bodu přímky m = !\j n \2 n \3. Avšak p 
je průmětem nevlastní přímky roviny (A\, A'2, A'%y, takže z relace >n i \A J. 
A2, A'*) plyne též <S, P> _L <S, p>. 

Kuželosečka k je základní kuželosečkou rovinné polarity s}>. která se z bodu S 
promítá prostorovou polaritou $' . Vzhledem k relacím <$, Bty J (S. Br Bk 

(i, j , k probíhá všechna pořadí čísel 1, 2, 3), (S,Py J_ <$. _;>, je pelarita ^' 
orthogonální, a tedy kuželosečka k je imaginární kružnicí. 

b) Nechť daná (1_-konfigurace b = (O, Ax, A2, A3, B_, B 2 , B3) v rovině rr má 
za kuželosečku k (určenou podle dodatku k definici 2) imaginární kružnici. 
Zvolme jeden z Laguerrových bodů kružnice k, označme jej S a prohlašme 
jej za střed promítání. Rovinná polarita ^ o základní kuželosečce k se pro-
mítá z bodu S pravoúhlou prostorovou polaritou <$'. Zřejmě ^ P = p. a tedy 
%\S,Py = (S, py _L <#,P>. Na přímce <£, O> zvolme libovolný vlastní bod 

O' 4= $, veďme jím přímky aJ/^S, Bt> a sestrojme body AI = <#, .4ř> n a,-; 
zřejmě přímky a.- jsou navzájem kolmé (i = 1, 2, 3). Body 4̂- jsou zřejmě 
vlastní. Dále platí toto tvrzení: 
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( + ) Přímka p je průmětem nevlastní přímky roviny (A[, A'z, A'^) a bod P je 
průmětem nevlastního bodu přímky m jdoucí bodem O' kolmo k (A[, A'2, A'^). 

Dokážeme ještě další tvrzení: 
( + + ) Přímka (P, B{) je průmětem nevlastní přímky roviny ai9 která 

])rochází přímkou a{ a středem úseěky A)A'k (i, j . k je kterékoliv pořadí ěísel 
V 2, 3). 

Body (B}, Bky n p, (B,j, Bk} n <F, I?;>, B.}, Bk tvoří harmonickou ctve-
řinu; jsou to průměty promítacích přímek ajk, a)k, a^, ak. Bodem O' pro­
ložíme přímky ajkl/a,jk, a)k // a)k. Potom je ajk/j\A'n A'k}, přímka ajk jde středem 
úsečky A-A'k a a,] = <O\ A^jjáj, ak = <O\ A'k}Hak. Poněvadž Ht je průmět 
nevlastního bodu přímky at, je tím tvrzení ( + + ) dokázáno. 

Z tvrzení ( + ), ( + + ) plyne m = xx n x2 n a 3 , takže simplex A[A'2A'Á je 
pravidelný a úsečky O\4- jsou stejně dlouhé, což bylo dokázat. Věta 1 je tím 
dokázána. 

Poučka \. Nechť k je reálná elipsa v rovině n a nechť a, b (a}b) jsou délky 
obou jejích poloos. Pak existuje v rovině n perspektivní afinita A1, jejímž modulem 

je libovolné číslo z intervalu ( —, — \, perspektivní afinita A2 o libovolné ose 

(resp. libovolném směru), kolmá afinita A3 a elace A4 tak, ze A(k je kružnice 
(i = 1.2, 3, 4). 

D ů k a z je elementární a nebudeme jej provádět. 
Věta 2. Ke každé dx-konfiguraci b, která leží v rovině n a není průmětem 

žádné souřadnicové konfigurace, existuje v rovině n perspektivní afinita A 1 ? 

jejímž modulem je libovolné číslo z intervalu ( —, — \ ,2 dále perspektivní afinita A2 

o libovolné ose (resp. libovolném směru) a konečně kolmá, afinita A3 a elace A4 

tak, ze A $ je přihnět některé souřadnicové konfigurace (i = l, 2, 3, 4). 
D ů k a z plyne z věty 1 a z poučky 3. 
Věta 3. Nechť je dána d-konfigurace b, ležící v rovině Q a polyedrická kon­

figurace y. Pak lze sestrojit právě jeden bod S a projektivní vztah L,T mezi rovinou Q 
a libovolnou vlastní rovinou n$ S tak, ze L^b je průmětem konfigurace y z centra S. 

Je-li bod S vlastní, pak mezi LH patří téz afinity, jejichž moduly nabývají 
všech kladných hodnot. 

Je-li bod S nevlastní, pak jsou možné dva případy: buďto žádné Ln není afinitou, 
anebo všecky L,( jsou afinitami a moduly těchto afinit vyčerpávají interval 
<mx, oo> přitom m1 je ?nodul té afinity La, v níz konfiguraci b odpovídá kolmý 
průmět konfigurace y z centra S. 

D ů k a z . Označme (O, Ax, A2, A3, Bx, B2, Bz) danou d-konfiguraci b v ro­
vině Q a (O\ A[, A!,, A's, B[, B'2, B'^) danou polyedrickou konfiguraci y. Bez 
omezení obecnosti lze předpokládat, že <O, Ax, ^42> = o. Existuje právě jedna 

2 Symboly k, l\ a, b mají vzhledem k b význam popsaný v dodatku k definici 2. 

97 



projektivita G mezi rovinami O, O' = <0',A\,A'2y, pro niž platí GO = O\ 
GA{ =: A'i(i = 1, 2), G < ^ j , IL>> — <HÍ, I^>.3 Konfigurace y promítá se z centra 
Sy — (GA3, A<{y n <GI?3, 15', > do libovolné vlastní roviny 71 $S do konfigu­
race b. ř. Mezi nadrovinami o', n je promítáním z centra # zprostředkována 
projektivita H:x tak, že H3lGb — b r . 

Střed $ je podle předchozí konstrukce určen jednoznačně. Nechť za prvé S 
je vlastní. Nevlastní přímce roviny O odpovídá v G přímka q c o\ Frobíhá-li 
nepromítací rovina n všecky polohy rovnoběžné s rovinou </S\ r/>. ])ak průměty 
konfigurace 7 do rovin n jsou spolu homothetické podle středu S. při čemž 
poměr homothetie nabývá všech nenulových hodnot. Pak ale též moduly 
afinit H. fG nabývají všech kladných hodnot. 

Nechť za druhé S je nevlastní. Pak všecky H t jsou afinitami. Není-li G 
afinitou, pak ani žádné HslG není afinitou. Nechť tedy G je afinitou; nechť 
dále nY je rovina kolmá k promítacím přímkám. Označme mx modul afinity 
HniG. Promítáním z S je mezi n1 a libovolnou vlastní rovinou n z jrostřed-
kována afinita; nabývá-li rovina n všech možných poloh, pak modul zmíněné 
afinity probíhá interval <1, 00). Tedy moduly afinit HnG probíhají interval 
<m l 5 00). Věta je dokázána.1 

Jiný důkaz — avšak pouze pro ťi0-konfigurace a ne pro všeckť tvrzení 
věty 3 — podává I. S. D ž a p a r i d z e v práci [3]; přitom část důkazu přejímá 
od E. K r u p p y . Džaparidzův důkaz zobecníme v druhé části. 

Větu 1 lze označit jako první základní větu trojrozměrné centráh í axono-
metrie; všimněme si, že v ní vystupuje souřadnicová polyedrická konfigurace. 
Naskýtá se zajisté otázka, nebylo-li by možné větu 1 zobecnit i pro nesouřad-
nicové polyedrické konfigurace. Takové zobecnění naráží však na obtíže (viz 
o tom ještě závěr třetí části). 

Větu 3 lze označit jako druhou základní větu trojrozměrné centrální axono-
metrie. Je-li konfigurace y z věty 3 souřadnicová a je-li konfigurace 0 (^-kon­
figurací, pak střed ti je nevlastní a mezi afinitami H ( G existují zobrazení 
podobná (což lze dokázat na př. užitím úlohy Guglerovy);5 1o vede ke klasické 
větě Pohlkově. 

2. Základní vety vícerozměrné centrální axonomctric 
při promítání z bodu do ňadro viny 

Předmětem vyšetřování bude ^-rozměrný (reálný, resp. komplexní) roz­
šířený eukleidovský ])rostor ('H > 3). Lineární obal útvarů (,\. ( \ Ur 

označíme symbolicky <F\. U2. •••> '̂Y>- Podprostory dimensí n — 1. resp. 

:{ J i n a k by by lo možno projekt iv i tu G určit p o d m í n k a m i G A i — A '', G B ; H (i - - l, 2). 
4 Ve znení v e t y položíme ovšem LJC = H:[G. 
5 Viz učebnici K a d e ř á v e k K l i m a - K o n n o v s k \, Deskriptivní geometrie l. P r a h a 

1954, 164 165. 
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n 2 b u d e m e nazývat n a d r o v i n a m i . resj). n a d p ř í m k a m i . S implexem b u d e m e 
rozumět H-tici bodů neležících v téže n a d p ř í m c e . Modulem afinity A mezi 
d v ě m a v lastními n a d r o v i n a m i o,. O2 b u d e m e r o z u m ě t ob jem polyedru z12CO2. 
ktorý odpovídá v afinitě A (H-l)rozměrnému p o l y e d r u Aj C Q1 O j e d n o t k o v é m 
ob jemu. L a g u e r r o v ý m bodem (?i-l ) rozměrné sféry K. k t e r á leží v n a d -
rovino o. má střed S a ])oloměr r. b u d e m e r o z u m ě t bod vzdá lený od ň a d r o viny o 
i od bodu S o délku r. Nejprve u v e d e m e několik definicí. 

Definice 3. Pos loupnost navzájem r ů z n ý c h bodů 0',A\,A2l . . . . A , , , B\. 
/>ó B\, nazveme polyedr ickou konfigurací, jestliže k a ž d á trojice ()'. A\. B\ 
obsahuje kol ineární body a jestliže p ř í m k y O; = (O', A\) neleží v téže nad-
rovině (/' 1. 2 n). Polyedrickon konfiguraci prohlás íme za souřadnico­
vou, jsou-li body B\ nevlastní a jsou-li úsečky ()'A\ navzá jem kolmé a ste jně 
d louhé (/' --- 1.2 n). 

neřiniee \. Poslou])n()st bodů O. Ax. A2 An. H.. B2 Bt. k t e r é leží 
v téže vlastní nadrov ině o. n a z v e m e d-konfigurací. jestliže k a ž d á trojice 
O. A,-. Bl obsahuje různé kol ineární b o d y a jestliže (O. A3. A2 An; o. 
Spinu je-li d-kongtigurace podmínku B}. B2 Ii,> — O, p a k ji nazveme 
d,-konfigurací. Jest l iže v r^-konfiguraci žádné dvě z ])římek O. A,) nesplývají 
a jestliže plat í Aj. A2 A;i} -= o. ])ak ji n a z v e m e r/ ( )-konrigurací. 

D o d a t e k k d e f i n i c i 4. V ^„-konfiguraci leží body A,. Ay) n Bt. B-y 
(i : / nabývaj í hodnot 1.2 n) v téže n a d p ř í m c e p. To p l y n e z v ě t y 
Desarguesovy. užité na siniplexy AA A2 . . . An: Bx B2 . . . Bn. perspek-
tivní podle s tředu O. Jes t l iže AT d.-konfiguraci je <AX. A2 An; T O. ])ak 

A,.A2 A,ý je nad])ř ímka: označme ji p. Nechť P je harmonický ])é)l 
n a d p ř í m k y p vzhledem k s implexu Bx B2 . . . Bn a nechť k je ( jednoznačně 
určená) (//-1 )rozměrná imaginární k v a d r i k a . p ro niž P. p jsou ])ól a poláraH 

a pro niž Bx B., . . . Bn je ])olární sim])lex. 
V dalším půjde vždy o p r ů m ě t z bodu do v las tní ň a d r o viny. B u d e m e ř íkat, 

že d-konfigurace b je p r ů m ě t e m polyedr ické konfigurace 7. je-li i-tý bod 
konfigurace b ])růmětem /Mého bodu konfigurace y(i = 1.2 2H -|- l) . 

Poučka 5. Je-li d-konfigurace b - (O. Als A2 An. Bx. B2 Bt) pru-
tnetetn polyedrické konfigurace 7 -- (()'. A\, Aó, . . .. A\,. B\, Jió, . . . . B\,). pak b 
je dx-konfiguraci právě tehdy, jestliže pro střed promítání S neplatí vztah 
N C B\. B: B ; , . 7 

l)ů k a z je zře jmý . 
P l a t n o s t poučky 3 (i s d ů k a z e m ) lze o k a m ž i t ě rozšířit i pro //-rozměrný 

prostor. 
VÍM a \. Daná dx-konfigurace b je prutnete m některé souřadnicové konfigurace. 

11 Pojem ,,poláry , k přenáš íme zde pro nadrov inn {)i-\ )rozměrného prostoru. 
7 Vzíváme symbolu C místo G s oh ledem na pozdější úvahy (v t řet í eást i za definicí 5). 

7 Matematicko-fyzikálny časopis SAV, VII, 2 — 1957 9 9 



když a jen kiyz kvadrika k určená k b podle dodatku k definici 4 je imaginární 
(n—\)rozm,emou sférou. 

Důkaz, a) Nechť souřadnicová konfigurace y = (O', A[. A* A'n. B[. 
B'z, . . ., B'n) se promítá z bodu S do nadroviny n do dx-konfigurace b — (O. Ax. 
A2, .. ., An, Bx, B2, . . ., Bn). Je-li ix,i2, . . ., in libovolné pořadí čísel}. 2. ... ,71. 
pak (S, Bixy J_ (S, Bh, BÍ3, . . . , Biny. Nechť iL, i2, . . ., il je některé pořadí 
čísel 1,2, . . ., n. Proložme přímkou aix rovinu aix _\_ (A'io. A'h -*-w. 
Nechť- dále j2, j3, . . ., jn je libovolné pořadí čísel i2, i3, . . . . i t . Bodem O' 
vedme přímku ahh jj(A'h, A-zy a přímku a*hh půlící úsečku A'joA'jr Přímky 
ahh> ahh> ah> ah t v o r í harmonickou čtveřinu; nevlastní body těch o přímek 
se promítají do čtveřiny (Bh, Bh> n p, (Bh, Bh> n (P, Bu, Bu, Bh , Bjn\ 
Bh, Bh. Tedy (Bix,Py je průmětem nevlastní přímky roviny (six. Tedy dále 
bod P je průmětem nevlastního bodu přímky m = ax n oc2 n . . . n \n. Avšak 
nadpřímka p je průmětem nevlastní nadpřímky nadroviny (A[, A!2. . . . . A'ny. 
takže z relace m J_ <^ l 5 ^4^ • • •> -̂ »> plyne též <#, P> J_ <#, p>. Kvadrika k 
je základní kvadrikou polarity ty v ňadro vině TZ. Polarita ty se promítá z bodu S 
prostorovou polaritou ty'. Vzhledem k relacím (S, Bhy J <#, H-2. Bi;i Bt ) 
(kde i1, i2, . . ., itl je libovolné pořadí čísel 1, 2, . . ., TI), (S,Py ! aS\ /J>, je 
polarita $' pravoúhlá, a tedy kvadrika k je imaginární sférou. 

b) Nechť pro danou ^-konfiguraci b = (O, Ax, A2, . . ., A n, Bx, B2 B J 
je kvadrika k (určená podle dodatku k definici 4) imaginární sféro 1. Zvolme 
jeden z Laguerrových bodů sféry k, označme jej S a prohlašme jej za střed 
promítání. Polarita ty v nadrovině n o základní kvadrice k promítá se z bodu S 
orthogonální polaritou ty'. Je tyP = p, a tedy ty'(S, P> = <*S, ;>> j <#, P>. 
Na přímce (S, O> zvolme libovolný vlastní bod O' 4= S, veďme jím přímky 
at H(S, B<y a sestrojme body A'L = (S, A<) n a,-; zřejmě přímky al jsou na­
vzájem kolmé. Body At jsou zajisté vlastní. Dále platí: 

( + ) Nadpřímka p je průmětem nevlastní nadpřímky nadroviny <A[. A'.z  

A'ny; bod P je průmětem nevlastního bodu přímky m jdoucí lodem O' 
kolmo k této nadrovině. Dokážeme ještě jedno tvrzení: 

( + + ) Přímka (P,Bhy je průmětem nevlastní přímky roviny vn. jdoucí 
přímkou aix a těžištěm simplexu A{2Ah . . ., A'itl kde iL. i2 i t je libovolné 
pořadí Čísel V 2, . . ., n. 

Je-li j2, ?'3, . . ., jn libovolné pořadí čísel i2, i3, . . . . in , pak body (Bh . Hy3 n 
np, (Bh, Bhy n (P, Bix, Bu, Bh, . . . , i^,.>, <H^, Bhy tvoří harmonickou 
čtveřinu a jsou to průměty promítacích přímek ahh, a*hh, ah. Oy-3. Proložme 
bodem O' přímky rovnoběžné s těmito promítacími přímkami. Dostaneme 
tak přímku ahhjj(A\, A'hy, přímku ahh jdoucí středem úsečky AhA':, a přímky 
ah = (O', A'hy, ah = (O', Ahy. Poněvadž Bix je průmět nevlastního bodu 
přímky aix = (O', A'hy, je tím tvrzení (+ + ) dokázáno. 

Z tvrzení ( + ), (+ + ) plyne vztah m = ocx r\ y2 n . . . n \ / t, takže simplex 
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A[AZ . . . A'n je p r a v i d e l n ý a úsečky 0'A'^i = V 2. . . . . n) jsou stejně d louhé, 
což bylo d o k á z a t . 

VMa 5. Ke každé dx-konfiguraci b, ležící v nadrovině TI, existuje perspektivní 
afinita A v n tak, ze Ab je průmět některé souřadnicové konfigurace. 

D ů k a z . Nechť k je (w-l)rozměrná k v a d r i k a , reá lně zastupuj íc í i m a g i n á r n í 

k v a d r i k u k, určenou k b podle d o d a t k u k definici 4. P a k existuje p r ů m ě r o v á 

n a d p ř í m k a a k v a d r i k y k t a k , že a n k je (H-2)rozměrná sféra, k t e r á je 

p r ů m ě r o v o u sférou (?i-l)rozměrné sféry k*. O z n a č m e K, resp. K* h r a n i č n í 

bod p r ů m ě r u sdruženého se a vzh ledem ke k, resp. k*. P a k v afinitě A (v TI). 

v níž k a ž d ý bod n a d p ř í m k y a je s a m o d r u ž n ý a v níž AK = K*, je též Ak = k*. 

T e d y podle v ě t y 4 je Ab p r ů m ě t e m n ě k t e r é s o u ř a d n i c o v é konfigurace. V ě t a 

je d o k á z á n a . 

Veta í>. Nechť je dána d-konfigurace b, ležící v nadrovině Q, a polyedrická 
konfigurace y. Pak lze sestrojit právě jeden bod 8 a projektivní vztah LH mezi 
nadrovinou Q a libovolnou vlastní nadrovinou n $ 8 tak, ze LHb je průmětem 
konfigurace y z centra 8. 

Je-li bod 8 vlastní, pak mezi Ln náleží také afinity, jejichž moduly nabývají 
všech kladných hodnot. 

Je-li bod 8 nevlastní, pak jsou možné dva případy: buďto žádné Ln není afinitou, 
anebo všecky L;l jsou afinitami a moduly těchto afinit nabývají všech hodnot 
intervalu <m 1 ? oo), kde m2 je modul té afinity Ln, v níz konfiguraci b odpovídá 
kolmý průmět konfigurace y z centra 8. 

D ů k a z (pro p ř í p a d , že b je d0-konfigurací): Nechť y = (O', A[, A'z, . . . . 
A'n, B\, B',, ..., B'n), b = (O, Al9 A2, ..., An, Bl9 B2, ..., Bn)CQ; o z n a č m e 
dále (o' n a d p ř í m k u obsahující b o d y \A\, A'f) n iB\, B'^y, k d e i =\= j nabýva j í 
h o d n o t 1,2, ...,n. T a k o v á n a d p ř í m k a existuje podle v ě t y Desarguesovy . 
a p l i k o v a n é n a s implexy A[A'Z . . . A'n, B[B'Z . . . B'n, p e r s p e k t i v n í podle O'. 
Dále označme v dalš ích ú v a h á c h symbolem <o n a d p ř í m k u obsahující 
body (Ai% A,}y n <_B,-, J5;->, k d e i 4= j nabýva j í h o d n o t 1, 2, . . . . n. Ex i s tu je 
])rávě j e d n a pro jek t iv i ta o mezi Q,(A[,AZ, . . ., A'ny t a k , že aAi = A\ 
il = 1,2, . . . . n), a<o = <o'; rovněž existuje p r á v ě j e d n a p r o j e k t i v i t a 6 mezi Q. 

B\, B:>, . . ., B'ny t a k , že bB{ = B\ (i = 1, 2, . . .. n), bco = <o'. P r o m í t á n í m 
z c e n t r a O' je mezi (A[, Az, . . ., A'ny, (B[, Bz, . . ., B'ny z p r o s t ř e d k o v á n a pro­
jekt iv i ta c, v níž cA\ = B\ (i = 1, 2, . . ., n), t a k ž e caO = bO; t e d y body 

()\ aO, bO leží n a téže př ímce, již označíme symbolem o. Ex i s tu je p r á v ě jeden 
bod S € o t ak , že p r ů m ě t konfigurace y z c e n t r a 8 do l ibovolné v las tní nad-
.ov iny TI é 8 odpovídá konfiguraci b v pro jekt iv i tě mezi Q, JI. N a z n a č í m e 
d ů k a z t o h o t o t v r z e n í : Dělicí d v o j p o m ě r b o d ů O, Ax, Bl9 (O, i , ) n w 
o z n a č m e ?n. Zvolme n a d r o v i n u y = (sB[,<o'y a p r o m í t e j m e do ní z c e n t r a 
V6o,('éy. 

Dělicí dvo jpoměr b o d ů ony, \C, Axy n y, B1, <o, ^ > n o>' n a b ý v á p r o 
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C€ O. O (£ y všech reálných hodnot , při čemž každou reálnou hodnotu nabývá 
pravé j ednou. Tedy existuje mezi body O p r á v ě jeden bod (označme jej N). 
pro nějž zmíněný dvojpoměr má hodnotu /\. Je-Ii dále TT 9 S l ibovolná vlastní 
n a d r o v i n a . ])ak též dělicí dvoj])oměr bodů o n rr, >S> /lj> n .T. S. />, n .T. 
O. A[> n O. o '> n n má hodnotu / 2 . ()znacíme-li t edy horním indexem rr 

p r ů m ě t y č á r k o v a n ý c h bodů z S do n, ])ak ])odle ])ředchozí k o n s t r u k c e existuje 
vzhledem k r e p r o d u k c i dělicího dvojpoměru /> j)rojektivita Z, mezi a. TT t a k . 
že I ,O - O-f. M ; - A/, í„/7 ; - H/ (i = 1, i> n). 

Zvolme ])evnou vlastní n a d r o v i n u TTV^ S. Nevlas tní n a d p ř í m c e n a d r o v i n y 
od])ovídá v L( n a d p ř í m k a (/CTT{). 

Nechť za p r v é je S v lastní . Nabývá-l i vlastní n a d r o v i n a TT.3 S všech poloh, 
rovnoběžných s nadrovinou -'S. q;, pak mezi p r ů m ě t y konfigurace y do t ě c h t o 
nadrovin TI je v z t a h h o m o t h e t i e o s tředu S. při čemž p o m ě r h o m o t h e t i e 
n a b ý v á všech nenulových h o d n o t . Nabývá-l i t e d y vlastní nadrovina TT 3 S 
všech poloh rovnoběžných s nadrovinou >S> t/>. p a k t r a n s f o r m a c e L , jsou 
afinity, jejichž moduly nabývaj í všech k ladných h o d n o t . 

Nechť za d r u h é S je nevlastní . Není-li L iu afinitou, pak žádné L , není 
afinitou. Nechť tedy L.ln je afinitou; pak každé Lt je afinitou. O z n a u n e ///. 
modul afinity LAl . kde rr, je nadrov ina kolmá k ])i'omítacím p ř í m k á m . Na­
bývá-li v lastní rovina TT všech poloh, pak mezi p r ů m ě t y konfiguraci* y do 
TT{. TT je vztah afinity, při ěemž modul té to afinity probíhá interval 1. oř) . 
Tedy modul afinity Lr ])robíhá interval \m1. oo). 

Důkaz pro případ obecné //-konfigurace b ])odáme v r á m c i věty 7. Předchozí 
d ů k a z zobecňuje p o s t u p K r u p p ů v a Džapar idzův (viz [3]). Věty 4. b' možno 
označi t j ako ])rvní a druhou základní větu //-rozměrné centrá ln í a x o n o m e t r i o 
vzhledem k p r o m í t á n í z bodu do n a d r o v i n y . 

-í. Základní vela /i-rozmernc centrální avonomeírie 

při promítání z (n-m I)rozrncrněho prosí oni 
do ///.-rozměrného prostoru (n > m 2: 2) 

P ř e d m ě t e m vyšetřování bude opět //-rozměrný rozšířený eukle idovský pro­
stor. Nechť m je pevné k l a d n é číslo větší než 1 a menší než n. Modulem afinit \" A 
mezi d v ě m a m-rozměrnými podpros tory o3 . o2 b u d e m e rozumět objem polyedru 
/!., C [ v k t e r ý odpovídá v afinitě A ///-rozměrnému polyedru ,\l C o i o j e d n o t k o ­
vém objemu. Při jmeme definici 3 polyedrieké konfigurace, avšak ^/-konfiguraci 
budeme nyní definovat j inak než v d r u h é část i : 

Definice 5. Pos loupnost bodů O. Al. A2 An. Bl. B2 B t . ežících 
x témže v la s tn ím Hwozměrném prostoru j . n a z v e m e J-konfigurací. jestliže 
k a ž d á trojice O. A,-. B, obsahuje různé kol ineární body a jestliže O. A,. 
A,. . . ..Au) = o.« 
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Dále b u d e m e p r o m í t á n í m r o z u m ě t v ž d y p r o m í t á n í , jehož centrem je 
(n -///—l) r o z m ě r n ý pros tor a jehož p r ů m ě t n o u je r/i-rozměrný pros tor . 

Poučky 3. 5S lze o k a m ž i t ě rozšíř i t i p r o p r á v ě zavedeně p r o m í t á n í . 
Ví1!a 7. Xechf je dána d-konfigurace b. ležící v m-rozměmém prostoru O, a poly-

(drická konfigurace y. Pak lze sestrojit právě jeden (n-m-\)rozmérný pro­
stor S (t projektivní vztah L r mezi prostorem Q a libovolným vlastním m-rozm/rným 
prostorem TI disjunktním s S tak. ze Lnb je průmětem konfigurace y z centra S. 

Je-fi S vlastní, pak mezi L r náleží téz afinity, jejichž moduly nabývají všech 
kladných hodnot. 

Je-li S nevlastní, pak jsou možné dva případy: buďto žádné L3I není afinitou, 
anebo všecky L.t jsou afinitami a moduly těchto afinit nabývají všech hodnot 
intervalu >nx, oo), kde mx je modul té afinity L3l, v níz konfiguraci b odpovídá, 
kolmý pru met konfigurace y z centra S. 

D ů k a z . Nechť y = (()'. A\, A'., A'n, B\, B'.,, . . . . B'H). b -= (O. Ai9 

A2 Au. BA. B2. . . ., Bn) C o. Bez omezení obecnosti lze p ř e d p o k l á d a t , že 
O. Aj, A2, . . ., Amy — o. Exis tu je p r á v ě j e d n a p r o j e k t i v i t a G mezi Q. Q' — 

()'. A i . A:> A')ty. p ro niž p l a t í GO = O\ GA{ = A\ (i = 1, ///), 
G Bx. B2 Bm) = (B{, B'±, . . ., B'my. Konfigurace y se p r o m í t á z c e n t r a 
s - iryGAm[l.Amny n < G f i M f l , B'mV1y, <GAm,2. A'mV2y n <GBm+2, I?;„,2>,..., 

G A , ; , A,',> n (GBn, B'nyy do libovolného v l a s t n í h o m-rozměrného pros toru TT, 
d i s junktn ího s S. do konfigurace b^ . Mezi o', TT je p r o m í t á n í m z AS zprost řed­
k o v á n a pro jekt iv i ta Hs, t a k . že H ,Gb = b t . S t řed AS je podle k o n s t r u k c e určen 
j e d n o z n a č n ě . 

Nechť S je v las tní . N e v l a s t n í ú t v a r p r o s t o r u Q se zobrazuje v z t a h e m G do 
(///—l) rozměrného p r o s t o r u qCQr. Nabývá- l i m-rozměrný pros tor n. dis­
j u n k t n í s S. všech poloh r o v n o b ě ž n ý c h s <$, g>, p a k p r ů m ě t y konfigurace y 
z S do rt jsou spolu h o m o t h e t i c k é podle s t ředu AS a p o m ě r h o m o t h e t i e n a b ý v á 
všech nenulových h o d n o t . P a k ale m o d u l y afinit HXG nabýva j í všech 
k l a d n ý c h h o d n o t . 

Nechť S je nev las tn í . P a k k a ž d é H T je af initou . Není-li G afinitou, není ani 
žádné HrG afinitou . Je-l i G afinitou, p a k k a ž d é HTG je afinitou. Vyberme 
mezi zi p ros tor n1 k o l m ý k S. Nechť afinita HniG m á m o d u l m1. S t řed promí­
tání S zprost ředkuje mezi TI1 a mezi l ibovolným p r o s t o r e m JI, d i s j u n k t n í m s S, 
afinitu; nabývá-l i n všech poloh, p a k m o d u l předchozí afinity p r o b í h á interval 

\. oo). T e d y modul afinity HnG p r o b í h á i n t e r v a l (m1, oo). Věta je d o k á z á n a . 
V předchozím d ů k a z u je zobecněna a z jednodušena m e t o d a , k t e r é použil 

Ed. S t i e f e l ve své učebnici [6], s tr . 132, p r o t r o j r o z m ě r n ý p r o s t o r a pro 
souřadnicovou konfiguraci y. Vš imněme si, o t á z k y p o p r o j e k t i v i t á c h Lí(, 
k teré jsou p o d o b n o s t m i (problém 1). P r o souřadnicové konfigurace a pro promí­
tán í z n e v l a s t n í h o b o d u do ň a d r o v i n y rozřešil t e n t o p r o b l é m ú p l n é E d . Stiefel 

d-konfiguraci proh lásíme za d1 -konfiguraci, platí-li Bj, B2, • • •, Bny = o. 
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v práci [7] použitím analytické metody. Upozorněme též na vyšetřování, 
které provedli N. F. Č e t v e r u c h i n a A. M. L o p š i c (viz sborník MaTOMaTiiKa 
B ()()()P :3a Tpii;iiiaTb JIOT, vyšlém za redakce A. G. K u r o se, A. I. Mai kuše-
v i č e a P. K. R a š e v s k é h o , Moskva—Leningrad 1948, 944 — 995; dále viz 
učebnici E. A. G l a z u n o v a a N. F. Č e t v e r u c h i n a , AKCOHOMerpna. Moskva 
1953, 76 — 77, hlavní theorém a poznámka 1 pod čarou). 

Dále poznamenejme, že v případě m = 2 dokazuje část věty 7 V. N. Per-
v i k o v a (v práci [5]), avšak ])ouze pro ri0-konfigurace; používá důkazu 
z práce [3] (pro n = 3) a postupuje úplnou indukcí podle n. Námi použitá 
rozšířená metoda Stiefelova vedla k cíli přímo, a to i v případě m 4- -•• 

Věta 7 je rozšířením druhé základní věty. Nezabývali jsme se analogickým 
rozšířením první základní věty, protože takové rozšíření naráží na značné 
potíže. 

K problému zobecnění první základní věty uveďme ještě tuto myšlenku: 
Mezi projektivitami LT z věty 7 je možno hledat shodná zobrazení. Nutná 
a postačující podmínka pro existenci takového shodného zobrazení byla by 
současně nutnou i postačující podmínkou pro to, alry daná d-koníigura( e byla 
průmětem některé konfigurace y*, shodné s danou polyedrickou konfigurací v. 
Takto se naskýtá možnost zobecnit i první základní větu pro promítání 
z (n—m—l)rozměrného centra (problém 2). 

P o z n á m k a (při k o r e k t u ř e 25. 5. 1957): P r o b l é m 1 pro para lelní p r o m í t á n í a pro sou­
ř a d n i c o v é konfigurac rozřešil H . N a u m a n u v p r á c i Uber Vektor-sterne und Paraídprojvk-
tionen regularer Polytope, M a t h . Zeitschr. 67, 1957, 75-82. Pro paralelní p romíta l .i a pro 
polyedrické konfigurace (()', A\, A't. . . .,A'n, B\, B'z, . . ., B') s nev las tn ím i b o d y P>[. 
B'£, . . . , B'„ rozřešil prob lém 1 a u t o r v dosud nepubl ikované prác i Hlavní réta ptralehii 
a.rononoynetrie. 

Ы Т Е К А Т 1 Т НА 

I. Пес к и п , 11. М. Основное предложение аксонометрии. Сб. Попроси соврочонпоп 

начертательной геометрии, Москва -Ленинград 1947, 55—12(5. 2. Ч е т в о р у х и н , 

П . Ф . , Об основной теореме аксонометрии в центральной проекции, ДАН СССР, 50. 

НСю, 7 5 - 7 0 . 3. Д ж а п а р и д з е , П. С , Прооктшню-еинтетическое докажи ельетво 

теоремы II . М. Пескина. Сб. Методы начертательной геометрии и ее приложении. 

Москва 1955, 100 104. 4. М и Н е г Е., УоНезип^еп иЪег (1аг81е11еш1е О о о т о и ч е 1: 1)1о 

Ппеагеп А Ъ Ш с и т ^ е п ; ЪеагЬегЬеЪ V011 Е. К г и р р а , Ьелрул^ — \\Теп 1923. 5. И е р в п -

к о в а , П. П., Обобщение основной теоремы центральной аксонометрии на прое,ранено 

//-измерении, Сб. Методы начертательной геометрии и ее приложении, Москва 1955. 

1'. 1---151. 6. 81чеГе], Е(1., ПепгЬисп (1ег (1аг81е11епс1еп О е о т е г п е , Наяе1 1947. 

7. 8Ъ1оГе1 Е(1., Х и т На!/, \юп Р о т к е , С о т т е п т а г п Махк. Не1\\ 10, 1938, 204 223. 

1)ой1о 27. 5. 1956 

104 



ОБ О С Н О В Н Ы Х ТЕОРЕМАХ 
МНОГОМЕРНОЙ Ц Е Н Т Р А Л Ь Н О Й А К С О Н О М Е Т Р И И 

В А Ц Л А В Г А В Е Л 

В ы в о д ы 

Л т о р занимается обобщением обеих основных теорем трехмерной центральной 

аксонометрии (сформулированных 11. М. В е с н и н ы м ) , по двум направлениям: во-

первых, расширением понятия дезарговой^конфигурации, во-вторых, переходом к мно­

гомерному пространству. 

Многомерную центральную аксонометрию можно создавать пользуясь основными 

•паромами и т. паз. элементарными построениями; иод «построением» в многомерной 

центральной аксонометрии можно понимать любую конечную последовательность 

элементарных построений. Но такого рода строением многомерной центральной аксо­

нометрии автор не занимается. 

Чтобы мы могли сформулировать главные результаты сначала несколько о п р е ­

де, им I И II : 

И //-мерном расширенном эвклидовом пространстве определил! полиэдрическую 

конфигурацию как последовательность отличных друг от друга точек О', Л' Л' . . ., 

'*/',' 1*1 * ^ 2 ' • • • ' ^ / ' исполняющих следующие условия: К а ж д а я тройка О', Л'.. В', со­

держит кол линейные точки, а прямые < 0 ' , Л'.у не лежат в одной гиперплоскости. 

Полиэдрическую конфигурацию назовел! координатной, если точки В', являются не­

собственными, а сели отрезки О'Л', взаимно перпендикулярны и имеют одинаковую 

длину. Далее определим /н-мерную ^-конфигурацию к а к последовательность точек О, 

. 1 г, . 12, . . . , Лп, В±, В2< . . . , Вп, л е ж а щ и х в тол! же га-мерном пространстве о и удо­

влетворяющих следующим условиям: к а ж д а я тройка О, Л г , ./?.• содержит различные 

коллинепные точки, и линейное пространства <0.г Лг, Л2, . . . , ЛпУ является про­

странством #. Если еще будет выполняться требование, чтобы линейное пространство 

Вг, В2, . . . ,\ Впу было пространством о, то рассматриваемую ^-конфигурацию 

назовем ^-конфигурацией. 

П е р в у ю о с н о в н у ю т е о р е м у многомерной центральной аксонометрии] можно 

сформулировать следующим образом (смотри теорему 1 и теорему 4): 

Данная (п-1)-мерная ^-конфигурация Ь является проекцией некоторой коорди­

натной конфигурации тогда и только тогда, когда мнимая (пЛ)-мерная, квадрика к 

является мнимой сферой. 

(// 1)-морнан квадрика А; определенна следующим способом: если 0,Лх,Л2, . . . ,Лп, 

Т>\, В2, . . . , Вп есть данная конфигурация Ь, то точки <Лг-, Л^у п <#г, -#?> лежат 

на той же гиперпрямой р; через Р обозначил! гармоничный полюс гииерпрямой р 

по отношению к (/г-1)-мерному симплексу Вг В2. . . Вп\ тогда будет однозначно 

определ(Ч1а (/?-1)-мерная мнимая квадрика к, для которой ВгВ2 . . . Вп служит 

полярным симплексом, а Р, р — парой полярно сопряженных фигур. 

:)та теорема обобщает результаты Э. К р у п п ы и Н. Ф. Ч е т в е р у х и н а . 

П т о р у ю о с н о в н у ю т е о р е м у многомерной центральной аксонометрии можно 

сформулировать следующим образом (смотри теорему 3, теорему 4 и теорему 7): 

Пуспи, ладана т-мерная с1-конфигурация о, лежащая в га-мерном пространстве о, 

и полиэдрическая конфигурация у. Тогда можно построить точно одно (п-т-1)-мерное 

пространство 8 и проективное соответствие 1л между пространством @ и любым 

сопственным т-мерным пространством п, непересекающемся, с 8, так, что / Я Ь является 

проск}\иеи конфигурации у из центра 8. Если 8 -собственное пространство, то Тс 1л 
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п/)/ик/()./с.тчип пшпжс (п/пиииче (чюпиачпетои.ч, лих)//./и 1;ото/)>,1.е и/,>икимчкпп <;<••• по.о ней 

те.и>т>1е .пк/ч/ч/и.ч. 1и\/и Н не :/а.счете:/ еопе/паскиым, то аочмч.нсп а< ()чч с.п/ч'С : II./и пи 

одно ^А не .чвп.четс.ч ш/'ииикчм соо/паетс/паием и. и/ 1;п.тч)ое 1А .чек чс/П'-.ч т/пи/ пчм <чч>т-

еетстаисм, и моду.I и .пик.с пфшиичл' (чю/паспкчтпи/ п /)ип имают асе .натек ич, челе/и/иг 

а /и/терча./е т1л ос), ,и)с ///. сеть мо<)\/.и> того П'/иии/оео соотаетстчи.ч ^1. <, /;отч/>чч 

1;о11(/')ие\/ра/{ии о со/кхчиач.ичк/ и 'р.чмодгокьпа.ч п рос/и/и.ч 1;окфие\//хт и и у и.; ч'чии/с, N. 

,)та теорема является обобщеииеч рс.чу.и/татов \). К р у п н ы , •). Г т п ф с . ш . I . \ 1 . 1мм-

к и п а , 11.(1. Д ж а п а р и д з е и Н. I I . 11 с р в и и1 о но п. 

.'>атеч в работе нмекавмваютсн н д о к а л и в а ю т с я бо. км» ме.1кие ре:п . п.таты, д о н о . ш я -

ющпе обе цитированные теоремы. В заключение автор ставит дне еще нерешенные 

проблемы, а именно: проблему обобщении теоремы 11о.1ке (приводится к а к прочие ми I) 

л проблема обобщения нервен основной теоремы для п р о е к т и р о в а н и я ил (// ///-^-.чер­

ного центра и для общих полиэдрических к о н ф и г у р а ц и и (приводится к а к п/.юпчема ^ ) . 

FUNDAMENTALSÄTZE DER MEH R I)1M ENS 1 ONA LEX 
Z E N T R A L A X O N O M E T R I E 

VACLAV HAVEL 

Z usa in inenfa s sung 

Diese Abhandlung enthält die Verallgemeinerung der beiden Fundamenta sntze der 
Zentralaxonometrie (die von N. M. Besk in formuliert werden), und zwar in zwei Rich­
tungen; erstens man verallgemeinert den Begriff der Desarguesschcn Konfigmat ion und 
zweitens man führt die mehrdimensionalen Räume ein. 

Die mehrdimensionale Zentralaxonometrie kann auf dem Grund der Fundament ai­
sätze und auf dem Grund der sog. elementaren Konstruktionen gebildet werc en. Unter 
dem Begriffe „Konstruktion" (in der mehrdimensionalen Axonometrie) verstehen wir 
jede endliche Folge der elementaren Konstruktionen. Diese Thematik wird in dieser 
Abhandlung nicht erwähnt. 

Die folgenden D e f i n i t i o n e n dienen zur Erleichterung der Formulation unserer 
Ergebnisse: 

Die polyedrische Konfiguration wird in dem //-dimensionalen ergänzten Räume als 
eine Punktfolge ()', A', A' . . . , A', B', B' . . ., B' definiert; diese Folge erfüllt 
folgende Bedingungen: Alle Punkte sind untereinander verschieden, jedes Tripel ()\ A'. , 
B'. enthält kollineare Punkte und die Geraden <0',A'., liegen nicht in derselben Hyper­
ebene. Sind B'. uneigentliehe Punkte und die Strecken O'A'. senkrecht und gleicher 
Länge, so nennt man die polyedrische Konfiguration Koordinatenkonfiguration. Weiter 
wird die m-dimensionale d-Konfiguration als Punktfolge O, Ax, A.2 A,t, Bx, B2, 
. . ., Bn definiert, die folgende Bedingungen erfüllt: Alle Punkte liegen im demselben 
/n-dimensionalen Räume o, jedes Tripel 0, A/, E^enthällt verschiedene kollineare Punkte 
und der lineare Raum :0, Ax, A.2, . . ., Atl> fällt mit o zusammen. Fordert man weiter, 
daß der lineare Raum B:, B.,, . . ., Bn mit o zusammenfallt, dann wird die gegebene 
Konfiguration als d^-Konflguration genannt. 

Man kann den e r s t e n F u n d a m e n t a i s a t z der mehrdimensialeri Zentralaxonometrie 
folgenderweise formulieren (siehe Sätze 1 u. 4): 

Gegebene (n-l)dimensionale d^Konfiguration, b ist eine Projektion irgendeiner Koordi­
nate nkonßguration genau dann, 'wenn die imaginäre (n-l)dimensionelle Qwtdrik k eine 
imaginäre Sphäre ist. 
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Die (n- l)diinensionale Quadrik k ist folgenderweise definiert: Is t 0, A,, A.,, . . . , A , , , 
/>,, />.,,. . ., Hu (lie gegebene Konfigura t ion b, d a n n liegen die Punk te A/, A; n P,,H\ 
auf derselben Hype rgeraden />; wir beze ichnen mi t F den harmonischen Pol der Hyper­
geraden /> hinsichtlieh zum (n-1 )dimensiona len Simplex HAH± ...Ha. Xun ist /• die 
eindeutig bes t imm te (n- l)dimensionalle imaginäre Quadr ik mit HXH.> . . . P , als 
Polarsimplex und mit P, p als Pol und Polare . 

Dieser Satz verallgeme iner t die Resul ta te von K. K r u p p a und X. F. Vetveruchin. 
Den z w e i t e n V u n d a m e n t a i s a t z der mehrdimensionalen Zen t ra laxonome t r ie kann 

man folgenderweise formulieren (siehe Sä tze .5, 4 u. 7): 
Es- sei eine m-dimcnsionale d-Konfiguration b, die in dem m-dimensionalen Raum o 

liegt, und eine polifedrische Kon figurationy gegeben. Man kann dann geradeeinen(n-m-l)dimen-
sioualen Raum S und eine Projektivität L^ zwischen o und zwischen einem beliebigen,'mit S 
disjunkten m-diniensionaien Räume n konstruieren, und zwar so, daß LJ{\) eine Projektion 
ron y aus S ist. Ist S eigentlich, dann gehören zu / r auch Affinitäten- mit beliebigen, Moduln. 
Ist S uneigentlich, dann sind zwei Fälle möglich-: entweder ist keine Hrojektivität L ( eine 
Affinität oder jede Hrojektivität La ist Affinität und die Moduln dieser Affinitäten nehmen, 
(die Werte aus dem Intervalle jn{, co , wo mv Modul derjenigen Affinität L{ ist, in der der 
Konfiguration b eine orthogonale Projektion von, y aus S entspricht. 

Dieser Sa tz verallgemeiner t die Resu l ta te von ~R. K r u p p a , E d . S t i e f e l , X. M. B e s -
k i n , I. S. D z a p a r i d z e und V. N . P e r v i k o v a . 

In der Abhandlung we rden we i ter einige ande re Resu l ta t e formulier t und bewiesen, 
die die beiden zi t ier ten Fundamen t aisä tze ergänzen. In der Sch lußbe t rachtung werden 
zwei bisher ungelöste Probleme formulier t , und zwar das Problem der Veral lgemeinerung 
des Satzes von Pohlke (Problem 7) und das Problem der Veral lgeme inerung des erstem 
P undamen ta lsa tzes für die Projek t ion aus dem (n-m-1 )dirnensionalen Zen t rum und 
für allgemeine polyedrische Konfigura t ionen (Protdem 2). 
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