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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VII CIsLO 2

NIEKTORE LINEARNE SYSTEMY
SINGULARNYCH KOLINEACTII

VACLAV MEDEK
Katedra deskriptivnej geometrie Slovenskej vysokej 8koly technickej v Bratislave

1. UvaZujme o redlnej projektivnej rovine P, a o jednoznaénych bodovych
zobrazeniach tejto roviny do seba, danych rovnicami

oX! = a;al, 0+ 0, (¢.7 =0, 1, 2), (h

kde hodnost matice (a;;) je =1 a ¢isla ¢ a a,; s redlne. Pribuznost (1) budeme
oznacovat . Pribuznost ¥ je presne uréend maticou (a,;), pricom matica k(a,;),
kde k 4 0, uréuje tu ista pribuznost.

Zavedme oznalenie

0 . 1 _ 3 1
A" = Uy, a = Gy, a? = Qy,, a? = ty, a® = Qyy,

® = @, at = a,,, "= a,, 0= a,. (2)

Potom ¢isla ka' (i = 0,1, ..., 8), kde k == 0, uréuja tiez pribuznost 9, a pretoze
aspont jedno z nich je rézne od nuly, mdzeme ich povazovat za projektivne
sturadnice bodu A4 v realnom projektivnom priestore Pg. Takym spésobom sme
jednojednoznaéne zobrazili pribuznost 2 na priestor Pg.

Nech “h je hodnost matice (a;;). Ak “h = 3, je prislusnd pribuznost A koli-
neaciou. Ak “h < 3, budeme pribuznost U nazyvat singulirnou kolineaciou,
a to pre *h = 2 singuldrnou kolinedciou hodnosti 2 a pre ¢4 = 1 hodnosti 1.

Pre singularne kolinedcie X plati

|z | =0. (3)

¢

Ak do rovnice (3) zavedieme namiesto ¢isel x;; ¢isla ' podla (2), dostaneme
rovnicu
aVatad - alwda® - aada’ — afata? — xladad — xtatat = 0. (4)
7 tvaru rovnice (4) vidiet, Ze singularne kolineacie X sa zobrazuju do bo-
dov X. ktoré vypliaji nadplochu tretieho stuptia V2.
Veta 1. Nadplocha Vi je pravd, t. 7. neobsahuje Ziadnu nadrovinu.
Dokaz. Keby nadplocha V# obsahovala nejakGi nadrovinu, dala by sa
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Tava strana jej rovnice (4) rozlozit. To vSak nie je mozné. lebo determinant
ako funkeia svojich prvkov je nerozlozitelny.

Definicia 1. Pod linedrnym systémom kolinedci? budeme rozumivt systém
pribuznosti A uréenyj vztahom

Xt = Lfajxt (ij=0,1,2, k=0]1.....1. 1<3). (5)

kde 2, si redlne ¢isla, z kiorgeh vidy aspon jedno je rézme od nuly. 1’re | = 1
« pre dve od seba rézne kolinedcie °, 1 hovorime o zvdzkw kolinedcii.

Veta 2. Pribuznosti tvoriace linedrny systém kolinedci! sa zobrazuji do bodov
lenedrneho podpriestoru priestoru Psg.

Dékaz priamo vyplyva z definicie 1. Specialne obrazom zviizku je priamks
uréend bodmi °4,'4.

Veta 3. Pribuznosti X, pre ktoré hodnost matice (x;) je *h = 1, zobrazuji sa
na vartetu <V, ktord sa skladd z dvoch dvojparametrickych systémov rovin.

Dokaz. Oznaéme ‘P bod, pre ktory z¢ = 1 a vietky ostatné strailnice ma
rovné nule. Potom pod symbolom 12--“P budeme rozumief linedrny pod-
priestor priestoru Pg uréeny bodmi "P, 2P ... P,

Aby matica (x;;) mala hodnost “h = 1, na to treba a staci, aby bud kazdé
jej dva riadky, alebo kazdé jej dva stipce boli linedrne zavislé. Z tcho hned
vidiet, ze body rovin 2P, 3P 6P 036pP 147P 238P g(3 obrazmi singulirnyeh koli-
nedacii hodnosti 1. Zvolme si teraz v rovine 2P Tubovolny bod X (a0 a'. 22 0. 0.
0,0,0,0) a priradme mu v rovine 3%P bod X' (0,0,0, 2% a'. 2. 0.0.0)
a v rovine 8P bod X” (0, 0,0, 0,0, 0, 2°, 2!, 2?). Tieto tri body si linearne
nezavislé a uréuju teda rovinu *P,. Zrejme vsetky body roviny "P, st obrazmi
singuldrnych kolinedcii hodnosti 1. Medzi bodmi X, X', X" rovin ¢ 2P 35p,
8P je kolinearny vztah.

Podobne moézeme zvolit v rovindch 6P 1497P 8P hody Y (y°, 0,0 3, 0.0,
¥5,0,0), Y'(0,4°0,0, 43 0,0, 45 0), Y (0,0,9°0,0,20,0. 4%, ktoré su
tak isto linedrne nezavislé a uréuju tiez rovinu ¥P,. Vietky body roviry vP, sit
tiez obrazmi singuldrnych kolinedcii hodnosti 1. Medzi bodmi Y. Y'Y ro-
vin %8P WP B8P je tiez kolinedrny vztah.

Definicia 2. Systém rovin P, budeme oznacovat = a systém rovin VP, budeme
oznadovat H.

Pozndmka 1. Roviny 2P 365P_ 68P prislichaji k systému H. rov ny %8P,
1P, 23P prislichajiu k systému 5. Skutotne, napr. rovinu °2/ dostaneme
pre bod Y (1, 0,0, 0,0, 0,0, 0, 0). Podobne napr. rovinu %P dostanzme pre
bod X (1,0, 0,0, 0, 0,0, 0, 0).

Veta 4. Dwe od seba rézne roviny systému = (systému ) nemaji Zaden
spoloénij bod; kaZdda rovina systému E md spolofnij prave jeden bod s lazdon
rovinow systému H.

Dékaz. Uvazujme o dvoch od seba roéznych rovindch P, */, sysiému Z.
Body roviny P, maju stradnice (¢'a’, o'z, p'x?, ota®. o"'xl. o'lat o'l
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o', o"a?), kde aspon jedno z &isel g, o', 0” je rézne od nuly. Podobne body
rovinv P, maju stradnice (x2a°, x®x!, x2a?, x'220, x'2x, x'2a?, x"22°, K"l

“2p2), kde aspon jedno z &isel x, »', x” je rézne od nuly. Aby tieto dva body
splynuh, museli by splynit body 1X~X, 1X2X' 1X"2X"” a teda aj obidve ro-
viny P, “P,. Tym istym spdsobom by sme dokéazali tvrdenie aj pre dve
od seba rézne roviny systému H.

Majme teraz jednu rovinu #P, systému = a jednu rovinu ¥P, systému H.
Body roviny *P, maja stradnice (pa°, px', pa?, o'z, p'al, p'a?, p"a° o"x', p"x*)
a body roviny YP, maja stradnice (xy°, »'y°, x"y°, xy®, %" y3, »"y3, xy®, ' yb, »"y°).
Polozme » = 29, %" = at, »" = a2, o = ¥°, o' = o, 0" = yb. Pre takto volené
Cisla x.2%',%"; p,0, 0" dostavame spoloény bod oboch rovin. Vsetky spoloéné
body rovin “P,, ¥P, dostaneme rieSenim systému homogénnych linearnych
rovnice

oY — xy® = oxl — X'Y° = pa® — K'Y’ = g/xo 1y —
= o'a? — x"yP = p"a® — wyb = p"a' — 'yt = p"a% — x"y* = 0. (6)

Tento systém ma vsak jediné, uz uvedené rieSenie.

Poznamka 2. Cisla g, o/, 0" mdZeme chapat ako projektivne siradnice
bodov v rovinach “P,, podobne ¢isla »x, ', »” moézeme chapat ako projektivne
suradnice bodov v rovinach ¥P,. Zvolme si teraz Tubovolny bod Y (3°, 0, 0, #3,
0, 0. y%, 0, 0) a k nemu prislachajicu rovinu vP,. Tato rovina pretina kazda z
rovin “P, v bode, pre ktory plati o = ky°, o’ = ky>, 0" = ky°. Stiradnice tohto bodu
v kazdej z rovin <P, sa teda lisia iba nenulovym nasobkom a roviny ¥P, spro-
stredkuji medzi vsetkymi rovinami “P, kolinedrnu pribuznost. Podobne aj
naopak roviny <P, sprostredkuja kolinedrnu pribuznost medzi rovinami P, .

Veta 5. Nutnd a postaéujica podmienka, aby bod A bol dvojndsobnijm
bodom nadplochy Vi je, aby bod A prislichal variete *V .

Dokaz. Zvolme si dva od seba rézne l'ubovolné body 4, B a hladajme
priesedniky ich spojnice p s nadplochou V2. Lubovolny bod M spojnice AB
moézeme vyjadrit v tvare M = u, A + p, B. Aby bod M lezal na nadploche V%,
musi platit

b’ et 4 pbt @ A pb* | ‘}
| e’ + b et 4 bt e 4 pab® = ‘ |

U S U A S U O S UL a® a® a®
| a’a' a? | a al a? | ‘b"blbz\
6 s ‘a3a4a5l+ b3 b2 b5 | 4+ | a? at a® ’ +
!b6b7b8§ | aba’ ad | ‘ Sa’ab
T af al a? | l bo bt b2 ‘ be bl B2 3 bY bl b2 |
4o || b b b \ +ladat o | + { B OB || Al bbb | =0, (T)
bbb | bbb | | afaT e | be b7 bS |

Ak bod 4 mé byt dvojnasobnym bodom nadplochy V%, na to treba, aby
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1. bod 4 lezal na nadploche Vi a 2. aby kazda priamka prechadzajiica bo-
dom A4 mala s nadplochou V# najviac jeden dalsi spolo¢ny bod. Aby tieto
podmienky boli splnené, treba a sta¢i, aby v rovnici (7) boli kooficienty
pri g} a uiu, identicky rovné nule pre kazdy bod B rézny od bodu 4. To viak
nastava vtedy a len vtedy, ked determinant

' aO al a?

a.’i a4 a5

( ab a’? a®

ma hodnost 1. To st vsak prave body variety < V.

Désledok. Spojnica I'ubovolnych dvoch od seba roznych bodov varviety <V
lezi celd na nadploche V.

Veta 6. Nech '*P,, > P, ("YP,, **P,) st dve od seba rézne roviny systému = (H):
potom tieto dve roviny wréuji péitrozmerny linedrny priestor **** Py (‘v'vP;). ktoryj
leZi celyj na nadploche V3.

Doékaz. Zvolme si v rovine '*P, tri linearne nezavislé body LM 'V, 1P,
podobne v rovine **P, tri linedrne nezavislé body 23/, 2N,2P. Lahko zistime.
ze body 1M, 1N, 1P, 2 M 2N, 2P sa linearne nezavislé. Keby totiz boli linedrne
zavislé, museli by mat roviny P, **P, spoloény asporii jeden bod, ¢o cdporuje
vete 4. Potom roviny P, *P, uréuji piatrozmerny linedrny priestcr '+*7/; .
ktory — podla dosledku k vete 5— lezi cely na nadploche V2.

Dokaz pre priestor 'v**P; je obdobny predchadzajicemu.

Roviny systému H sprostredkuji medzi rovinami *P,, **P, kolinewciu “§t.
Nech tato kolineacia priraduje trom linearne nezdvislym bodom 'X, X' 'X”
roviny P, body 2X.2X’ 2X" roviny **P,. Potom dvojice bodov '.X.:\:
1X7, 2X7; 1X7, 2X7 urduji tri roviny ¥P,, ¥'P,, v"P, systému H, ktoré nimi pre-
chadzaji. Nech o = 1X2X 2’ = 1X"2X’ »" =1X"2X": vtedy priamky v. 2" "
lezia celé v priestore 2P,

Roviny systému & sprostredkuji naopak kolinedciu *{ medzi rovinami
systému H. V tejto kolinedcii si odpovedaji navzdjom priamky a.a’. @’
Potom kazdému bodu X priamky « priraduje tato kolinedcia bod X’ priamky .’
a bod X” priamky a”. Body X. X', X” uréuji rovinu <P, systému E. ktord
potom tiez lezi celd v priestore <P . 7 toho vidiet, ze priestor '“<P, obsahuje
cely jednoparametricky systém '+**& rovin systému 5.

Priestor '#*2P; neobsahuje okrem bodov rovin systému <& ziadne iné
body variety «¥V. Skuto¢ne, nech rovina “*P, systému & je ur¢end bodom 3X
(30,321 3220, 0, 0, 0,0, 0). Ak rovina *P, m4 prislichat systému '“+Z. musi
byt bod 3X linedrne zavisly od bodov 1X.2X, ¢ize musi

i l.l.() 1pl 192 '

20 2l 22 = ), (3)
| 30 3pl 32 ]



Ak reldcia (8) neplati, st vietky body 1X, 1X’, 1X"; 2X 2X' 2 X", 5X, X", 2X”
linearne nezavislé, a teda ziaden bod roviny **P,nelezi v priestore =5 . Naozaj
P gt 120 0 0 0 0 0|

0 0 0 10t ixz 0 0 0 |

0O 0 0 0 0 O 150 Ig1 1p2 |
0 2t 222 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2202 22 0 0 0 | =
0 0 0 0 0 0 20221 22 |
B0 3l 32 0 0 0 0 0 0
000 af aglzgz 0 0 0

O 0 0 0 0 0 30 340 342

L0 dpl 102 (0 O 0 0O 0 0
290 21 222 0 0 O O 0O 0
B0 Bl 32 0 0 0 0 0

0O 0 O 120 1xl 12 0 0 0 Tl Il 12 )3
\
00 0 20 2l 22 0 0 0 =] 22" 2! 22 + 0
0 0 0 320 321 322 0 0 0 320 3pl 3p?

P00 0 0 0 0 120 gt a2
0O 0 0 0 0 0 290271 222 |
00 0 0 0 0 3203 3z

Z tohto tvrdenia vyplyva, ze kazda rovina P, md s priestorom 7P, spo-
loéntit prave jednu priamku, ktora priraduje navzijom body rovin systému
25 v kolineacii *§t.

(elkom analogicky mézeme uvazovat pri priestoroch '*#P; uréenych dvoma
od seba roéznymi rovinami WP, *VP,.

Moézeme teda vyslovit

Vetu 7. KaZdy priestor =P, (‘"'YP;) obsahwje z varitety *V prdve len body
rovin systému 25 (‘WVH),

Veta 8. Dva od seba rézme priestory 'w2P; "'« P (VvP. VPg) maji spo-
lofnii prdave jednu rovinu *Py(vP,). Dva lubovolné priestory <P, Vv Py majii
spoloényj trojrozmerngj linedrny priestor 2Py, ktory obsahuje priamkovi kva-
driku variety =V .

Dokaz. Nech roviny iII’.Z (1 =1,2,3,4) su urdené bodmi ‘X (‘a®, 'z’ a2,
0.0,0.0,0.0). Body X, 2X, 3X, X st linearne zavislé a existuji také &isla ‘4.
7e plati

X 4 2R = 303K 4 A0XL (9)
(isla '4, 24 nemézu byt su¢asne rovné nule, pretoze potom by body 3X, 1X
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splynuli a neurdovali by priestor **P;. Tak isto nemoézu byt sticasne rovné
nule ¢&isla 32, %A, Potom bod X = 11X - 222X = 343X 4 4'X urcuje ro-
vinu “P, spolotni obidvom priestorom 7P, **P,.

Jeden z bodov X, 2X nesplyva s bodom X: nech to je bod LX: potom
priestor ***P; splyva s priestorom **P;. Tak isto jeden z bodov N, 1X ne-
splyva s bodom X; nech to je bod 3X; potom priestor ***P; splyva s prie-
storom ***P;. Predpokladajme, #e priestory <P, ***P, maji spolo¢ny” bod A.
ktory nelezi v rovine “P,. Potom bod A vznikol ako linedarna kombinicia
niektorych bodov X,!X z rovin *P,,P,, ako aj niektorych bodov X.3X
rovin 7P, , **P,. Potom body X, X.1X, 53X musia byt linedrne zavislé a bod X
musi lezat v priestore '**P;, ¢o nie je mozné. Tym je prva cast vety cokdzand
(pre priestory WP, °‘v'vP. vykoname dokaz obdobne).

Majme teraz dva priestory P, WP, Roviny '"WP,, P, maju s priesto-
rom "“**P; gpoloéné dve priamky P, 2P, ktoré nemaju ziaden spolcény bod
(v opa¢nom pripade by museli aj roviny P, . **P, mat spolo¢ny bod). Priam-
kami 1P, 2P, je uréeny trojrozmerny linedrny priestor <vP,. ktory zrcjme cely
prislicha obom uvazovanym priestorom.

Dokazeme, 7e priestory P, P, nemaji okrem priestoru v/, ziaden
bod spoloény. Predpokladajme naopak, Ze uvazované priestory maji spolocny
Stvorrozmerny linearny priestor “VP,. Zvolme si teraz Iubovolny priestor
P rozny od priestoru * Py . Tento priestor ma s priestorom 'v*vP. spoloény
priestor #'vP;, v ktorom su priamky variety #V. Tieto priamky, pretoze lezia
aj v priestore 'W*¥P; musia pretinat jeho nadrovinu **P, v bodoch, ktoré¢ by
boli spolo¢né obom priestorom '#**P; a P, ¢o nie je mozné podla prvej
casti vety.

Priestor P, obsahuje priamky rovin systému 75, ako aj priamky rovin
systému v /. Dostavame tak dva systémy priamok. LubovoIné dve priamky
jedného systému st zrejmie mimobezné. Lahko skonitatujeme, ze naopak
I'ubovolné dve priamky réznych systémov st roznobezné. Takiito rlastnost
maju len dva systémy priamok kvadriky.

Tym je veta tplne dokazand.

Dosledok. Kazdym bodom A4 nadplochy Vi, ktory neprislicha variete "1,
prechdadza prave jeden priestor <**P; a tak isto prave jeden priestor v*vP;.
Naozaj, nech bod 4 ma siradnice (a°, a', a?, a?, a*, a®, a%, a’, a®). Roviny " P,,
P, urtime bodmi 1X(a’ a', a2, 0,0,0,0,0,0) a 2X(a3, a, ¢, 0,0, 0.0, 0, 0).
Pretoze bod A lezi na nadploche TV, existuju také dve disla 4, p, ze plati
A’ + pad = ab, Aat + pat = a’, ia® 4+ pa® = a®. Bod A dostaneme potom ako
linedrnu kombindciu bodov LX(a® a', a2, 0,0, 0, 0,0,0), 2X'(0, 0, 0. 3 at a’,
0,0, 0),1X7(0, 0,0, 0,0, 0, a° a', a?), 2X"(0, 0, 0, 0, 0, 0. a?, a*. a*). ktor¢ vietky
lezia v priestore #*7P;. Podobne dokdzeme tvrdenie pre priestor '=#/’;. Ne-
mozu existovat dva rozne priestory P, P ktoré by obsahova i bod A.
pretoze také dva priestory mozu obsahovat len rovinu systému =.
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2. V tomto odseku sa budeme podrobnejsie zaoberat singulirnymi koli-
nedaciami.
Neeh X je singuldrna kolinedcia hodnosti 2. Rovnice tejto kolinedcie nech si:

’ . ’ P PO Y e |
0T == Xty b XXy F XXy | Xy Xy Xy i
0y = Xyly + Tpaly 4 Logly | Ty Koy Ty | == 1. (10a. b)
|
4 > s 7 B ’ ’
0y = X ¥y + XgoTy + Tyg¥y | Xy XTyy Tyy

Zrejme musi platit vziah
2y + 2

pre Tubovolny bod (. xy, @3). Ziaden podstatne iny linearny vztah medui
siradnicami wxy, x5, @, nemoze existovat. lebo potom by determinant (10b)
mal hodnost 1. Z toho vyplyva. Ze bodom roviny P, zodpovedaji body
priamky o o rovniei (11). V¥nimku tvori bod §. ktorého stiradnice vyhovujit

x5+ Ayl = 0 ()

rovniciam:

Xy Tpeky = Bygly = 4
3 = 0. (12)
X Xy = Xgpy + Xgqry = 0.

L&y | Xggly - XTogk

Takyto bod existuje prave jeden a kolinedcia ¥ mu nepriraduje Ziaden bod.

Potom mézu nastat tieto pripady:

1. singularna kolineacia 1. druhu, ked bod § nelezi na priamke o.

2. singularna kolineacia 2. druhu, ked bod § lezi na priamke o.

Nech teraz X je singuldrna kolineacia 1. druhu. Zvolme v rovine £, stivad-
nicovy systém tak, aby bod O4(0, 0, 1) bol bodom S a body O,(L, 0, 0),0,(0, 1, 0)
nech lezia na priamke o. Rovnice kolineacie nadobudnd potom tvar

’ o ,
0%y == X%y -+ Xyp%,

= XXy + Xeply
=0 )

Rovnice (13) definuji na priamke o regularnu projektivitu z; podla toho.
¢i projektivita & ma 2,1 alebo Zziaden samodruzny bod, alebo je identitou,
budeme hovorit o singularnej kolineacii druhu la, lb, 1c, 1d. V kazdom
pripade priraduje tato kolineacia bodom priamky o rovnici w;a; 4 wy2, == 0
(s vynimkou bodu 0,) bod x| = wju, — XU, ¥ = TyUy — Xpptty, x; = 0.

Nech X je singularna kolineacia 2. druhu. Stradnicovy systém zvolme opit
tak, ze priamka o ma rovnicu z; == 0 a bod S nech splyva napr. s bodom
0,(1, 0. 0). Potom rovnice kolineacie X nadobudnt tvar

)
0y == XypXy |- Xyply,
, . Lo Xyg |

Ly == Xgally T Loy, \ =R 0. (1)
| Wy gy |

QQ?:’; = 0,



Kolineacia X definuje regularnu projektivitu medzi zvizkom priamok so
stredom v bode O; a bodovym radom na priamke a; = 0. VSetkym bodom
jednej priamky zvizku (s vynimkou bodu 0;) priraduje jeden bod priamky o.

Mozu nastat dva pripady: 2a. Bodom priamky x; == 0 neodpovedsd bod 0.
2b. Bodom priamky z; = 0 odpoveda bod O,. Nutna a postacéujica podmienka
pre to, aby nastal pripad 2b je, aby v rovniciach (14) x,, = 0.

Dohromady mame teda 6 typov singularnych kolinedcii hodnosti 2.

Singuldrna kolinedcia X hodnosti 1 nepriraduje zZiaden bod bodom priamky o
0 rovnici

b Wpplty == Xy A Xyl A Xty =

T, A g
= X ¥y F gy A Xggg = 0. (15)

Vietkym ostatnvm bodom priraduje jeden bod S. Existuji potom dva druhy
singularnych kolinedcii hodnosti 1: singularne kolineacie 3. drubu. ked bod S
nelezi na priamke o a singulirne kolineacie 4. druhu. ked bod & lezi na
priamke o.

3. VySetrujme také zvizky kolinedcii, z ktorych jedna (¢) je -dentitou
a druhd (X) je singularnou kolineaciou.

la. Nech kolineacia X nepriraduje bodu S ziaden bod a S, S, st samodruzné
body projektivity na priamke o. Tento zvdzok obsahuje len také regularne
kolineacie, ktoré maja samodruzné body S,8,,S, a dalsie dve singuldrne koli-
neacie typu la, kde bodom § st body S, S, a priamkami o protilahlé strany
trojuholnika SS,S,.

1b. Nech §; je jediny samodruzny bod projektivity na priamke ». Potom
body S, S, st jediné samodruzné body kolinedcii zvizku. Priamka 2 a spoj-
nica S 8§, st jediné samodruzné priamky kolineacii zvéazku. Zvizok obsahuje
este jedini singularnu kolineaciu typu 2a.

le. Vsetky kolineacie zvizku obsahuja jediny samodruzny bod S a jedinu
samodruzni priamku o. Zvidzok neobsahuje ziadnu dal§iu singulinu koli-
neaciu.

1d. Zvizok obsahuje perspektivne kolineacie o strede S a osi o. Dbsahuje
aj dalsiu singularnu kolineaciu hodnosti 1 3. druhu.

2a. Pozri 1b.

2b. Kolineacie zvizku maju jediny samodruiny bod § a jedint samodruzni
priamku o, ktora nim prechadza. Zviazok neobsahuje ziadne dalie singuldrne
kolineacie.

3. Pozri 1d.

4. Zvizok obsahuje elacie o strede S a osi o, ktora nim prechadzs . Zvazok
neobsahuje taktiez ziadnu dalSiu singuldrnu kolineaciu.

Z predchadzajucich dvah vyplyva, ze kolineacie zvizku, ktory obsahuje
identickti kolinedciu, si rovnakého typu (s vynimkou singuldrnich koli-
neacii a identickej kolineacie).
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Veta 9. Do bodov roviny "P, sa zobrazuji tve singuldrne kolinedcie hodnosti 1,
Itoré maji spoloéni priamku o; do bodov roviny YP, sa zobrazuji tie singuldrne
kolinedcie hodnosti 1, ktoré majic spoloényj bod S.

Dokaz. Body roviny 7P, maju stradnice (pa". ox', pa2. o' o'l o'a2, o"a",

”

o 2l o x?). Rovnica priamky o je potom

0.17():1.] 4- emln72 4 2w, = 0/'77“'7/1 e lelmz € ()/.1725'73 =

= o"2%; + o"x'w, + o x2xy; = 0.
Priamka o zrejme vobec nezavisi od volby parametrov o, o’. 0", ale iba od
volby stradnic a°. 2!, x2, ktoré st zaroven jej priamkovymi stradnicami;
parametre o. o', 0" udiavaju stiradnice bodu S v rovine P,.

Body roviny 7P, maji sdradnice (sy®. "9 = y0 s o'y 5"y wyS. s’ y8,
%" %), Stradnice bodu S sa potom 4° 43, 4% a nezavisia od volby parametrov
%, %' %" Parametre x. »', %" s priamkovymi siradnicami priamky o.

Poznimka 3. Podla poznimky 2 k vete 4 kolineacia *§{t medzi rovinami 7/?,
priradnje navzajom tie kolinedcie, ktoré maji spoloény bod S. Naopak,
kolinedcia ¥ medzi rovinami Y P, priraduje navzajom tie kolineacie, ktoré maji
spolotn priamku o.

Uvaznjme o zvizkoch kolinedcii uréenych dvoma singularnymi kolineaciami
hodnosti 1.

a) Dve kolinedcie 'X, 2X jednej roviny “P,. Spojnica X 2X cela leii
v rovine "I’ a teda vietky kolineacie zvizku s singularne hodnosti 1. Maju
spoloénti priamku o a ich body S vypliaji jednu priamku.

bh) Dve kolincacie 19), %) jednej roviny ¥I?,. Spojnica 1Y 2Y celd lezi v ro-
vine ¥I’,. a teda vSetky kolineacie zviazku su singularne hodnosti 1. Majn
spoloény bod S a ich priamky o tvoria zvizok.

¢) Dve kolineacie 'X, 2X z dvoch rovin *P,, *P,. Tu mézu nastat dva
pripady. Ak body 'X, 2X lezia v jednej rovine ¥P,, dostavame pripad b).
Ak body LX), 2X nelezia v jednej rovine ¥P,. mézZeme ich pokladat aj za dva
body dvoch réznyvch rovin WP, *P,. Podla dosledku k vete 5 cela spojnica
'X X lezi na nadploche Vi a obsahuje, okrem kolineacii X, 2X, singularne
kolinedcie hodnosti 2. Pritom bod § tychto kolinedcii je v prieseéniku pria-
mok 'o. %o kolinedcii 'X, 2X a priamka o v spojnici bodov 'S, 28.

Kazda z kolineacii zvizku indukuje na priamke o projektivitu. Vsetky tieto
projektivity tvoria zviazok (pozri [1]), uréeny dvoma singuldrnymi projektivi-
tami (jedna ma singularny bod 18, druha 28). Skutoéne, ozna¢me priesecéniky
priamok 'o. 20 s priamkou o pismenami 'O, 20. Kolineacie zvizku 'X, 2X
privaduji bodu 'O bod 28 a bodu 20 bod 8. Zvolme na priamke o stiradnicovy
systém tak. Ze body 10, 20 maji stradnice (1,0), (0,1). Body S, 28 nech maja
sturadnice ('sy, 18,), (25, 2s,). Potom rovnice projektivit na priamke o uréenych
parmi 10, 28; 20 18 g

QX = A28,2; 4 Aglsya,. 0xy = A28yxy + AulSay.
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To st v8ak rovnice zvizku projektivit uréeného singuldrnymi projektivitami

ox; = 25 T, = 28,7 a ox, = 18w o), =1
o0r; == 28,x,. 0, = *8,%, ! 0y == 18,y 0, =

,S’_:.I':. .

Z vety 7 a predchadzajucich uvah vyplyva, Ze priestor “*P, obsahuje
tieto singuldrne kolinedcie: singuldarne kolinedcie hodnosti 2 s pevnym sin-
gularnym bodom S a singularne kolinedcie hodnosti 1 so singularnymi priam-
kami prechadzajicimi bodom § (roviny systému "+ %).

Podobne priestor 'v*YP; obsahuje tieto singuldrne kolinedcie: singuldrne
kolineacie hodnosti 2 s pevnou priamkou o a singularne kolinedcie hodnosti 1
so singularnymi bodmi na priamke o (roviny systému 'vvH).
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HEKOTOPBHIE JUHENHbBIE CUCTEM bl
CUHTYJIAPHBIX ROJJIMHEAITHI

BATI.TAB ME/ITER
Brisoin

ABTOP 3a0bIBACTCA OTOOP@IKCIUENM KOLTMICAIME IPOCKTHBION 11710¢ROCTH Py Hid 1Tpoek-
THBHOC 1POCTPAHCTBO Py pasyeprioctn 8. CHANYISIPHLIC ROJTHHCATMT 0TOOPaKReNL Ha
FHICPHOBEPXHOCTE V. HIyUROM ROJIMHCAURIT TOIIMACTCH CHCTCMA KO THHCATITH Olpeie-
JEHHBIX ypaueHneM (). OcHosioe ¢BoiicTBO 0TOOPAIKCIHI Bh PAIKCHHO.

Teopemoit 3. Koammaeargny X ¢ Matpunayu (xy5) panra 1 otodpamatorest i snoroodpa -
sue TV, MOPOHSICHHOC ABYMSL [ ABYXUAPAMCTPHUCCRUMU CUCTEMAMI 1L 10CKROCTCI .

Toukn MuHOroo6pasust #V s su0Test JIBOWHBIMU TOURANH runepriosepxiocti V5 Fianep-
HOBEPXHOCTH V'3 cOACPIRNT HATUPABMCPHLIC JHARCHHLIC no;pocTpatiera. B propoy i rpe-
TheM a03a1le ATOH CTATHLH UCCACLOBANLL PABIHYHBIC THILI CHHEY GSIPHLIN KOTHICUHE (1 1N
OTOOPaMRCHHUSL.

EINIGE LINEARE SYSTEME
VON SINGULAREN KOLLINEATIONEN

VACLAV MEDEK
Zusammenfassung
Der Verfasser bildet die Kollineationen der projektiven Ebene P2, auf einen prc jelktiven

Raum P4 der Dimension 8 ab. Singulire Kollineationen bilden sich dann auf eine Hvper-
8 g )
fliche V“_‘ ab. Unter einem Biischel von Kollineationen versteht man ein Sys-em von
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Kollineationen, welche durch die Gleichungen (5) bestimmt sind. Die Grundeigenschaft
der Abbildung ist durch

Satz 3. ausgedrickt: Kollineationen X, fiir welche Matrixz (xy;) den Rang zh = 1 hat,
bilden sich auf eine Mannigfaltigkeit =V ab, welche durch zwei zweiparametrige Systeme
von Kbenen erzeugt ist.

Dic Punkte der Mannigfaltigkeit #}” sind Doppelpunkte der Hyperfliche V3. Auf der
Hyperfliche 12 gibt es fiinfdimensionale lineare Unterrdume. Im zweiten und dritten

Abschnitt sind verschiedene Arten von singuldren Kollineationen und ihre Abbildung
untersucht.
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