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o NE/}IEMAT}CK,O",FYZIKA!‘NY ,CASO,P,I,S SAV, 12. 3. 1962

O NIEKTORYCH VLASTNOSTIACH HRAN
AUTOKONJUGOVANEHO K-POLYEDRA

ERNEST JUCOVIC, Prefov

V praci ponimame K-polyéder, autokonjugovany K-polyéder tak, ako boli defino-
vané v [3], eulerovsky polyéder podla [1], [2]. PouZijeme oznalenie g,;, Tesp. o ,,
ktoré bude znamenat pocet prvkov mnoZinového suctu hran, ktoré inciduju so ste-
nami a, f, resp. vrcholom A a stenou a polyédra.

Prva Cast priamo nadvidzuje na [3] a pouzZiva uvahy z nej. V prvej vete je udana
horn& hranica pre o,;, kde «, 8 su susedné steny autokonjugovaného K-polyédra;
tato zavisi od poctu jeho trojuholnikovych stien. V druhej vete je udana horna hra-
nica pre o,,, ... 4, kde a; ... «, (m = 3) st vietky steny incidujice s tym istym
vrcholom autokonjugovaného K-polyédra; tato hranica zavisi od Cisel m, n, kde n
je pocet trojuholnikovych stien uvaZovaného polyédra. Vety 3 a 4 v druhej Casti sa
tykaji a,,, kde A4, o su spolu incidujuca dvojica stena o — vrchol A4 autokonjugo-
vaného K-polyédra. Pouzity je t. zv. @-proces od Steinitza [1] a jedna veta A. Kot-
ziga [2].

1

Veta 1. Ak autokonjugovany K-polyéder md n > 4 trojuholnikovych stien, potom
o kaZdych dvoch jeho susednych stendch «, B plati 6,, < n + 3. Dvojic susednych
stien x. 3, pre ktoré o, = n + 3, je maximdlne n.

Dokaz. OznaCme s pocet stien, 4 polet hran autokonjugovaného K-polyédra,
x; >3 (=1,2...5 — n) poéet hran, s ktorymi inciduje stena o;. Potom podla
jednej vety z [3] plati

3n+x; +x,+ oo+ x_, =2k =4(s — 1). (1)

Steny «, , @, budu incidovaf s najvacsim po¢tom hran, ak x; = x, = ... = x,_, =
= 4. Po dosadeni do (1) dostaneme

Xy +x,=4s—-1)—3n—-—4—-—n—-2)=n+ 4.

Ak a,, o, su susedné, potom og,,, = n + 3. Maximalny pocet dvojic susednych
stien «;, o;, pre ktoré o,, =n+ 3@ +j=1,2...,5 — n), vyskytne sa vtedy,
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ak aj x, = 4. Vtedy totiZ x; = n, ako sa Tahko presved¢ime upravou (1); Oaa, =
=n + 3 len vtedy, ak a; = oy(x; = n) a a, = oa;(m = 2,3 ..., 5 — n). Takychto

D dvojic stien a;, «; je najviac ak n. Ak x; < n, potom
Xy +x,=n+4, ale x,+x, <n+4u=12; v=13,
4, ..., 5 — n). Tym su obe Casti vety dokazané.

£ ¢ n-boky ihlan je priklad autokonjugovaného K-polyédra
s n trojuholnikovymi stenami, pricom o kazdej dvojici

jeho susednych stien «, B plati o,, < n + 3. Obr. |

A B ukazuje priklad autokonjugovaného K-polyedra s n =5
Obr. | trojuholnikovymi stenami, ktory mad »n dvojic susednych

stien o, f takych, Ze o, =n + 3 =8. O tom, Z
K-polyéder na obr. 1 je autokonjugovany, sa lahko presved¢ime pomocou s nim
ckvivalentnej polyedrickej matice.

Veta 2. Ak autokonjugovany K-polyéder md n trojuholnikovych stien a steny =z, .
Ayu vvs Oy (M = 3) su vSetky steny, ktoré incidujii s tym vrcholom, potom o,
<n+ 3Im— 4.

L7 X =

Dokaz. Oznacme opit s pocet stien, & pocet hran uvazovaného autokonjugo-
vaného K-polyédra, x; pocet hran, s ktorymi inciduje stena x; (j = 1. .... ).

Nech a) m < s — n.

Plati: x; + x5 + ..o + X+ Xy + oo + X, + 30 =20 = 4(s — 1). Kazda

zo sticn %, %,. ..., %, inciduje najmenej so Styrmi hranami. Plati preto v, +
+ 4+ N, S M=) = 3n—4 —n—m)=n+ 4m — 4. AK steny z,.
Oys .oy o, incidujl s tym istym vrcholom, teda kazdé dve susedné v tejto postupnosti

a ticz 2, 2, maju spolo¢nt hranu, potom

a

AL T Am

n+4dm—4—m=n+ 3m— 4.

by s>mz=s — n.

Oznacme p=m — (s —n). Plati x; + 5, + ...+ N, + N 0 + .0+
Ny N e Fe By = = D AR x> 3 (D= 1oos = i) teda
Nywi 1 = ... = X, = 3, potom Xy + X, + o+ N, F N RN, =

=4s— D)=3n—-—p =s+3m—4=<m+n+3m—4=n+ 4m — 4 (po do-
sazeni z m = s — n). Ak steny o, %5, ..., 2, inciduji s tym istvm vrcholom. tedy

kazd¢ dve susedné maju spolo¢nt hranu, potom o, | <n+ 3Im—4 Tymje

L Xy
nasa veta dokazana pre vsctky pripustné s, m.

Opiit je K-polyéder na obr. I prikladom takého autokoningovaného K-polyédra,
u ktorého hornad hranica z vety 2 je dosiahnuta (totiz pri piatich vrcholoch 4. B,
C. D, E).

Vzhladom na vlastnosti autokonjugovanych K-polyédrov platia poucky dualne
k vetam 1, 2; tie dostaneme, ak vo vetach I, 2 zamenime na\zajom steny a vrcholy.
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2

Nech M =V + S + H je K-polyéder, V mnozZina jeho vrcholov, S mnoZina
jeho stien, H mnozina jeho hran. Pridajme ku komplexu M mnoZinu U jeho uhlov,
ktorymi st dvojice hran so spoloénym vrcholom, incidujice s tou istou stenou.
Ku komplexu M + U= H + U + V + S priradme navzajom jednoznac¢ne novy
komplex M = V' + H' + S’ s mnoZinou vrcholov V’, hran H' a stien S’ tak, aby
prvky mnoziny V' boli vzajomne jednoznaéne priradené prvkom mnoziny H,
prvky z H’ k prvkom z U a prvky z S” k prvkom z (V' + S). Za incidujice ozna¢me
také dva prvky komplexu M’, ku ktorym prisluchajice prvky komplexu M + U
st incidentné.

Steinitz [1] toto vytvorenie komplexu M’ z komplexu M nazyva ©-proces, novy
komplex M’ oznaCuje M’ = O(M). Ak si K-polyéder M interpretujeme ako kon-
vexny polyéder M, potom @-proces vyzerd takto: Vo vnairi kazdej hrany polyédra
M, volime bod ako vrchol nového komplexu; kazdé dva z tychto vrcholov, leziace
na susednych hranach pslyédra M, spojime hranou. — Napr. ku Stvorstenu je
O-procesom priradeny os:msten typu pravidelného osemstena (pozri obr. 2).

K dokazu 3. vety si musime najprv dokazat naslzdujicu lemmu.

Lemma 1. Ak je A autokonjugovany K-polyéder, potom o A = O(A) plati:

a) A" je K-polyéder;

b) steiny A" je mozné rozdelit do dvoch tried T, T, tak, Ze Ziadne dve susedné
steny nepatria do tej istej triedy;

¢) existuje aspon jedno navzdjom jednoznacné priradenie P stien triedy T, k stendm
tricdy T, také, Ze je zachovand susednost stien.

Dodokaz. a) Oznaéme S, V, H, resp. S', V', H' mnoziny stien, vrcholov, hran
autokonjugované¢ho K-polyédra 4, resp. komplexu A’, dalej oznaéme U mnoZinu
uhlov polyédra A. Pre kazdé dva prvky réznych mno-
7zin S, V., H, U je rozhodnuté ¢i inciduja, — to isté po-
tom plati o dvoch prvkoch z réznych mnozin S’, V', H'.
Uhol BAC z mnoziny U inciduje s dvoma hranami 4B,
AC, ich spolocnym vrholom A4 a stenou «. Potom
hrana z mnoZziny H’, priradena k uhlu BAC, inciduje
s dvoma vrcholmi z V', priradenym k hranam AB,
AC. Dalej inciduje tato hrana z mnoziny H's dvoma ste- Obr. 2.
nami %y, o5, priradenymi k stene «a vrcholu 4. — Vrcholy
A, B z mnoziny V’ st priradené k hranam «, b mnoziny H, a, b si bud susedné,
potom urcuju jediny uhol z U, potom existuje jedind hrana 4B, — alebo hrany a, b
uhol neurcuju a potom neexistuje hrana AB. — Steny «, f z mnoziny S’ st priradené
bud k stenam «,, f; z mnozZiny S alebo k stene o; z mnoZiny S a vrcholu B z mno-
Ziny V. V prvom pripade a,, f, neurCuji uhol, a preto neexistuje hrana, ktora by
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incidovala aj s « aj s f. V druhom pripade moZe stena o, a vrchol B neincidovat,
neurcovat uhol, — potom steny «, f nemaji spolo¢nti hranu; alebo stena «, a vrchol B
inciduju, potom uréuju jediny uhol, ku ktorému je priradena jedina hirana, incidujuca
ajsaajs f.

Kazd4 stena o z mnoziny S’ inciduje s tolkymi vrcholmi, s kolkymi hranami
inciduje k nej priradend stena «, z mnoZiny S alebo k nej priradeny vrchol A
z mnoZiny V, — tie st najmenej tri.

Oznacme s, resp. v, resp. h pocet prvkov mnoziny S, resp. V, resp. H, dalej s,
resp. v, resp. A’ poCet prvkov mnoziny S, resp. V', resp. H'. Jednoduchym vypo¢tom
zistime, Ze pocet u uhlov polyédra A sa rovna 2h. Potom plati 5" + ¢ — ' =
=@E+v)+h—2h=s5s+0v—h=2 Tym sme spolu dokazali, Ze O(A4) je
K-polyéder. (Porovnaj s definiciou v [3].)

b) RozdeIme mnozZinu stien z S’ do dvoch tried 7,, T,, — v T, nech su tie
steny, ktoré st priradené k stenam z S, v T, tie steny, ktoré su priradené k vrcho-
lom z V. V prvej Casti bolo dokazané, Ze susedné su len také steny x, f z S’, ku
ktorym je pr.radend stena a s flou incidujuci vrchol polyédra A. Preto nendleZia
do tej istej triedy T, ¢&i T,.

¢) KedZe je A autokonjugovany K-polyéder, existuje medzi mnoZzinou vrcholov V
a mnozinou stien S polyédra 4 vzajomne jednoznacné priradenie n, ktoré zachovava
incidenciu. K mnozZine S stien polyédra 4 je ©@-procesom priradena trieda T, stien
polyédra A’, k mnozine vrcholov V je priradena trieda 7, stien polyédra A’. Inci-
dentna dvojica stena—vrchol prejde v susednt dvojicu stena — stena, incidentna
stena—hrana prejde v incidentnt dvojicu stena z T, — vrchol, incidentna dvojica
hrana-—vrchol prejde v incidentnt dvojicu stena z T,—vrchol. A vztah n medzi
stenami a vrcholmi polyédra 4 prejde vo vzadjomne jednoznacéné priradenie P tried
T,, T,, ktoré zachovava susednost stien. Tym je lemma | dokdzana v plnom
rozsahu.

Veta 3. Autokonjugovany K-polyéder K bud: a) obsahuje aspon dve dvojice Ax, Bf
incidujiicich stien a vrcholov takych, Ze o4, = gy < 11, bud b) obsahuje aspon jednu
dvojicu Cy spolu incidujicej steny y a vrcholu C tak, Ze vrchol C i stena 7

h

inciduje
s 1y istym poctom hrdan u < 6. Pritom pripady a), b) sa navzdjom nevylucuju.

Dokaz. A. Kotzig [2] dokéazal: V kazdom eulerovskom polyédri, existuje naj-
menej jedna dvojica susednych stien a,, a, taka, Ze x, + x, < 13, kde x; je pocet
hran, incidujucich so stenou «; (i = 1,2). — Potom ma stena x, uvaZované¢ho
K-polyédra K x, vrcholov, stena x, x, vrcholov. Ale kedZe st x,, a, susedné.
maja 2 vrcholy spolo¢né a pocet prvkov mnozinového suctu vrcholov stien x,.
o, je < 11.

O(K) je K-polyéder, teda eulerovsky polyéder (pozri Steinitz [1]), a preto podla
vysSie citovanej vety Kotziga obsahuje dvojicu susednych stien «,, o, takych, ze
pocet prvkov mnoZinového suctu s nimi incidujtcich vrcholov sa rovni najviac
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ak Il. Podla bodu c) lemmy 1 nech je k «, priradena stena 8,, k B, stena «,. Potom
nastane jedna z tychto moZnosti:

l. B, % o, = B, £ o, alebo

2. fh =0, = By = ay.

Ak f, % ao,. obsahuje @(K) dve dvojice susednych stien a, a o,, 8, a 8, takych,
7¢ polet prvkov mnoZinového suctu vrcholov stien «,;, a, sa rovna poétu prvkov
mnozinového stctu vrcholov f, fi, a tento sticet najviac ak sa rovna 11. K dvojiciam
stien o, a a,, f#, a 8, polyédra @(K) st v polyédri K priradené dvojice spolu inci-
dujucich vrcholov a stien Ao, Bf, k vrcholom stien oy, «,, ;, B, st priradené
hrany, incidujuce s vrcholmi a stenami A«, Bf. Plati potom o,, = op, < 11.

Ak fi, = «,, inciduje kazda zo stien «,, o, s tym istym poctom vrcholov, najviac
ak rovnajucim sa 6. K stenam o, o, je v polyedri K priradena incidujuca dvojica
vrchol C a stena y, o ktorej hovori bod b) nasej vety.

Daliim désledkom Kotzigovej vety je

Veta 4. Ak autokonjugovany K-polyéder M neobsahuje stenu, ktord inciduje
s n=24,506,7,8,9.10 hranami, potom obsahuje asporn jednu incidujiicu dvojicu
stena x—rvrchol A taku, Ze 6,4, = 4 (Ze teda spolu inciduje trojuholnikovd stena «
a trojhranny vrchol A).

Dokaz. Podla [3] obsahuje polyéder M najmenej Styri trojuholnikové steny;
ncobsahuje ale vrchol, ktory by incidoval s n = 4,5,6,7, 8,9, 10 hranami. Potom
O(M) neobsahuje stenu, ktora by incidovala s » hranami. Podmienky spominanej
Kotzigovej vety predsa viak spliia; to je mozné len tak, Ze st susedné dve troj-
uholnikové steny o,, o,. V polyédri M su k o,. «, priradené stena o a vrchol 4,
o ktorych hovori nasa veta.

Posnimka pri korekture: Vetu 3 a vetu 4 mozno vyslovit ovela silnejSie.
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O HEKOTOPBLIX CBOMCTBAX
PEBEP CAMOCOINPAXEHHOTIO K-IMTOJINDIPA

Opuect KOuosunu

Pe3iome

O603HaYNM COOTBETCTBEHHO YEPE3 Gypp UM G 4, YHCIIO HTEMEHTOB MHOKECTBEHHOTO COEAHHEHHS
pebep MHUMAECHTHBIX C TPAHAMHU ¢, f WK C TPAHEIO (4 H BEPILINHON A CAMOCOMPAKEHHOTO K-110.11-
aapa.

J1oKa3bIBAIOTCS ClEAyIOUINE TEOPEMbI:

1. Jns Kaxao# napbl COCEAHbIX rpaHeid a, § canmoconpseHHoro K-nonudapa ¢ n -~ 4 Tpeyo.ib-
HBIMU TPaHAMU Oyp =~ 11 + 3. CyuecTByeT He GoJsice /1 TAKMX TAP COCENHbIX IPAHEH .} 4TO 7,y =

=n 4+ 3.

2. Ecnm ay, ..oa,(m 22 3) BCE TPAHM MHUMAEHTHLIC € TOH KE BEPUIMHOH CAMOCONPAIKECHHOTO
K-noausapa, UMEIOLEero # TPEyroflbHbIX rpaiei, T0 o, , 1 -4 3m —- 4.

3. CaMOCOIPSHRCHHbIH K-IOJIMIACH COACPKUT!:

a) anbo No Kpanel Mepe ABE fPAHW o, [) N ABC BEPIMHbL A, B Takue, 410 o uHunpyel ¢ A,
BcBuoy =op- 11

6) 11O OmHY rpaHb 3’ U C HcH HHUMACHTHY:O BepiunHy C Takyto, 470 ;* M C HHIULICHTBI ¢ TCM
KE YMCIIOM pedep u - 0.

B 10 e Bpemst ciiyuan a), ©) B3AMMHO APYF APYra HE UCKIIOY4atoTCsl.

4. Ec/iM HUKAKAs rpatb CAMOCOIPSHKCHHOTO K-nojmdapa HC MHLMACHTHA ¢ n 4. 5.0 10 pe-

OpamMu, TO MO Kpaiineii Mepe 0HA €ro TPEYTOJAbHASL TPAilb HALHMACHTHA ¢ TPCNTPAHHON BEPUIHITOI.

EINIGE EIGENSCHAFTEN DER KANTEN AUTOKONIJUGIERTER
K-POLYEDER

Erncst Jucovic

Zusammenfassung

Wir bezeichnen durch 6,5 bezw. 54, dic Anzahl der Elemente der Mengenvereinigung der Kanten,
diec mit den Flichen «, {J, bezw. mit der Fldche « und der Ecke A cines autokonjugicrten (auto-
polaren) K-Polyeders inzidieren.

Es werden folgende Sitze bewiesen:

1. Fir ein jedes Paar benachbarter Flachen «, /3 eines autokonjugierten K-Polyeders mit n 4
Dreieckfldchen gilt o4 <~ n 1 3. Dabei gibt es maximal # solcher Paare «, 3, fiir die 6,5 n - 3.

2 Hat ein autokonjugiertes K-Polyeder n Dreieckflichzn und sind «y . ....a,, (m - 3) alle
Flachen, die mit derselben Ecke inzidieren, dann gilt 6, ,, = #n + 3m 4.

3. Ein autokonjugicrtes K-Polyeder besitzt a) entweder wenigstens zwei Paare Aa, B,
inzidierender Fldchen und Ecken so, dall 04, == ogg = |1 gilt, oder b) besitzt es ein Paar C;" inzi-
dierender Fliache 3 und Ecke C so, daBl ;> und C mit derselben Anzahl © 6 Kanten inzidiert.
Dabei konnen die Fille a), b) auch zugleich vorkommen.

4. Wenn ein autokonjugiertes K-Polyeder keine Fliache besitzt, die mit » - 4,5,6,7,8,9,
10 Kanten inzidiert, dann besitzt es wenigstens ein inzidierendes Paar Fliche a Ecke 4 so, daB

T4y = 4 gilt.
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