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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Rozsirena véta Dandelinova.

Pige dr. Jos. Kounovsky.

Vieobecné zundma jest véta, Ze-rovinny prisek rotaéni
plochy kuZelové jest lkuzelosecka, majici ohmisko v dotyéném
bodé kulové plochy LuZelové ploSe vepsané a souéasné roviny
seéné se dotykajict, Méné zndmym jest rozdireni platnosti této
véty tés ma rotaéni plochy druhého stupné, a to vejéity elipsoid,
oba hyperboloidy a paraboloid. U rotatniho elipsoidu splosté-
16ho takovd kulovd plocha neexistuje, jezto splotdly elipsoid
nachdzi se cely uvnitf kulové plochy, kterd dotykd se ho podél
kterékoli rovnob&zky.

1. K dikazu poslouzi ndm definice kuzeloselky jako geo-
metrického mista bodu, majictho stdly pomér vzddlenosti od
pevného bodu a pevné pFimky v roviné své, t. j. od svého ohniska
a jemu prislusné pFimky ridici.

Pokldddme-li kuZeloselku za rovinny priisek rotaéni kuze-
lové plochy a vepigeme-li ji kulovou plochu, kterd dotyka se roviny
setné v jeho ohnisku, pak jemu pfisluSnou p#Fimkou #idici jest
priaseCnice roviny seiné s rovinou kruzmce, podél lteré se
kulovd plocha dotykd plochy kuselové.

V obr. 1. zvolen ndrys rotatni kuZelové plochy na rovinu
(ndkresnu) prochdzejici jeji osou o, kuzelovd plocha uréena ob&ma
prot&jiimi povrchovymi p¥imkami e a b, které se protinaji ve
vrcholu ¥ na ose a svirajf Ghel « s rovinou Fidfef kruZnice
kuzelové plochy. Rovina sefni S§ zvolena nirysné promitact,
coz nijak neomezuje, jak zndmo, obecnost dikazii, pokldddme-li
nirysnu jen za rovinu prochdzejicf osou o a kolmou na libo-
volnou rovinu seénou S. V obr. vyznaden ihel g, ktery svird rovina
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setnd s rovinou Hdicf kruznice. Prisek jest elipsa, parabola nebo
hyperbola, je-li resp. 8 << &, § = @, § = «. Rovina setn4 protind
obrysové povrchové pifmky ve vrcholech 4 a B hlavnf (ohniskové)
osy priiseku, je-li prisek parabolou, jest B jejim bodem ibéZnym.

V

0 ' a

Oi)r. 1.

Sestrojme kulovou plochu o stfedu S, dotykajici se kuzelové
plochy podél ¥idfef kruznice v roving F (4, B, jest jeji primér
v nékresnd) a roviny S v ohnisku F' prisekn. Pak priisetnice
f=F .8, jejiz nirysnd stopa oznatena F;, jest fdici pffmkou
priiseku, pisluinou ohnisku F. UvaZujeme-li 0 proménném bodu
P priiseku, sestrojime jim povrchovou pifmku p kuZzelové plochy
a -oznatime dotyény bod obou M, pak vskutku, jeito P¥ —
PM = (P)B,, je-li (P). prisetik pifmky & s ¥dicf kruZnict
bodu P, a vzddlenost bodu P od piHmky f (ndrysnd promitacf)
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=P'F, v ndkresns, » A ,
PF _ PM _ (P)B, _ BB, __sinfi _
P'F, —P'F,  P"F, BF,  sma

Je-li (4) prisetik pimky & s Hdici kruznicf bodu 4, pak tento

B(4) e .

BA B(4) = 2¢ = dvojnésobné
linedrnf vystfednosti priseku, jak snadno se ukdZe (na pf. pro
elipsu B(4) = BB, — (4)B, = BF — AA, = BF — AF = 2e¢),

konst.

konstantnf pomér jest ¢ —

a BA = 2a = délce hlavni jeho osy; tedy ¢ = % = Uselné

vysttednosti priseku. Pii priseku parabolickém (P)B, — FP'F,.
Délici pomeéry vrcholi 4 a B vzhledem k zdkladnim bodim
F a F, maji selnou hodnotu & a 1i3i se toliko znamenim, tedy

(ABFF,) = — 1; t. j. ohnisko a pfislu§nd piimka Fidici d&li
hlavnf osu harmonicky.

2. BudiZ v obr. 2. dina kuZelovd plocha a jeji rovina
setni S jako v ¢ldnku pfedeslém. Vepisme nyni kuzelové plose
libovolnou plochu kulovou o sttedu S.

Docela obdobné budiz délka teny, sestrojené proménnym
bodem P priseku ku ploSe kulové na povrchové piimce p ku-
zelové plochy, PM — (P)B, pfevedena rotaci kolem osy o na
povrchovou pfimku & a budiZ vytlena zase priisetnice f roviny
setné S a roviny F dotykové kruznice plochy kulové a kuzelové,
jakoz i ndrysnd jeji stopa F,, takZe opét P"F, udédvé vzd4lenost
bodu P od pfimky £. I jest

PM _(P)B, _ BB, _sinf _
PF,— PF,— BF, — sina — st

Platf tedy:

Pro libovolnow kuselosedku na rotaéni plose kuselové jest
pomér délky teény, sestrojené proménngm jejim bodem k libo-
volné kulové plode, je3 jest vepsdna wvaZované ploSe kuZelové,
a jeho veddlenosti od priseénice roviny kuZeloselky s rovinou
dotykové krunice rovny &iselné vystFednosti kufelosetky.

V obr. 2. sestrojena kulovéd plocha specielnd tak; Ze roviny
S nesete. Sestrojimeli ze stfedu P polomérem PM kulovou
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plochu, protini tato pravodhle kulovou plochu S. A tu vSechny
kulové plochy, majici stfedy v roviné S a protinajici kulovou
plochu S pravothle, protinaji se v spoletném bodu F na
kolmici SE | § (ve dvou soumérnych bodech dle paty E kolmi-
ce), kde EF = ET jest délka tetny sestrojené patou kolmice
na uvaZovanou plochu kulovou S. Pomoci pravoidhle protinajfct

4

R R

~<
'

o

Obr. 2.

kulové plochy o stfedu A obdrZime bod 7, utinfmeli AF = A4,

(nebo obdobné BF = BB,). Patrné )

EF? —= AF"— AE*=— AA? — AE* = S4% — §4® — AE* =
o SE* — ST* = ET,

tedy vskutku EF = ET, coz plati pro libovolny bod 4

v rovind 8; stali jen rovinu ASE prohl4siti za nédkresnu.

A Bod F hraje tu tlohu ohnigka priiseku pro kulovou plochu
dotykajici se roviny 8.
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S tymZ oznatenim sestrojena v obr. 3. kulovd plocha S
tak, Ze protind rovinu S. Oznalfme-li tuto prisefnou kruznici
k, a prisetnou kuZzelosetku kuZelové plochy %, dotykd se kruz-
nice %, dvojndsobné kuZelose¥ky %, majic stted na jeji ohniskové

4

Obr. 3.

ose.*) Dotytné body U, a U, obou kiivek nachizeji se na
priseénici f. Pro proménny bod P kuZelosetky /% platf opét

PM __sinfp__ . -
P = sina e.. Délku tetny PM, sestro‘]ex‘lé bodem P na

*) VepiSeme-li kuZelové ploSe specielné kulové plochy dotykajici se
podél kruZnic, jez prochézeji vrcholy 4 a B, protingji rovinu S v oskulaé-
nich kruznicich priseku v téchto vrcholech (dolyk &tyibodovy).
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kulovou plochu, moZno nahraditi délkou PT' tetny sestrojené
bodem na- kruZnici %, nebo na kulovou plochu o stiedu O, majici
tuto kruznici za hlavni a profatou v ni kulovou plochou S dia-
metrdlnd. Tato kruznice %, resp. kulovd plocha O m4 zde vyznam
ohniska priseku pro kulovou plochu dotykajici se roviny S.

V obr. sklopena rovina 8 kolem S$” do fuikresny a ve
sklopenf vytteny ttvary [E], [%], [U:)[U,] = [/), [P], [T] a

[PI[P,] L [f]. Vatah [[5]][[5]] =3B — ¢ momo vyjadsit

vétou:

Sestrojime-li kruZnici dané kuZelosecky dvojndsobné se
dotykajici a majici stied ma jeji ohniskové ose, jest pomér
délky tedény, sestrojené proménnym bodem kuZelosecky ku krus-
nici, a jeho vzddlenosti od dotykové tétivy obou kiivek stdly
a rovny Ciselné vystrednosti kuselosedky.

Slu§f oviem ukdzati, Ze mozno vidy zi{diti rotaéni plochu
kuZelovou s vepsanou plochou kulovou tak, aby libovolné dand
kuZelosetka % a libovolnd dvojndsobné se ji dotykajici kruz-
nice &, se stfedem na jeji ohniskové ose byly resp. fezy obou
ploch. '

Budtez v obr. 4. ddny takové kiivky — % elipsa — v pido-
rysnd 8 ohniskovou osou v primétné ose x. Sestrojime-li libo-
volnou kulovou plochu o stfedu (S). a dotykajici se pidorysny
v ohnisku F kfivky %, uréfme vrchol V rotatni kuZelové plochy
ktivkou % prochazejici jako prisetik teten, sestrojenych vrcholy A
a B ohniskové osy kfivky % na merididn té kulové plochy
v nérysnd. Sestrojime-li dotykovou kruznici (%) kulové plochy
(S) a kuzelové plochy V, moZno na ni vytknouti bod (U,) na
spojnici VU, (a obdobné U, na spojnici ¥ U,) vrcholu s dotyénymi
body obou kfivek, a jimi: prochdzi jiz na kulové ploSe rovno-
bézka (k,) o stfedu (0), jejimz stfedovym primétem ze stiedu V'
na pidorysnu jest kruZnice %, o stfedu O, nebof i telny u, a
u, v bodech U, resp. U, obou kfivek jsou stfedové priméty
teten (u,) a (u,) v bodech (U,) resp. (U,) kruznice (k,). Ze stie-
dové podobnosti v ndrysn& se vyskytujici plyne, Ze spojnice V(S)
protingd kolmici vztylenou v bodé O na osu z ve stiedu S
‘kruZnice dotykajici se pfimek VA4 a VB resp. v bodech 4, a
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B, tak, Ze jest merididnem kulové plochy vepsané rotaéni ku-
zelové ploSe V a prochdzejici kruZnici %,, ¢fmZ véta vplnd
dokdzdna. Obdobné pro hyperbolu a parabolu.

Patrné moZno také voliti pfedem stfed S kulové plochy
prochdzejici kruznici %, a této opsati kuZelovou plochu proché-
zejici kuzeloselkou F.

Obr. 4.

3. Provedeme-li rotaci obou vzdjemné se dotykajicich
kiivek k a k, kolem ohniskové osy, dospivime hned k véts:

Je-li rotaénimu elipsoidu vejéitému, rotaénimu hyperbo-
loidu dvojplochému mebo rotaénimu paraboloidu vepsdna kulovd
plocha, jest pomér délky teény, sestrojené proménnym bodem
rotacni plochy ku ploSe kulové, a jeho vzddlenosti od roviny
dotykové rovnobézky stdly a rovmy Ciselné vijstrednosti meri-
didnu plochy. .

Sestrojme nynf priisek takové rota¥ni plochy rovinou tetnou
ku vepsané plofe kulové., Na pt. v obr. 5. zvolen rotatni elipsoid
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vejlity s merididnem % a osou o v ndkresnd, vepsand plocha
kulovéd md v ndkresné hlavni kruZnici %, o stfedu O dvojndsobné&
se kiivky % dotykajicf. Rovina setnd S budiZz zase bez omezent
obecnosti nidrysné promitaci, 8’ dotyks se %, v dotyéném bodé F
roviny s plochou kulovou. Oznatme zase rovinu dotykové kruz-
nice F, prisefnici S.F = f a F, jeji ndrysnou stopu. Znali-li
nyni P proménny bod uvaZovaného rovinného priseku a N patu

kolmice PN | F na této rovin&, plati dle posledni véty JP;_ZI;:

Lonst &, kde & jest Ciselnd vysttednost merididnu; a jezto
PN = P'N'=P"F,.siny, kde P"F, jest vzdalenost bodu P

d

P"

Obr. 5.

PF__ _.
P'F, .siny

t. j. %—; =& sin 4] uvazovany rovinny prisek jest tedy

v naSem pFipadé elipsa o ohnisku F, pifsluiné Fidici p¥imce f
a &selné vystfednosti & sin p. Tim dokdzina roziifend véta
Dandelinova pro uvedené tfi plochy rotalnf. -

Jakého druhu priseénd kuZelosetka jest, posoudime pomoct
vyrazu €siny pro &iselnou jeji vystiednost, coz zvldstd pro vy-
mezeni priisekd eliptickych, parabolickych a hyperbolickych na
dvojplochém rotaénim hyperboloidu jest instruktivni. '

4. Abychom ukdzali platnost roziffené véty Dandelinovy
i pro rotainf hyperboloid jednoplochy, vytvoiime jej otdtenim

od pfimky f a y stdly tdhel rovin 8 a F, platf i
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piimky p kolem mimobéiné osy o. Zvolme osu o v ndrysné

kolmo k primétné ose z a pifmku p, v poloze rovnobézné
s ndrysnou a svirajici s pidorysnou thel o, jich ptdorysné

S"\o n o
/4

Obr. 6.

stopy O resp. 4,; OA, jest nejkratsf piitka obou mimob&zek,
bod A4, vytvoii rotacf v pldorysné rovnik plochy (obr. 6.).
Chceme-li vepsati hyperboloidu kulovou plochu s libo-
volnym stfedem S na ose o, obdrzime jejf polomér jako vzdé-
lenost SM, sttedu S od pHmky p,, SM", L p",. Ototime-li
bod M, kolem osy o do polohy (M) v nérysnd, jest S(3) polomér
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kulové plochy, dotykajici se hyperboloidu podél rovnobéiky,
vytvofené bodem M, v rovind F.

UvaZujeme-li nyni proménny bod P hyperboloidu a sestro-
jime-li jim ploSnou piimku p, dotykajici se kulové plochy vbodé A/,
Jest pravé velikost teény PM —= P, M, = P"",M", na pkimce p,
rovnob&zné s narysnou. Je-li déle PV—= P’ N"" vzddlenost bodu P

"’ "
od roviny F, platf ﬁfé = };j’ozg: =11)),,‘:%,,: :Séiazlconst;
tedy:

Je-li rotaénimu hyperboloidu jednoplochému vepsdna ku-
lovd plocha, jest pomér délky teény, sestrojené proménnym
bodem hyperboloidu ku plose kulové, a jeho vzddlenosti od
roviny dotykové rovnobésky stdly.

Tato konstanta souvisi opét s merididnem hyperboloidu,
ktery jest hyperbola, urlend primérem (4)[4] rovnika jako
osou a asymptotou p';, coZ mozno snadno ukizati. Oznalme
0 (4) = a a kolmici vztyenou v bodé (4) na O (4) az k pri-
setfku K s piimkou p", pak (4) K=1"> a sestrojme rotatni
kuzelovou plochu, jejim# prisekem nirysnou jest takto uréend
hyperbola; vrchol 16 kuZelové plochy budiz ¥, kde OV | =,
OV =", osa o, ||z, jeji diametrdlné protilezici povrchové
pimky v pidorysné jsou V(4) a V4]

Sestrojujeme-1i body prﬂseku ndrysnou této kuzelové plochy
pomoef jejich kruhovych fezii — v obr. sestrojen takovy bod
(M) —, patrna pro hyperbolu tato konstrukce:

Sestrojime-li rovnobézku s vedlejsi osou hyperboly a vy-
znafime na nf dseky od bodu hyperboly k ob&ma asymptotdm,
jest vedlejsi poloosa stfedni méficky tGmérnou téchto tsekid
(v obr. m . n = b2).

Déle pak plati:

Sestrojime-li rovnob&zku s hlavni osou hyperboly a vy-
znatime na nf dseky od bodu hyperboly k obéma asymptotdm,
jest hlavni poloosa stfedni méficky Gmérnou téchto twsekd
(v obr. m, .n, = a?%. Platnost této véty plyne z Gméry
m:m =mn:n =>b:a a z rovnosti m.n = b

Tato druhd véta vyjadfuje viak tu konstrukei hyperboly
s hlavni osou (4)[4] a asymptotou p”,, kterd jest totoZznou
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s konstrukef priseku hyperboloidu narysnou, vytvofujeme-li jej
rotaci pi{mky, jak jest patrno z pddorysu otéceni.

Merididnem hyperboloidu jest tedy hyperbola o poloosdch
a, b; oznalime-li jeji linedrnf vystfednost e, jest hodnota kon-

stantnfho poméru .1 =2,
sin o b

Merididn kulové plochy S dotykd se merididnu hyperboloidu,
tinZz ddna i konstrukce teény hyperboly v bodu (M), sestrojeném
ze vztahu m, . », — a?, pomoci bodu S. A déle plati véta:

Sestrojime-li kruZnici dotykajici se dvojndsobné hyperboly
(o vedlejsi poloose b a linedrni vystiednosti e¢) a majici stred
na jeji vedlejsi ose, jest pomér délky teény, sestrojemé pro-
ménnym bodem hyperboly ku krudnici, a jeho vzddlenosti od

dotykové tétivy obou k¥ivek stdly a rowvny poméru —z-. *)

Sestrojime-li prisek jednoplochého hyperboloidu rovinou S
{opét bez omezeni obecnosti ndrysné promitaci), dotykajici se
kulové plochy S v bodd F a svirajici s rovinou F dhel G,
a oznalime-li priiseénici §. F =/ a jeji ndrysnou stopu F,,
jest P"F, vzddlenost prom&nného bodu P priseku od pimky f;
plati pak ' '

PM _ P'M', __ 1 s
. PNTPF,.sinf_ sma’ "V
144 n i
= =i = 2= 5 i =t

b j. bprﬁsek jest kuZeloselka s ohniskem F, pifslusnou Fidfci
e

piimkou f a ¢iselnou vystiednosti 5

sin . Tim roziffena plat-

*) Také pro elipsu plali obdobnd véta: Sestrojime-li krufnici doty-
kajici se dvojndsobné elipsy a majici stred na jeji vedlejsi ose, jest pomér
poloviéni tétivy kruinice, sestrojené proménnym bodem elipsy kolmo na
Jeho spojnici se stfedem krufnice, a jeho viddlenosti od dotykové tétivy

obou kfivek stdly a rovny poméru -%—. Vétu mozno planimetricky snadno

odvoditi. A obdobna véta plati tedy pro rotaéni elipsoid splostély a dotyénou
kulovou plochu.
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nost véty Dandelinovy i na jednoplochy hyperboloid rotaéni.

Druh priiseku #idi se opét vyrazem —Z—sz’n B.

5. Dle &l 3. moZno prostorovou interpretaci fefiti snadno
tlobu: Sestrojiti kruinici, kterd majic stFed ma ohniskové ose
dané kugelosecky dotykd se ji dvojndsobné, je-li mimo to ddna
teéna (kuselosedku protinajict) krusnice. Stalf danou kuZeloselku
poklddati za merididn rota®ni plochy a danou te¢nu za primét
jeji prisetné roviny k merididnu kolmé. Sestrojime-li ohnisko
priseku pomoci jeho os, obdrzfme tak dotyény bod kruZnice na
te¢ns, ¢imZ tloha feSena.

V deskriptivni geometrii vyskytuje se tato tdloha pfi sestro-
jovani vrieného stfnu pHmky na kulovou plochu. Uréime-li
kruznice, dotykajici se dvojndsobné meze vrZeného stinu kulové
plochy, majici stfedy na jeji ohniskové ose a dotfkajici se
vrzeného stinu pifmky, jsou to vrZené stiny onéch rovnobd&zek
kulové plochy (vzhledem k roving vrZzeného stinu), kterych
dotykd se vrzeny stin pffmky na kulovou plochu; doty’né body
majf vrzené stiny v dotyénych bodech vrZenych stini rovnobézek
na vrzeném stfnu pfimky.

0 zakladni tloze integfémlniho poctu.

Napsal Bohuslav Hostinsky.

I.

Hlavnf véty infinitesimdlniho poétu oddvodiuji se obyéejné
na zdklad® grafického zndzornéni funkei zndmého z analytické
geometrie. Dand funkce f(z) jest zndzornéna kiivkou, jez md
rovnici

_ y = f(z).
V bodé M(x, y) kiivky sestrojme tetnu, kterd svird s osou

- Oz t. zv. teCnovy thel o (obr, 1.). Smérnice telny — tg « jest
funkef proménné z, coZ vyjddiime rovnicf

tg ¢ = @(z).
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