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O vété Leibnizové.
Sergéj Sispanov.

Podle véty F-ermatovyv plati kongruence
' am—1=1 (mod m),

" pfi &emZ m je prvolislo a a neni délitelno m.
Je rovnéZ sprdvnd obrdceni véta:
Je-1i p¥i libovolném kladném &isle @, men3im ne%
m, vyhové&no kongruenci
am—! =1 (mod m),
jest m prvocislem.
' Nésledkem toho je véta vy§e vyslovend uplné rovnocenna
s vétou Wilsonovou a spolu s ni slouZi za kriterium pro prvoéisla.
Lze vysloviti jest€ jednu v&tu obrdcenou k v&t& Fermatové:
Je-1i pro libovolné celistvé Cislo a, nemajici s m
spoleéného Cinitele, vyhové&no kongruenc;

‘am—1 =1 (mod . m),
jest m prvo&islem.
: Tato nelipln& obridcend véta se prlplSll]e Leibnizovi. Ciselnym
pfikladem snadno sezndme, Ze neni sprivnd. Vezmeme ¢islo
561 =3.11.17, uvedené Mankem. Libovolné a, nemajicf s 561
spolec‘.ného' Cinitele, neni délitelno ani 3, ani 11, ani 17.a proto:
2 =1 (mod 3), a**= 1 (mod 11), a** =1 (mod 17).

Umocnime li prvni kongruenci mocnitelem 40, druhou mocnitelem 8
a tfeti mocnitelem 5, dostaneme

a®* =1 (mod 3), a* =1 (mod 11), a®**=1 (mod 17).
JeZto moduly t¥chto kongruenci po dvou nema]i spoleEnych (‘.ml-
telti, plyne z toho kongruence A

a8 =1 (mod 3.11, 17)

‘Rozdil 561—1 =560 je d&litelny &islem 80, co% znamend, Ze pf.
libovolném a, nemajicim s 561 spoleného délltele, plati kongruence
a0 = 1 (mod 561).

: Je tedy sloZené éislo 561 vzhledem k v&t& Fermatovg, analoglcké

prvoé&islu,
~ Casopis pro pstovani matematiky a fysiky. Ro&nik LV. ’ 15 -
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B VySetfeni takovychto d&isel, odporujicfch v&t& LeibnizovE, je
pfedm&tem tohoto &ldnku.

Vezm&me sloZené &fslo m a dejme tomu Ze pfi libovolném aq,
nemajicim s m spole&nych &initelt, je vyhovéno kongruenci

a"—1=1 (mod . m). (1)

Pfipustme nejdfive, Ze m je Cislo sudé. JeZto m—1 nemd s m
spolenych Cinitelli, mliZeme vziti

. , a=m—1.
Podminka (1) nabude pak tvaru
(——1)'" —1=1 (mod m),
a = — 1 (mod m).

Ale mocnina m—1 v pfedchdzejici kongruenci jest Cislo liché,
a proto tato kongruence ddva

2 =0 (mod m),
coZ nenl moZno pfi sloZzeném m. MfZe tedy m obsahovati jako

prvoéimtele lichd prvotista. Odd&lime jeden z takovych Ciniteld,
t. j. polozime

ponévadZ mame

m=p®. n,

kde p je liché prvolislo, n je &islo liché, nedélitelné p a moc-
nina ¢ > 0. JeZto plati (1), mdme

an—'=1 (mod . p*n)
a™—'= (mod p®). 2)

Oznalme pismenem g kofen jednotkovy pro modul p*. Podle
definice kofenu jednotkového pfi sloZeném modulu, ndleZi g k moc-
niteli @ (p*), kde @ zna&i funkci Eulerovu. meml slovy, ne)menéi
kladné hodnota £, pfi niZ ie vyhovéno kongruenci

=1 (mod p%),

je rovna @ (p*). Jak vysvlté z posledni kongruence, neni g d&li-
telno p. Podobné vlastnosti md kaZdé Cislo ‘@, kongruentni s g
podle modulu p® O jednotkovém kofenu g méZeme udiniti dva
pfedpoklady: bud g a n nemaji spole€nych C&initelli, nebo majf
spoleénou miru. V prvém pFipad& vezmeme

a tedy tim spise »

a=g
V druhém pl‘ipadé rozlozime g a n na prvolinitele a vypiSeme ty
z nich .

Gis G2 - - - o q1,

jeZ oﬂsahuj(' n, ale neobsahuji g.
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Potom sestavime soucin
T=4q¢q  -9s.-..q
a=g-+m.p*

Ve zviaStnim piipadé, kdy v3echny prvoliselné dé&litelé &isla n
jsou zahrnuty jiZ v g, poloZime n=1.

DokaZeme, %e a a n nemaij spolec‘.nych dalitelts. Je-li totiZ
n¥jaké prvotislo obsaZeno zdrovefi v n i v g, nemiZe jiZ byti
obsaZeno v mp® Je-li n&€jakym prvolislem délitelno pouze n, je
toto Cislo obsaZeno v fadé

ql) ‘12,-- * qu

aje proto obsaZeno v z.p* a nikoliv v g. Takovym zplisobem
najde se vidycky &islo «, ndleZejici mocniteli ¢ (p*) podle mo-
dulu p*, které nemd s m spoleénych Cinitelt. JeZto pak vztah (2)
ma platit1 pfi libovolném a, nemajicim s m spole¢nych C&initeld,
musi podle v&ty zndmé z teorie Cisel m— 1 byti délitelno minim4l-
nim mocnitelem ¢ (p%), t. j.

p*n —1

=1
a to je moZno pouze za podminky, Ze e=1 a pn—1 je déli-
telno p—1.

Opakujeme-li tyto tvahy pro vSechny prvoliselné délitele p
&isla m, sezndme, %e md tvar

m=p;.pPs....pPky
kde p,, ps,....px jsou vesm&s riznd lichd prvolisla a k> 2,
ponévadZ podle pfedpokladu m je slozené Mimo to, musi m—1
byti délitelno kazdym z rozdila
’ P —1, Pz"‘ls.----:_Pk“‘ ’
a tedy i jejich nejmen3im spolenym nasobkem
[p —L p—1..., Pk"—”,
ktery pro stru€nost oznatime 4.
Setrvévajice pti obecném vykladu, mﬁieme oviem pfedpo-
klddati, Ze Cinitel€ jsou serad&ni v stoupajici fadu, t.j. Ze
h<pe<.o...<pk

Ke konci zjistime, Ze &islo m, sestavené uvedenym zpfisobem, vy-
hovuje podmince (1). Jsou-li totiZ m=p,.ps.... pxr a m —1 déli-
telna Eislem 4, plati podle v&ty Fermatovy pfi libovolném a, nema-
jicim s m spoleénych Cinitelli, kongruence

ar—! =1 (mod p,), a»—} =1(mod p,), - - - - . ,
. ark—1=1 (mod ‘p,;). ‘

a poloZime

= ¢islu celému,
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Umocnime-li prvnf z obdrZenych kongruenci mocnitelem f_ i
druhou m mocnitelem 0 atd., najdeme '
,—
=1 (mod pl), at = l (mod 2 T ,
=1 (mod px). '

Z toho plyne, Ze A=1 (mod p,py....p)

_ am—1=1 (mod m),
pon&vadZ 4 jest délitelno m — 1.

Probereme podrobng&ji také podminku dé&litelnosti m— 1 &islem A.
Dejme tomu, Ze rozdily
Di—1, po—1,. ..., pr—1

maji nejv&tsi spolenou miru 2f. Tato je urlit&€ sudé kladné C&islo,
pon&vadZ v3echna p jsou lichd prvolisla. D&lime-li v3echny roz-
dily jejich nejv&tsi spoleZnou mérou, dostaneme

a tim spie

pi—1=2¢t.x,, po—1=2t.%x5,...., Dk—1=21¢. X
nebo o atx 1, pe=2t. 2, .n . pe=2t. %41, (3)
kde ¢&isla xl<x2<. < XK '

nemaji spoledné miry. Vyraz pro spoleény nejmensi ndsobek zmi-
nénych rozdillt mZeme piepsati takto:

Bloi—1, po—1,...., p—1]=[2t x,, 2t X, .. .., 2tX] =
=2t .[x;, Xoy ..oy Xk
Oznacime-li spoleny nejmen3i ndsobek
[x;, Xgy ooy, Xk]

pismenem g, budeme miti ,
. A=2t.p.
Podminku délitelnosti

: Pips....0c—1=0 (mod )
miiZeme pak vyjadfiti takto
(142tx). 1 4+2¢x).... (1 + thk)ZO (mod 2tu).

Vykonéme-h ndsobeni binomtx na levé strané a zavedeme-li
pro soum&mné funkcé zkrdcend ozna&eni

=0, DX Xy =@y, o ... , _Z'x1 N
obdrZime .
Gy 2f+ a,. (20 + ves + Ak—1. (2t)""l + ak.(Zt)"=0(mod 2tp).
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Odtud, po zkriceni &islem 2¢ a vzhledem k tomu, Ze.a je d&li-
telno x, obdrZime pro urleni 2¢f kongruenci

a4+ @y 2t 4o ax_1. 20 —2=0 (mod p). (4)

Ve zvlddtnim piipads, kdy k =2, plati
a, = X, + Xg, W= X1 X,
pong&vad? €isla x, a x, nemaji spolenych initelli. Kongruence (4)
neobsahuje # a nabyva tvaru
x,+ x, =0 (mod x, xz)
Odtud plynou dv& kongruence
x, = 0 (mod x,), x,=0 (mod X)),

které si pfi naSich podminkich odporuji. Vidime tedy, Ze &islo m

musi obsahovati vice neZ dva prvodiselné &initele.

Abychom se vyhnuli zbyteEnému zkouleni pfi vyhleddvdni
tisel zkoumaného tvaru, dokdZeme, Ze libovolnd k—1 2z lisel
X1, X3 - ..., Xx nemaji spole¢né miry. Nebof kdyby kterdkoliv
z vySe uvedenych &isel, na pfiklad x,, x,,...., xXx—1 byla dé&li-
telna d, musely by vSechny koeficienty a,, a,,...., polinajic
druhym, byti dé&litelné d. Modul )

po=[xy, Xay ...y Xk]

je*také délitelny d. To znamend, Ze prvni Elen kongruence (4)
musi byti dé&litelen d. Pi‘ipomeneme-h si vyraz pro a,:

4 =X,Fxg 4+ X1+ x
a -uvaiime-li, Ze v poslednim soudtu v§echny sCitance, mimo po-
sledni,” jsou dtlitelny d, usoudime, Ze xi je také délitelno d, coZ
viak neni mozno pri X;, Xg,...., Xk, nemajicich spoletné miry
jak bylo zmin&no. Ve zvldstnim pfipadg, pro k = 3, maji byti-&isla
X, X5, X3 nesoud®lnd a tedy

B = X; X3 Xg.

Po t&chto vykladech dochdzime k této véte: : .
Je-1i pfi libovolném q, nemajicim s m spo-
leCnych €initelf, vyhovE&no kongruenci o

' a™=1'=1 (mod m),
‘m bud prvoc‘.islem, nebo sou&inem ne;méné
inavzdjem riiznych, lichych prvodlisel. '.
Pfipojime-li poZadavek, aby m—1 bylo d&litelno 4, dostaneme
nutné a postatujici podminky existence hledanych ¢isel. :

K jejich vySetfovdni volime hodnoty X,, Xs,...., X, tak, | aby,
Z4dnych k—1 z nich nemélo spoletného délitele. Pak fesime kon- A
gruenci (4) a dosadime vyrazy pro 2f, linedrn& zivislé na jednom

je:
tf

.
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celistvém parametru do vztahu (3). Klademe-li za tento -parametr
hodnoty, pfi nichZ v3echna p jsou prvodisla, obdriime podle vzorce
M=Ppy.Py. . Dk
viechna hledand &isla, urlend systémem
Xl, x2', ce ey Xk

Nem4-li kongruence (4) kofenfi, znamen4 to, Ze pfi takto vo-
lenych hodnotdch x;, Xgy...., Xk nenf &isel spliiujicich podminku (1).

Propoditejme &iselny pﬂklad.

Necht =1, xX,=2, x3=23,
takZe ’ u=1.2.3=6.
Ddle a,=1+2+3=0 (mod 6),

> a,=2+3+6=—1(mod 6).

Kongruence pro urdeni 2¢ nabyva tvaru
- 2¢ =0 (mod 6).

QOdtud : 2t = 67,
kde 7 je celistvjm parametrem.

Podle vzorchi (3) obdrZime

p,=6r+1, p,= 12'5—1—1 ps=187+1.

Pti t=1 mame: p, =17, p,=13, p,= 19 Jezto viechna p jsou
prvodisla, je &islo m=7.13.19=1729

éislem hledanym.
Nejblize p¥isti ‘hodnota =, vedouci k prvoliselnym ¢initelam,

je'6. Zde m=37.73.100 = 204409 atd.

Z tohoto ptikladu je patrno, Ze otdzka o poltu FeSeni ilohy
je- v souvislosti s v&tou Ditichletovou, rozsifenou na n&kolik fad
aritmetickych. — 'V pfipadech, kdy takové zobecnni je moZno,
obdrZime nekoneZny poZet fedeni. V piipadé opatném, polet feSeni
‘je omezen,

Udany zpfisob pro vyhledévém tisel odporujicich v&t& Leib-
. nizov€, je moZno pfemémti takto: Vezmeme dv& nebo nékolik .

hchich prvocisel p,, Ps..-.. Px, navzéjem nerovnych a sestavime

souém :
=Py Py

| ?Potom nésobime obé& &4sti posledn{ rovnosti néjakym hchym prvo-
éiSlem b, rflzn)’m Od an P, . e « Dk = .

..Y.Cislo m= Il P =p. p;-p, -~Pk-—1.pk



231

musi splilovati podminku (1). K tomu je nutno a stadi, aby m—1
bylo délitelno p—1 a

A=[p,—1, po—1,...., pr—1].
Vyjad¥ime-li m—1 ve tvaru
m—1=np—1=n(p—1)+(n—1),
vidime, Ze dé&litelnost &islem p — 1 vede ke kongruenci
n—1=0 (mod p—1). N 5)
Délime n &islem 4 a mdme
n=ql+r,

kde g je podil a r zbytek. Zde r nemlZe se rovnati nule, poné-.
vadZ n je liché a 1 sudé.

Cislo m—1 Ize psati:
m—1=p(@i+n—1=pgi+(pr—1). :
Phpomeneme li, Ze posledni vyraz je dé&litelny 4, pfijdeme ke
kongruenci .| —0 (mod ) nebo pr=1(mod1). _ (6)

Je-li moZno splniti soutasn& kongruence (5) a (6) za platnosti
uvedenych omezeni vzhledem k &islu p, je p Cislem hledanym.
V opatném pripadé&, neni moZno vyhové&t podmince (1), pfi hodno-
tich p,, ps,...., P, takto volenych.

Objasnime tivahy vykonané &iselnym pfikladem:
Nechf = - n=17.,13.19=1729.
Nejdfive najdeme A=16,12, 18] =

Délime-li 1729 &islem 36, obdriime zbytek r=1. Z kongruenci
(5) a (6) plyne, Ze 1728 je délitelno p—1, a p—1 Cislem 36.

PoloZime-li p—1=36¢,

kde ¢ je n&jaké &slo celé, usoudime, Ze f je dé&litelem 48 a proto
mhZe nabyti jen jedné z hodnot:

A 1, 2, 3, 4, 6 8, 12, 16, 24.
Pii t=1 je soufinitel 3644 1=37
prvodislem a proto (islo ‘
m=7.13.19.37=63973
hovi podmince (1).
‘Druhd hodnota t=2 ddvd p=173 a vede k fefeni . R
m=17.13.19.73= 126217 atd.
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“Je patrno, Ze volime-li viechny moZné hodnoty pro x,, X;,...., X«
v prvnim z uvedenych zpfisobfi, nebo pro p,, p,, ..., px v druhém
zpfisobu, m&nime-li k, obdrZime viechna ¢isla odporujici v&t& Leib-
nizov®, avSak nikoli uspofidand. Abychom dostali potfebnd Cisla
podle stoupajicich hodnot, uZijeme tabulky pro rozklad &isel v prvo-
Cinitele, volice pouze lichd &isla rozkladajici se nejmén& na ffi
riizné prvoliselné Einitele. Pfi tom se otdzka o délitelnosti m—1
kazdym z rozdilli ,
~ =1 p—1,...., pk—1

snadno rozfesi podie pravidel délitelnosti. Takovym zplisobem
obdrime v mezich do 10000 tato &isla spliiujici podminku (1):

561 =3.11.17, 1105=5.13.17, 1729=17.13.19,
24656 =5.17.29, 2821=17.13.31, 6601=7.23.4],
8911 =7.19.67.

Jak je vid&ti_z tabulky, vSechna tato &isla jsou sestavena ze tii
soucinitelii. Cislo vy¥e uvedené

63973 =7.13.19.37
je nejmenSim z t&ch, jeZ obsahuji &tyfi soulinitele.

Sur un théoréme de Leibniz.
(Extrait de Particle précédent.)

: 1. Linversion généralisée du théoréme de Fermat, exprimée
sous la forme suivante: ,Si chaque nombre a premier avec m
satisfait a la congruence a™—'=1 (mod. m), le nombre m est
premier® — n’est pas précise. Il existe des nombres composés
satisfaisant a la congruence indiquée, par ex., m =561.

2. L’énoncé exact du théoréme est le suivant: ,Si chaque
nombre a, premier avec m satisfait & la congruence am—1=1
(mod. m),...... (*) le nombre m est, ou premier, ou égal au
produit de trois au moins différents nombres premiers et impairs.“

3. La recherche des nombres composés présentant une ana-
logie avec les nombres premiers par rapport au théordme de
Fermat conduit 3 la détermination du nombre ¢ satisfaisant a la
congruence '

le c+le x’ . 2t+ ""+Ex1 x2 ecee xk—-l . (2t)k_2.._——: O (mOd. M)-
" Les nombres X;, X,,....Xx Sont arbitraires, sans diviseur commun, -

& est leur plus petit commun multiple.

"+ 4.1t est possible de ramener la question considerée 2 la solu-
- tion d’un systéme' de deux congruences lin€aires.
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5. Jusqu’a 10000 il n'y a que les nombres suivants satisfaisant
a la condition (*)

561 =3.11.17, 2821 =7.13.31,
1105=5.13.17, 6601 =7 . 23. 41,
1720 =17.13. 19, 8911=7.19.67.
2465 =5.17.29,

Chaque nombre.: contient trois facteurs.
6. Le plus petit nombre contenant quatre facteurs et satis-

faisant & la condition (*) est
63973 =17.13.19.37.
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