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O jistém Fuchsové theorému a zdénlivich

singularitach linearnich dlferencmlnlch rovnic.
Karel Cupr.

-~

1. Budeme uvaZovati pa,rtxkularni integraly linedrni diferen-

cidlni rovnice v okoli singulérniho bodu; volme zat bod z = 0.
Znaéme:

at Py (x) y™ + a1 Py (@) y* D+ ...+ yPo(2) =0, (1)

kdez P,(z), Pn,_1(x), - 0(.76) jsou analytlcke funkce v okoli bodu
x = 0:

Pp(x) = Ppyog+ Pry1 @ + Prg @+ . 7
Py _1(®) = Pn—1, 0 + Pu—1,1% + Pa—1, 23?2 4+

-o-.-cc--o---c-.-ouo-ot-o--o-n-;-a--.l-.i

Py(z) = Poso + Poo1 4 Porz 22 + .

Dns o :f: 0.
Fuchs (Crelle Journal Bd. 68, pag. 356) dokazal vétu:
Je-li vyraz
M o(x) + My(=) 108 T+ . + My() log? , @

kde: 1<p<n—1, pa,rtlkulérnim integrdlem rovnice (1), jest
jim i koehclent pii ne]vyééi moeniné log #, t. j. M(x). P tom

jsou — jak zndmo — My(z), My(2), . . . Mp(z) mocninné rady vz
nésobené jistou mocninou x; neni-li mocnitel této mocniny ¢&islo
pru'ozené -nazyvejme M, (a:), M,(x), ... prosté Fadami.

: " Naskyté- se otédzka, ktery z mt.egralﬁ patifeich ke koFenim
determinujicf rovnice jest onim mtegralem My(x). Obecn¥ nelze .-
tuto otdzku zodpov&déti; roziedfme ji pro ten pifpad, Ze inte-
gral (2) pati{ k n&kterému kotenu determinujicf rovnice p¥sluiné
k diferencidln{ rovnici (1). P¥i tom vyplyne feSenf tlohy jiné, kterou
se rovné% jiz zabyval Fuchs (Crelle Journal, Bd. 68, pag. 375 a% .
378), Frobenius (Crelle Journal, Bd. 76, pag. 224—226) a zejména
Heffter (Einl. in die Theorie der lin. Dlﬁgl kapitola II): Stanoviti
podminky nutné a postadujici, aby mtegral patiicf k nékterému

kofenu determmu]ici rovnice obsahoval pouze niZi mocniny Iog z,
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nez by obecné obsahovati mél. po pfipadé, aby viabec mocnin
log « neobsahoval. Vysledky nasich tvah ukaZzi se jako jednodussi .
a piehledn&jsi.

2. Stanovme polynomy:

fole) = Poso + Prso @ + P00 (0— 1)+ ...+

) + Proe(e—1)(e—2)...(e—n+1),

f(e) = Poy1 + Prs10+ Posr0(e—1) + ... +
+Pmiole—1(e—2)...e—n+1), )

fk(e)—po,k—kpl,w+p2,L0(9——1)+ -+
Fpurele—1)(e—2)...(e—n+1).
fo(0) = 0 jest rovnice determinujici. Predpoklade]me, Ze ma koteny
vesmés ruzné; ba bez Gjmy obecnosti, jak z nasledujiciho bude
patrno, lze piedpokladati, Ze kofeny tvori gruppu, t. j. jsou mezi
sebou rizny jen o celistva ¢&isla; piSme
folo) = (6 —a)) (6 —a,) . .. (e — @),

kdez E ay > ay > ... > ay,
a oznaéme a, — ar = A, k=2 3,...n

Budeme uzivati souc¢inu
- folo + 1) fole 4 2) ... folo + 4) = s(o, 4u);
ten obsahuje faktor

(e—a) (e—ag)* ... (e — @)l .. (e —@a) "

Systém, z néhoz se maji uréiti koeficienty ag, o, @15 0> @3, - - . MoOCNIN

v rozvopch pro integraly pfislusné ke kofentim determlnu]ml rov-
nice, zni — jak z pkislusné teorie znamo —

- Qo fi(0) + g, folo + 1) =0

Qoo fol@) + @1,0 filo + 1) 4 Ay, folo + 2) =0 (4)
Qg o fs(Q) + @150 fz(@ + 1) + Az, fi(e + 2) + @30 fo(@ + 3)=0l
g, o lze voliti hbovolné volme misto ného ao,e s(o, ) a pisme

Av,o = S(Q, n) Ays q.
Novy systém zni:

A ohl(e) + A efole+1)=0
A050,2(@)+A1’9/1(9+ 1)+A2,2f0(9+2)=:0 i 4*
Ay, ofs(e) + Ay ofale + 1) + Ay, file + 2) + Assefole + 3),20] (4"

a in.t:egré,l-.pf'fsluény ke kofenu ¢ = a; jest, oznatime-li
Iz, 0) = #(Ape + Apez + )
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ok =T
k— k—
= xak(A;’alcl)_*— A(l aLl) x4+ ...)
+(kT 1) L (Af)ka,?)-i' A(lkaf) .. log z +
(L 1) % (Af)‘aks)+ A(lka;*) .. ) log?x + o
k o v k‘——3 .
+k )xak(AOak‘i‘A:aLx—}-...)log z +
+(z ) Xk (Ao a. + Al ay, x + )l()g’”_2 x +
+ x% (Agya, + Aryap  + )log"'—l x.

Polozme nyni v.(4*) g =a;, 1 <k < n. Pak jest Ay, q =
=Ay, 0= ...= Ado,ap—1,4, =0, coZ jest tenkrdte mozno, kdyz
determinant prlslusne soustavy jest od nuly rizny; pfedpokladej jme,
Ze tomu tak jest a zhafme jej :

fl a; fo(ak -+ 1) [ 0
falax), filax + 1), fo(ak +2),...0
. (77 T 0]
Diag ) | | el
v fola, — 1)
: 'fx(a; — 1
Pomoci Laplaceovy véty lze jednoduSe dokézati, Ze
D(a,, a,) = D(ay,, a,) . D(a,, a,), ' Sy = 2, 3,..n=1,

D(a,, a,) = D(a,,a,—,) . D(@,—y,a,—,). . (az, a,),v=2,8,..n—1.
4 Systém (4*) piejde v systém o
: Aa.—ak, a, filay) + Aa,—ak+1a a folay _+ 1)=0 :
: Aal—akaakfz(“l) + Aa,—ak+1ya1,.f1(al+ 1) +Aa,—ak+2, @ fala+2)=0 (4**)

Odtud ihned .patmo, Ze velitiny
Aovaprap Aarag1rags -
jsou Gmérny veli¢indm
LT A03 ay Al: @y ¢ *
_ takze kocficient pfi logt—'z v (5) jest »
z% (Aql~ak, a at—ak 4 Au,~uk+1, a xi”“‘,’l-:“'Fl +.. ) = ‘
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= xa! (Aal_ak’ ag + Aa‘——ak+1, az. x + . .) ==
Aa,—ak, ak
= Ao: o I(.’l‘ al)
Z definice A,,,, jest patrno, Ze
A'O, aq = A’p A== ¢+« = A'a,—-uk—p = 0, A'a,—ak, ”lc:*: 0,
A" 0 “k A”n “k— A”a.—ak—n aL-—O A”a,——ak, ak'-'*: 0
*—2) (k—2 (k—2) (k—2)
AO , O = Al ag )'= s = A"k—l_ak_l ak— 0; Aak 18k, ak:i: 0
(k—l)
0 “k 4: O
takZe lze s ohledem na (8) psati (5) ve tvaru:
I (2, ) = W% (A g oo ) +
k—1 (k—2)
+(*7 )x"k~1 (A5 ot Nlogz +
+(k _; l)x"L——z (A(k :;)_,,k’,,k—}— o) logtxe 4+

+('z§ l)x" (A"a.—; wt -2 lo.g"—3 -
+(§ l)xa' (A'a-—ak, at o) logt 2 4

4 a
+ ‘::1 i klog"—1 z I(z, a,).

(6)

(7

~ Odtud patmo, Ze za predpokladu D (ax, a;) F 0 koeficientem nej-
vy&8f mocniny log = jest az na multiplikativni konstantu integral
piisludny k nejvétsimu kofenu gruppy. Tuto multiplikativni kon-

stantu lze vyjadiiti pomoe{ D (ay, a,) a sice jest podle (4)

fl(Q),fo(Q +1),0........ 0
/2(9), fl(g + 1): fo(e + 2)'

“Aa—ap,e=Ax0=|.

AO’D

R fo(g-}-lk-——l)
AR fl(g—{—h-——l)

B(Q,Ak) e — .
— v gy Qoefle+1). . fole+4)
=Dleeth) fllo+ 1 ... fole +4&)
= D(Q:9+;~k) fo(@ + ;'E+l) pee /0(9 + Zn) Qgs ¢

— D(p, 0 + ) A

fo(e+ ). folo+ )

®)



253

takZe X .
Aa,—a;,, ap = D(ax, @) folay + 1) - . . fol@y + ar — ay) aq, ag, -
-a Aa.—-ak,ak . D(az, al) Qo a,
AO, a; - folay + ay—a, + 1) . fo(2a1 _a’n) Qs ay,
' = ¢ D(az, a,) Yoo
aO’ ay
Ao, a5 o ays + - - Aps ay, - - + By @, jSOU Vlastnd integraéni konstanty
v podtu n; pro jednoduchost volme je rovny 1, takZe
1 B
c .
fola, + ax —an + cofo2ay—an) L

Lze tedy posledni ¢len v (7) psatl za predpokladu D(a, a,) :}: 0
ve tvaru
¢ D(a; @) I(z, a,) logt—1 .

Co nastane, kdy D(az, a;) = 07, Predpokladegme prozatim
Ze koehcxenty A,,o Fdi se jednim a tymz vjrtvarnjrm zdkonem,
t. j. Ze nelze systém (4*) rozlo¥iti na dva nebo vice systéma na sobd
nezavislych (viz odst. 5). Pak op&t podle definice jest

A03 ak"‘ Al: ap= o = Aa,—-—ak—l ap= 0

podle poslednfho pfedpokladu jest Ag,—a;, o,= 0 a z redukova- |
ného systému (4**) jest ziejmo, Ze '

Aal = Aal“"k-{-z ak v e e = O

t. j..fada pfi logt—1z 1dentlcky vymizi a nejvyééi mocninou log x
v (7) jest (k— 2)ha.

Lze tedy fici: Nutnou a postadujfcf podminkou, aby v (7) so

nevyskytovala (k— 1)ni mocnina jako nejvysi, jest
D (a’b a’l) =0. o
3. Predpoklidejme D(a, — az, a;,) =0, t..j. A.al—-_'ak, =0
a vyéetrme fadu ’ '

A’ ay—ay, “k+ 4’ ay—ap+1, kx +

.jest to mocninna ¥ada pki logt—2z v (7). Denvujme system (4"‘), _
poloime ¢ = a;; pak A,.q,= 0 pro véechna. v podle predpokladu .
OAa‘—-ak;aka'Anat—-O/PrO 'V‘—‘O 1, -ak—-l POdle (6) .
-V tomto systému vymlzi prvnich a,—-—a,, rovnic. Dalif rovnice- zni» .

A a,-—ak: a ll(aﬁ) + A a.—-—ak-{-l, ay fo(a‘z +" l) = 0

,Ka,ida dal3f rovnice m4 o ¥len vice, aviak rovnice (u,’ gy — l)ni :

. & (ag—ayni maji stejny. poéet dlend;. Prvnf 'z nich kondf .
. 4’ as"‘“-“l. a fo(a’l"" 1), drubd 4’ a‘—-a.--l, a f;(d‘-—- 1)» Jest, ﬂ;**—%»

- rovmc lmea,rnich homogennich mezi o a—-a, nezné,mylm A ar*%: .,,‘,';_"j-

—@k+1, %k
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oo A'a—ap—15 05 A'a,—a;, a;,. NEMGZE bytl rizné od nuly, sice jinak
by systém (4*) pro o = a; po vypusténi prvnich a; —ax rovnic
urdoval mocninnou fadu, jejiz koeficienty by byly vesmss nisobky
jedné a téie konstanty jinak zcela libovolné, takie fundamen-
talni systém rovnice (1) by obsahoval (» 4 1) konstant na sobg
nezavislych, coZ nemtZe byti; jest tedy

A a;—ag> ﬂk -A a,—agp+1> ﬂk LR : A’a,—ak—-h ak= 0-
Systém (4*) pro ¢ = a; zni pak dale takto:
A'"x'—aki ag fl(a’l) + A’u,-ak+1, ag fo(al.'*‘ l) =0

odkudi zase vysvita, Ze veliiny
A’a,—ak’ ar s A’u.——ak+1: a‘k .y
Jjsou umerny veli¢inam . ‘
Agya,s Ayyays - - -

Kdyz tedy D(ax, a,) = 0, lze mocninnou Fadu pii logh—2 z psatl
ve tvaru -

- I(xs al)

a s ohledem na (8) a na to, ze D(a;, @,) = 0, ve tvaru
Do+ M)

de -

Lze tedy tici: Kdyz D(ak, a;,) = 0, t. j. kdyz v (7) se nevyskytu]e

logt—1x, jest fada pii logt—2z opét integralem I(z, a,). A dale:

Nutnou a postagujic podminkou aby v (5) nevyskytovaly se logt—1 x
a logt—2 z, jest:

I(z,a,).

D(ak, al) - 0
¥-Dfe, ' .
[——LQ—SZ—L;"‘— = 0, ‘ pro o = a;.

4. Uplnou indukei nyni dokiZems vétu: 'Aby vymizelo
v(1 <» < k—1) nejvy3ich mocnin log x v (7), t. j. aby. vymlzely
viechny koeficienty ¥ad pki logh—! , logh—2z, .. .logt— z a pii
log——1(z) nikoliv, jest nutno a postadi, kdyz

D(ab ax) = O
31 D(o, 0 +A) _ : i
v —— =0, pro u = 1, 2,...vap=a
s pro.# e S 9
. Rada pi'x log"—*“lx Jest potom ai na’ mulmphkatlvm konstantu
o ;I(:v, a;,) : A
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Predpokladejme spravnost této véty pro v a vvpoctéme radu '
pm logt——1x. Ta podle (7) jest ‘
O
X+l (Aa p+1 ks “Ic+ -)'

Derlvu]me nyni systém (4*) »-krate podle o, pak podle (6) a (9)
obdrifme systém rovnic, z nichZ prvnich a,.+1—ak 1dent1cky
vymizi. Dalf rovnice znf: :

(v (,. . .

o repap @) A0y o 1) = 0.
‘Kazda dalsi rovnice m4 o &len vice; aviak rovnice (a, — a,, — 1)ni
a (@ —a,,,)ni maji stejny poéet ¢lentt. Prvni z ‘nich konéi

) , (O]
Aa,-—a‘,+1—1, a ]‘o(al - 1)’ druhd Aa —a, +1—-—l akfl(al - 1) JGSt' f;O
a, — @,+, rovnic linearnich homogenmch mezi a, — @y, neznamy-
' ( ()
mi A;)+1"‘ak ap +  Ag,_43—1,a;» © michZ lze provésti tutéz uvahu
kterou jsme v piedchozim odstavm provedli o
A'a,——ak ag s A a,—a;—1,az-

Jsou tedy Véechny tyto Vehémy rovny nule. Rada pak zni
» (v T e
xh (Aa,)—c:z,c a + Aa.)—ak +1, ag €z + ) . .
System pak zni dale takto: o o
[ @ .
A0 f1<ao + Aoy hlas =0

odkudz jako drive soudlme, e lze fadu psat
’ )

al—aki

Am a;

Derivujeme-li (S)v -krate, obdriime vzhledemk(Q) radu pn Iog‘*"—lx :
ve tvaru -

% Ia, ).

a D(Q’ +lk) I(x “1)

. . aol' Q‘uk NN
Tedy platl-h véta v (9) pro» —1, plati iproy; pro p=1 ]sme
~ ji dokézali p¥mo v odstavci 3.

Ponévadz D(g, 0 + Ak) ]est cehstva racmnalni funkce, lze (9)
vysloviti jinak: -

»Aby vymlzelo v (1 :;v S k— 1) ne]vyséxch mocnin: v log (a:)
v (7), .t j. aby vymmsly viechny koeficienty - Fad pfi. Jogt~1 .z,
Jdogt—tx, ... logt= z a pri logt—-1a nikoliv, jest nutno a po-’
- stadd, aby polynbm Dig, -+ As)" obsalioval ]a,ko faktn - -tou-”‘f
e mkohv vy#${ mocninu émxtele {0 == ap)s = S ‘
LMl tedy, ke -kotenu g == ag, (k=2,3, . n) partlkulémi ‘
'mtegrél byn vy]adren pouze mdou, ]est nutna a staéi aby ‘poly:
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nom D(g, ¢ + ) obsahoval jako faktor (k— 1)nf a nikoliv vyss{
mocninu &initele (¢ — az)*~2. Je-li tato podminka splnéna pro
viechna k, jsou viechny integraly rovnice 1) diny fadami, jsou
regularni; bod z = 0 pak sluje podle Pomcaréa (Acta mathematxca
4, p. 217) bod zdanlivé singularity (point & apparence singuliére);
Klein nazyvé. takovouto singularitu bodem vedlej$im (Neben-
punkt, Vorl. iib. die hypergeom. Functionen 228, Bieberbach:
Th. der Diffgl. 181). M4-li determinujici rovnice za kofeny v tomto
piipadé &fsla pfirozend, jsou integraly analytickymi funkcemi.
Jednoduchy pifklad rovnice s takovou singularitou jest

x3y'"" — 3ay” + 6xy’ — 6y = 0,

majici determinujici rovnici (o — 1) (¢ — 2) (¢ — 3) = 0 a obecny
integral
Y = ¢, x + cx? + cgad.

5. Doposud jsme piedpokladali, Ze systém (4*) nelze rozloziti
ve dva systémy na sob& nezdvislé, t. j. ‘Ze vytvarny zédkon pro
koeficienty jest jeden a tyz.

‘Je-li diferencidlni rovnice (1) na p#. takova, Ze vSechna
feer1 (@) =0, (w=0,1,2,...), coz nastane, kdyz potenéni fady
v (1) oznadené P,(x), P,—i(x),... Py(x) postupujici podle
mocnin 22, odvodime snadno, Ze systém (4*) rozpadne se ve dva
systémy, z nichZ jeden urduje A,,, pro sudé »a druhy pro lich4 ».
Druhy z téchto systémiéi udava, Ze vSechna A4,,, o lichém » jsou
rovna nule; pak lze fady vyskytujici se v intégralech piisluSnych
k jednotlivym kofenim determinujici rovnice psati ve tvaru
2¢ (b + byz? + bzt 4 ...). Zde nelze tedy docilenych vysledka
bezprostfedné pouZiti, nybrz je nutno vySetfiti kaZdy piipad
zvlast. V pifpad$ uvaZovaném dojdeme cilc, zavedeme-li novou
proménnou z? =¢ (viz pf. 2 v odst. 6). V obecné&jsim pfipadé,
kdy od nuly jsou rizn4 jen ta f,(p), vnichZ v = xa, (x = 0, 1,2, .. .),
to jest kdyZ potentni fady Pu(x), Pr—y (2), ... Po() postupu]icf
podle mocnin z°, poloZime a° = t. Determmu]mi rovnice trans-
formované rovnice diferencidlni jest pak fy(@g) = 0 a ma kofeny

a, a an

v o’ a
Ze ¥4d pola transformované rovnice hovi podmfnka,m Fuchsovym,
jest petrno ze vztahu, ]e}z snadno — na pi. uplnou indukei —
dokdZeme:

0 _n
3,._, = (m,, . t17' - Mgy B39 o My @) £

(x = 0 1 )s
Pn éemi y(xa)__n(t)) ml’m Mgy xs Mgyxs e oo ]ﬂou_ k_onstanty

zavislé na « a x.
6. Uvedme th ]ednoduché pi"{klady
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a) Uvaiujme diferencidln{ rovnici
2%y +.by2) ¥ + (a3 + b12) ¥’ A+ (@ + box) y = 0, (_11)
a3 F 0, by 0. )

Zde jest ' , »

fole) = @y + a0 + aze (Q - 1) as (e — @) (e — 03)

file) = by + bio'+ by ele — 1) = by (0 — 05) @ — 4)-
Bud.‘teinynj @1, 92 é‘sla celiStVé:, gl > 92 Paak Aﬂ = 91 _— Qn,

D(g, 0 + 4) = fi(e) fl(@ +1)...file + 0 02— 1) a

D(Qza 01) = h(ga) falee + 1) - fx(Q - 1) =
(Qa”‘@a) (02 — @4) (92—93+ 1) (02— 04 + 1)_- ..

-(91 1— g3) (&1 — 1 — g4)- .
Kdyz tedy g,, nebo g, jest rovno nékteré z velitin
Q2 Q2 + 1 - 1

jest partikuldrni integral pﬁslusny ke korenu g2 TOVN&Z vy]é,dren
mocninnou fadou. .

Rovnice (11) zahrnuje v sob& Gaussovu chferenclé,lni rovmcxl)
a jest specidlnim pi{padem t. zv. diferencidlnich rovnic o dvouslenné
rekurrentni formuli (viz Forsyth 589 a n.).

b) Jiné rovnice téhoz typu Jest

cz,u___(z,ﬂds)éh T
uw+2(,,+ 2)u"' (v+1) (v+2) u”-—‘;—’t;—_ 0,)’v '}(12*) |

© kde? » jest &fslo pnrozené vEbE nebo rovné 2 Determmu]ici
rovnice jest -

/o(e)—e(e——l)(e+v——1)(g+v)—«0
file) =0, R
fs(@) = —e.

Podle (5) zavedme substltucl 22 =t Determmu]ioi rovmce{.
pfejde ve tvar o

(=37 (9*‘””‘)(’-’+ )=

Pro sudé v tvoi"i koi'eny 4}, —--—2——1,’ resp 0 ~—-—-§— gruppu PI'OP

: (hché v pak koreny J}, - resp 0, — ——§—1~ Odtud Jest lhned

C Pro bod T = 0 viz, Heffter, 1 6. 33-—-—34 :
.. 1) Proy=2 zabyval se touto rovnici Kirchhoff, Ges. Abh pag 34
.- té% Mononobe: Zeitachrift f. angew. Math. u, Physik. I.. Bd.,

... Cupr: Sbornik ¥es. vys. ékoly tachn v Brnd spia 12.

Cuo»ls pro péstov&ni ma.tsmstiky a‘ tysiky noénik‘m’ll
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zfejmo, Ze ke kofeniim p = 0, 1 pati¥{ partikuldrni integraly defi-
nované mocninnymi fadami; pa,rtlkulami integraly piislusné k dal-
§fm dvéma kofeniim obsahu]i logt, resp. log # pouze v prvn{ mocni-
nd. Ze tomu tak jest, lze nahlédnouti jesté jinak. Rovmici (12),
pouzijeme-li jistého diferencidlnfho operitoru, lze redukovati na
dvé diferencidlnf rovnice linedrn{ druhého fadu; lze totiZ rovnici (12)
psiti ve tvaru:

Lt )

a ta jest splnéna, kdyz
: 1d Ldu — ..
( : c_l?) i-ch ¢ili

2 dz
(v+l)u ]/cu

k)
- 0, (12+%)

odkud? je naSe tvrzeni patrno, ]ehkoz determinujici rovnice pro
obé diferencidln{ rovnice jest

ele+7»)=0.
Rovnice (12**) jsou specielnim?®) pifpadem rovnice

. P) ’ 2 a2
2+ L ey S

jejts bbedny integral jest
z=u* ZP (ﬁu‘}'),
pH SemZ Zy(u) jest obecny integral Besselovy rovnice

‘z"+ +<—-7l)z—0 ]
\Y rovnicfb_h (12**) Jest | v
| a=—F.y=4p=v _2Vivc
takie obecné mtegmly rovmce (12’"‘) jsou:
n=u T g, (2ch*)

“fy = " 2Z (2';ch’)

: _a integré.L rovnice (12), resp. (12%) jest kyzy + ke C
‘ Uvahy tyto zistanou v platnosti i pro v=10;v téchto pri-
o pa,deeh jsou determinujfei rovnice:

B Jahnke Emde* mnkmonentafem pag 6.

$. .
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(e—1) ¢* (e+l)-0
: Ce—=1)e'=0. . .
g Prvni z téchto pifpadd Fesi nékteré technické problémy, viz na
pt. Kirchhoff 1. c. 343, Reissner: Beton und Elsen 1908, pag 169, "
srov. Cupr L c. 8. '

. ¢) Zajimavy pri}')ad miZe nastati, kdy? determmu]ici rovnice
patifei k diferencidlni rovnici (1) mé o + 1 koten =~ '
’ala _l al_'—2 °.’a1_ay a+‘l<n9
pfi emZ a, jest nejvétifm kofenem determmu]ici rovnice. Lze .
tedy psati:

fle) =(e—a)(e—a,+1)...(e—ay+ @) %(g),
kdeZ gy(p) jest polynom stupné n—a—1. .
BudiZ jesté :

he)=(e—a +1)...(e—a + a) gifo),
hle)=(e—a +2)...(e—a + o) palo),

fc(Q) = (o "“‘11 + 8) ... (e —ay+ &) %(9), :

fa(e == (e—a + a) gale),

, fa+1(a1-‘“)#0 a R
pii temi ¢4p), s=1, 2,...¢ ]est polynom stupné nejvyée
n—a -+ 8-+ 1, miZe bytl i konstanta, i nula. )

- Za téchto pi'edpokla.dﬁ lze elementarnim vypoétem Z]lstltl, ie .
pro (k + )nf z korem'i

al’ ."‘1 %*2 e a];"‘a,,v“ V Ty
(totiz . pro a,—Fk, takie My =k), ]est v determnantu

A /1(9)’ fole + i) , |
Doy - Mo ket D) ]
. T - hle+k—1)

: -kaédy prvek déhtelem (g —a + Ic), takZe se tento. émltel vysky-,
tuje: v Dy—y, , v mocnind k-té.. Jsou tedy podle posled.n{ véty -
v odst 4. mtegra.ly pi'-isluﬁné Ke+1 kofentim ..

e ., ai-——-l %“2"-:%"“ "_"_.
'vy]tidi-eny pouze ‘fadami. Ze tomu tak jest; lze na.hlédnoutl takto:

.. Za uvedenych pi"edpokludu vymxzi prvnich a rovmo pro
.takie lze koeﬁcienty\ S 4

voht; fliﬁdv'éliié{ ity vienty’ json linedrrif komb:
'Sem pa,ti"i dxfbrenoxé,lni rovnice




260.

2 py (@) Y™ + @t p, (@) YD + ...+ pola) y = 0, (13)
jeilz determinujici rovnice pro bod z = 0 jest .
fle) =(e—ea+ 1) (e—a+2)...op(e) = 0.

Nemi-li jiz ¢,(g) = 0 kofene vyjddieného d&islem prirozenym
a vét&im (¢ — 1), mé rovnice (13) « partikularnich integrala pii-
sluknych ke kofenim 0, 1,...a— 1 ve tvaru mocninnych fad.¢) -

- Té% sem patif Laplaceova diferencidlni rovnice
(@nx + bp) Y™ + (Ba—y Z + bu—y) Y® V... + (@2 + b)y = 0,
@y :}: 0, anbp—y—a,—1 b, + 0 (14)

v okoli bodu z =— ",
ap

Zavedme novou neodvisle proménnou & = (a,x + b,), pak
rovnice (14) nabude tvaru )
‘ 5!/(”? F(enaé + Bar) YV 4 . (b + B)y=0,
Bn— = @p bp—y — On—1 bn (14%)

abod x = — b prejde v bod & = 0. Defeﬁninujfci rovnice v tomto
bod& zni “.

0—n+2(e—n+3). ole—n+ 1+ =0
a ostatni f,(0), fa(e), . . . splﬁu;i udinéné predpoklady.

Nenf-li 8, ¢&islo celistvé, neobsahuje Zadny z partikular-
nich integralu log &, je-li f,—, &islo celistvé > n, mé tuto vlast-
nost (n — 1) partikularni integral pisludny ke kofenim

o n—2 n—3,... 1, 0. .

7. Ma-li determinujici rovnice koi'eny vicenasobné, neni vy-

Setfovini o mnoho nesnadngjif. BudiZ
Jole) =(e—a)u (e—an)* ... (¢ —an)n
a ntvgrme soudin .
. P(Q’ 2n) = fo(Q + l) fo(@ + }m)’

jenﬁ_ obsahuje faktor
T (e e —ag) L (@ —aa)utet e e,

: Zmiéme ‘op&t
' . Qg ¢ P(Q’ ln) Ao, e
& opét obdriime systém (7*), oviem pfi pozménéném vjzno.mu Aoy

,takl.e na_ pf. Pro ¢ = a. plati:

.. %):Pro aq = n—1 viz Pochha.mmer, Crelle. 73, pag. 69; srovnej tél
.. Perron, Acta mathém XXXI1V pag lﬂl Ma.bh Annaleu 70, pag 23,
V_Crelle 137, pag. 60 .

Trea



Ao, @ = Al, az, =0 = Aal_;.ak—l, ay =0
A'o’ 4 = A,l’ a T e = Alﬂn—ak—-l. ap = 0 :
(ﬂx) (ﬂx) ) (ﬂl)
AO az Al,ak = e Aa,—ak—l o = 0
(a;+1) (a,+l) (a.+l)
AOa;; Aluk"‘_‘"'-Aa,—ab—lak =0.
('11"’01) ("1+a.s) v (ﬂl+“|) ‘ . . ,> 15
AO, ag _A'l ap T A a;—ag—1, ay, =0 ( : )
(u,+a,+ ctep—g) — (a,+u.+ +al;-‘2)»_ .
Ao, ax =... Aak__l_,,k, Lo = 0
Af)‘:l:ka‘+ v nL—l—l) e = A(a‘+u.+ ..H * ak._l—_.l): O

(ait+a; +...+ag__1)
: AO ay . 4:0

Jednothve partikulédrn{ mtegraly obdrzime postupnym denvova— o
nim vyrazu - ‘

I(-"”’Q) xO(Ao,o+A1,Qx+A,,9x’+ )
dostaneme tak integraly, jez znadme e
I(z, ay, 1), I(z, @y, 2), ... Iz, a,0)
I(@, a5, 1), I(, 05, 2), . .. I(@, a5, ),

I(w, o, 1), I(z, &, 2), .. I(z, o0, ),

I(x, ay, 1), I(:c a,,, 2),. I(x, O, a,.)

Ze zpusobu, jakym se tvoi postupné derivace- vyrazu I (:v, g), Jest‘ i
ihned patrno, Ze koeficient pti nejvyssi mocniné log z v _partiku- -
larnich mtegralech piisludnych k témuz kofenu ax, jest ty%: Z toha ..
- ihned plyne, Ze, odpa,dne -li v integralu I (2, ax, 1) u nejv ééich moc-
~nin. log z, odpa.dne iu nejvyiéic mocnin v mtegralec S

'IMMJL”K%%M) (mwf

| takie reduku;e-h se mt.egré,l Iz, a; 1) na, mocnmnou fadu, jest
-tato Ffada, zna¥me- ji. m(:c) koeflclentem nejvyﬁﬁi mocniny lo' ‘
v integrélech (16). . .

Staéi tedy vyéeti‘ovatl mtegraly :
EPRPRS I(‘”» “1’ l), I(x’ am l)a ‘ f, I(xvv}:. 2
. '_ Ta.k {heﬁst Vyéeti‘ovéni pi-eveden  Tia- pﬂpad- -jednoduch
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a, jest co do velikosti na mist® prvnim,
Oy ]est co do vehkosti na misté (¢; + 1)nim,

ag jest co do velikosti na misté (¢, + @3 + ... + @p—; + 1),

_a',,. jest co do velikosti na misté (¢, + a3 + ... + an—y+ 1),

pii demZ jest v platnosti (15). Je-li tedy na pi¥. v 3. pifkladé pfed-
choziho odstavce ﬂ,._l dislo celistvé takové, Ze 1 < ﬁ,,_ <n—1,
mé determinujicf rovnice jeden kofen dvomasobny, jenz dava vanik
integralim

1 (E, ﬁn—-—l)’

M(z) + I(z, u—) 108 é,
kdez M(z) jest mocninnd fada v &.

»

Sur un théoréme de Fuchs et sur les singularités apparentes des
équations différentielles linéaires.

(Extrait de I’ article précédent.)

L’auteur considére les intégrales particuliéres d’une équation
différentielle linéaire, écrite sous la forme (1) (voir le texte tchéque)
dans le voisinage du point singulier z = 0 .Ici,P;(x) sont des
fonctions analytiques dans le voisinage de ce point (pour leurs
expressions, voir encore le texte tchéque). Fuchs (Journal de Crelle,
t. 88, p. 356) a démontré le théoréme suivant: si I expressnon

My(z) + M, (2).logx + ... + M,(z).logrz, @)

olt 1 < p < n— 1, est une intégrale pa.rtmuhere de I’équation (1),
il en est de méme pour le coefficient M,(x).Ici M((x) sont — comme
on sait — des séries de puissances de z, multlphées par une certaine
puissance-de z; si I’exposant respectif n’est pas un entier, nommons
les M,(x) tout slmplement séries. :

La question se pose, laquelle des intégrales, appartenant aux.
racines de 1’équation déterminante, est cette intégrale M,(x).
On ne peut pas donner une réponse générale & cette question;
T'auteur résout le grobléme pour le cas ou 'intégrale (2) appartient
& 'une racine deé 'équation déterminante, appartenant a l’é?luatmn__
~ (1)."On résout par 1& en'méme temps un probléme, traité également
- .par Fuchs (Crelle, t. 68, p. 375—378), puis par Frobenius- (Crelle,
- %. 76, p. 224-226) et notamment par Heffter (Einleitung in die

" Theorie der linearen Differentialgleichungen, chap. IL): établir les

- conditions nécessaires et suffisantes pour que I'intégrale, apparte-
- nant:& une racine de ’équation déterminante, contienne seulement
=3 des pmsmces delog z d'ordre mféneur & cehu du cas général ou
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bien que cette intégrale n’en .contienne auoune. Les résultats
acquis sont plus simples et plus claires. )

On peut supposer, sans restreindre la- généralité, que les

“racines de I’équation déterminante sont toutes différentes:
a, >ag>ag> ... >a,, a4 — a, = A= un entier. -

Le systéme, ser‘vant a déterminer les coeficients agy, @qq, @g
des puissances dans les développements pour les intégrales apparte-
nant aux racines de 1’équation déterminante, est donné — comme
on sait par la théorie respective — par (4).Ici, a4, peut étre choisi
arbitrairement; remplagons ce nombre par ag s (o, ).,) et posons,.

Ay = 5(0, Jn)-rg, OB
5 (@A) = fole + 1) folo + ?).. fo(e ——ln)
Si 'on pose I(z,0) =20 (A + 4 )t
Iintégrale a.ppartena,nt alaracine g = a,est donnée pa.r la, formule (5)
Ceci posé, le théoreme a lieu:
-Pour que, dans cette expression, les» (1 <v < Ic———l) puxssan-

* . ces les plus élevées de logx disparaissent, c. & d., pour que tous les

coefficients des séries multipliant log*—1z, logk 2z, ..\, logt—rx
s’annulent, sans que cela se produise pour logt——1z, il faut et il
- suffit que Tes relations (9) aient lieu.

Alors, la série multipliant log"*'—lx est donnée, & un facteur
constant prés, par I(x, a,). (L’expression pour le déterminant D
est donnée dans le texte). Comme. D(g, ¢ + Ax) est une fonction -
rationelle entiére, on peut encore dire: .

Pour que les » (1 < v < k—1) puissances les plus élevées de
log x disparaissent, c. & d., pour que tous les coefficients des séries
multipliant log*—12, log"—’x ..., log¥—rz s’annulent, sans que cela
se produise pour logt——1z, il faut et il suffit que le polynéme
D(p, 0+4x) contienne comme facteur la »-iéme puissance de (¢ —a), -
sans en contenir une puissance plus élevée.

Donc, si Pintégrale particuliére, appartenant . la. racine
0=, (k=23,...,n) doit étre exprimée seulement par une ..
série, il faut et il suffit que le polynéme D(g, ¢ + A,) contienne
comme facteur la (k — 1)-iéme puissance de (¢'— a.), sans en con-
tenir- une puissance.plus élevée. Si cette condition est satisfaite
pour tous les k, toutes les intégrales de 1’équation (1) sont expri-
mées par des séries et sont régulidres; le point z = 0 est ce que
Pomca,ré (Acta mathematica 4, p. 217) a nommé point 3 apparence

-singuliére. Klein appelleé un teY point Nebenpunkt (Vorlesungen
iiber die hypergeometrischen Funktionen 228; Bieberbach, Theorie: .

der Differentialgleichungen 181; voir - aussi Pochhammer, Crelle
73, p. 69; Perron, Acta mathematlca, XXXIV 2 161, Math. -
Annalen 70, p. 23, Crelle 137, p. 60.) .
. ’équatlon détermma.nte ssdde des ra.ci.nes mnltxples*
l’étude n’est pas esaentlellement pFO diiﬁclle et elle aboutxt & des ¢
' \_résultats a.nalogues. oL . 3
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