Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Karel Rossler

O grupé kolineaci kubické ktivky ekvianharmonické

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 60 (1931), No. 3, 166--171

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123936

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1931

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123936
http://project.dml.cz

O grupé kolineaci kubické kiivky
ekvianharmonické.

Karel Rossler.
(Doslo 1. listopadu 1930.)

' V &lanku ,,Kolineace kubickych kfivek harmonickych a ekvian- -
harmonickych*s!) nalezl pan prof. Bydzovsky jednotné vyjadfeni
54 kolineaci, jez reprodukuji ekvianharmonickou kubiku

P
Xy L Xy = alx A - O 3, ¢ X4y,

kde a,, ¢, jsou tretl odmocniny z jedné a (4,, 45, 4;) je permutace
indexi 1,2, 3. Za soufadny trojstran je zvolen Hessidn kubiky.
Uké#i, Ze tohoto vyjadieni 1ze s vyhodou uZiti k studiu kolineac{
ekvianharmonické kubiky.

M4-li permutace (4, 45, A3) pravé ¢ transposic, budeme kritce
Tikati, %e ptislusnd kolineace ma ¢ transposic. Jednu z obou kom-
plexnich tfetich odmocnin z jedné oznadéme e.

Vé&tal. Rozdélime-li kolineace grupy &g, podlemoduli, (m= 1, ¢, &%)
a podle poltu tramsposic (¢ = 0, 1, 2), obdrzime tabulku:

\m 1 . | € | , g2

t g S——

ol wdentita - 2kol. 3.7. © 6 kol. 3.7
E . Ha H—l -Rl’ Rz: Rs IRI—'I: th—l’ Ra_l

, . 9 involuci ‘ 18 kol. 6. 7.
‘ I, ..., 1, . 18,8, lSl—l, cen Syt

) 2" -, 6kal 3.7 12 kol. 3. 7.

Kl, Ks» K,, Kl—l, KoLK, T,,...,T ]Tl—'l; o Tyt A

Dukaz: 1. Tretf mocnina- kolineace x; = aix’ 3 (03 =1),
" kde t# 1, je xr = aranem@’s, coZ je patrné identita. Symbol

- 1) éamp pro pést. mat. afys Roé. LIX, str 168.
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(42 A%, A4?) znali &tverec permutace (A;, A, 4;). Mame vysledek
Charakteristické vlastnost kohneace 3. fadu (a identity) je ¢ & 1.

2. Ctverec kolineace xx = apx’ 3 (g = 1), kde o, =1, =1,
je ¥x = araz, X'y, coZ je identita, nebot g1, = @yes, = ez0;,. Charak-
teristicka vlastnost involuce je tedy m = 1, ¢t = 1.

3. Sest4 mocnina ka#dé kolineace, pro niz ¢ = 1, je identita,
nebot axas, . . . e, = (ares,)® = 1. Charakteristicks vlastnost koli-
neace 6. ¥adu je tedy m £ 1, t = 1.

Véta 2. Ke kaZdému inflexnimu bodu prislusi prdvé jedna
wnwoluce I. Md tento bod za centrum a jeho harmonickou poldru za
osu. Involuci, jeZ md inflexnt bod k za samodruiny, oznacme Iy,
k=1,...,9. V ka¥dém inflexnim trojstranu reprodukuje involuce I}
stranu, prochdzejict bodem k a zbyvajict dvé strany involutornd za-
mé’nuye

Dikaz: Sestrojme na z4klad$ harmonické vlastnosti polary
9 involucf se stfedy v inflexnich bodech, jez reprodukuji kubiku.
Podle véty 1. jsou to pravé involuce Iy, . . ., I,.

Z analytického vyjadieni kolineaci R piimo plyne:

Véta 3. Ke kazdemu vrcholu Hessidnu prislusi pravé 2 koli-
neace 3. fddu R, R—. Maji tento bod za centrum a protilehlou stranw
Hessidnu za osu.

Véta 4. Utvorime-li vseclmy soutiny I I2, obdrZime Ppravé.
vdechny kolineace K a H. Utvorime-li vSechny souéiny KR (resp. IR),
obdrZime prdvé vSechny kolineace T (resp. S).

Dikaz: 1. Souéin I, I, neniinvoluci. Kdyby totiz (1,1,) ([, 1,) = £
pievadéla by identita £ inflexni bod 3, jenZ leZi na inflexni p¥m-
ce 1,2, v inflexni bod 1. Soudin [;/, m4 modul m =1 a je tedy
roven kolineaci K (resp. H). Kolineace I,1,, 1,1, . . ., I,I, jsou na-
vzéjem rizné. Jsou to tedy pravé vSechny kolineace K, H.

2. Kazdy soudin KR je kolineace 7', nebot mé dvé transposice
a modul m & 1. Kolineace K;R, . .., KR, K;R™1, ..., KR~ jsou
navzajem rizné. Jsou to tedy pravé vSechny kolineace 7'

" Poznédmka 1. Budiz déna involuce I; a kolineace K. Plati _
LKI, = I,(ILI)I, = I;I, = K—'. Mame vysledek: Transformu-
jeme- h kohnea(n K (resp. H) libovolnou involuci, obdrzime koli-
neaci K—' (resp. H—'). Odtud plyne piimo: Kolineace K, H jsou
-v8echny mezi sebou komutativni. Jiny dusledek véty 4. je: Kazdou
kolineaci z grupy ®;, dovedeme jednoduSe sestrojiti, nebot znédme
jeji rozklad v centrické kolineace.

Véta 5. Kolineace R, S, T cyklicky zamé’nuyz 3 inflexnt troy-
strany, riazné od Hessidnu.

Dikaz: Kolineace, jez reprodukuji obecnou kublku (6. j . koli-
neace 0 modulu m=1)a Jenom tyto kolineace reprodukuji véechny
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4 inflexni trojstrany. Kolineace R, T nezaménuji inflexni troj-
strany involutorné, protoZe jsou 3. ¥ddu. Pro kolineace S plyne
tvrzeni z rozkladu S = IR.

Pozndmka 2. Charakteristicka rovnice kolineace 7' =z, : x, :
T Xy = %'y 4’y 'y Zni A* = ¢ya,. Pro samodruzné body plati
Yy i Ypt Yy = A% Aay @ 0y, KaZdy samodruzny bod kolineace 7' lei
na kubice, nebot 3 + ¥,® + 5 = (;@,)? + e, + 1 = 0, a neni
bodem inflexnim, jeZto nelezi na Zadné soufadné ose.

Véta 6. Ke kazdému inflexnimu trojstranu, riznému od Hessidnu,
prislust prdavé 2 kolineace 3. fddu K, K. Jsou mecentrické a maji
vrcholy tohoto trojstranu za samodruiné body. Kolineace, jez takto
prisluseji k Hessidnu, jsou H, H—!. ~

Dikaz: Kolineaci K vyjadiime jako soudin involuci K = I,1,.
Z véty 2. plyne, Ze kolineace I,I, reprodukuje kazdou stranu toho
inflexnfho trojstranu, v némz inflexni pfimka 1, 2 je jednou stranou.
Kazdd kolineace K je necentricka, nebot jinak by kolineace
T = KR méla inflexni bod za samodruzny. Pro kolineace H, H—1
plyne tvrzeni z analytického vyjadieni.

Veéta 7. Ke kaidému inflexnimu bodu prislusi prdvé 2 koli-
neace 6. fddu S, 8—'. Jsou mnecentrické a maji tento bod za samo-
druzny. Kolineace, jez maji inflexni bod 1 za samodruzny, oznatime
8;, 8,7 Samodruiné primky téchto kolineact jsou: imflexni tetna
bodu 1, harmonickd poldra bodu 1 a strana Hessidnu, prochdzejici
bodem 1.

Dukaz: Budiz dan inflexni bod I, strana Hessianu I, pro-
chézejici bodem I a kolineace Rj, jeZz m4é stranu I za osu. Pak obé
kolineace 6. ¥adu I Ry, I, Ry~ maji inflexni bod 1 za samodruZny.
Kolineace S, je necentrickd, nebot by méla v disledku §;® = I,
harmonickou poldru bodu I za osu. To je ve sporu se vztahem
8, = I,R;. Kolineace 8, nemé kromé bodu I jiny inflexni bod za
samedruZny, nebot by byla centricka. Probéhne-li bod I viechny

_inflexni body, dostaneme pravé viech 18 kolineaci 8. Je ziejmsé,
Ze 8, m4 inflexni teénu a harmonickou poldru bodu I za samo-
druzné piimky. Obé prochdzeji protilehlym vrcholem Hessidnu.
Z analytického vyjadieni kolineace 8, je patrno, Ze také jedna
strana Hessidnu je samodruZné. Je to ta strana, jez prochazi inflex-
nim bodem I, nebot jinak by ‘existoval svazek samodruZnych
piimek. ‘ :
Véta 8. Samodruiné body kolineace T jsou vrcholy trojihelnika,
ktery je kubice vepsdn a zdroves opsdn.

- Dikaz: Budiz 4, samodruzny bod kolineace 7'. Jeho te¢novy
bod A, je op&t samodruiny a 4, & 4,, nebot A4, podle pozn. 2.
nenf inflexni. Te¢novy bod A4; bodu 4, je opét samodruzny a je
Ay F Ay, Ay + A,. Tednovy bod bodu 4; je bod A4,, nebot koli-
neace T' je necentricka. ‘
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Véta 9. Libovolnd kubika rodu 1 md prdvé 24 trojihelniks,
keteré jsou ji vepsdny a zdrovern opsdny.

Dukaz: PouZijeme parametrického vyjadfeni. Vrchol 4; troj-
thelnika necht méa parametr ux, k = 1, 2, 3. Pak plati 2%, + u, =0,
2uy + u3 =0, 2u3+u;, =0, t. j. 9u, = 0. Podet vrchold je
9.9 —9 = 72 (nutno vynechati inflexni body).

Pozndmka 3. Misto ,,trojthelnik, ktery je kubice vepsin a
zaroveil opsan‘ budeme v nasledujicim ¥ikati kratce ,,trojahelnik¢<.
Jak znamo, plati obecné: Tiemi samodruZnymi body, jeZ nele#i
v pfimce, jsou dany pravé 2 necentrické kolineace 3. ¥adu; z nich
jedna je étvercem druhé. Ke kolineacim 7' vede tedy pravé 6 troj-
thelniki. Je tkolem nésledujicich vét objasniti vyznaéné postaveni
téchto Sesti trojuhelnikti mezi 24 trojihelniky na ekvianharmonické
kubice.

Véta 10. Na libovolné kubice rodu 1 je kady trojihelnik repro-
dukovdn jedinou z dvojic kolineact (K,;, K, 1), (K,, K,71), (K, K3™1),
(H, H™) a kaZdd z téchto kolineact reprodukuje pravé 6 trojihelniks.

Dikaz: Budiz dan trojihelnik 4 svymi parametry 4 =(}w,
— %w, 4w), kde w je perioda. Involuce I,, jejiz centrum m4 para-
metr 1w, pfevadi A v 4'= (— %w—%wl, 2w —Liw, — 4w — tw),
mvoluce I prevadi A" v A" = (fw + w, — twp, — 1w + dw, —

— Ywg, dw + fw, — Lwp). Srovname li para,metry tro;uhelnlku
4, A”, méme vysledek: Nutnd a dostadujici podminka, aby koli-
neace I,/; reprodukovala trojihelnik 4, je fw = + (1w, — Lwy).
Hledejme k danému trojﬁhelniku 4 véeehny kolineace LI, jez
Je] reprodukup Pro }w; mame 2 feSeni; oznaéime je fw, = tw; —

Tw, fwy = 1w1 + Jw. Jeito Jw, + tw, + tws = O leZi inflexni
body 1, 2, 3 v ptimce. Mame vysledek Dany trOJuhelmk 4 je repro-
dukovan kolineact 1,1, a kniinversni I,I;. Hledejme obracené k dané
kolineaci 1,1} véechny trojahelniky, které reprodukuje. Vychazi
18 vrcholt: o = 4 1 2100, *; 20 Mame vysledek:
Dang kolinea,ce LI reprodukuje pravé 6 troj}ihelnikﬁ.

Poznamka 4. Z véty 10. je patrno: 24 trojahelniki na kubice
rodu 1 se rozpadd ve 4 skupiny po Sesti trojahelnicich a kazda tato
skupina nalezi podle véty 6. Jednomu inflexnfmu trojstranu. Nésle-
dujici véta ukéze: Skupina Sesti trojithelnikd, jez na ekvianharmo-
nické kubice zaujimé vyznatné postaveni tim, Ze vede ke koli--
neacim 7', nile#{ tomu inflexnimu trojstranu, jenZ je Hessidnem.

Vieta 11. Ke kadému trojuhelniku na ekvianharmonické kubice,
7enz je reprodukovdn kolineaci H, prislusi prdvé 2 kolineace 3. Fddu

T, T1. Jsou necenlrické a mayz vrcholy trojuhelnika za samodruiné
bod
qukaz. Budiz 4 trojthelnik, jenZ vede ke kolineaci 7'. Jestli-
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%e H prevadi trojabelnik 4 v 4’, vede A’ ke kolineaci H—'TH = T
(viz vétu 4. a pozn. 1.), t. j. 4" = A. Mame vysledek: KaZdy troj-
thelnik, jenz vede ke kolineaci 7', je reprodukovan kolineaci H.

Z nésledujicf vty je patrno, jak izce souvisi nase analytické
vyjédreni kolineaci se strukturou grupy ®;,.

Véta 12. Rozdélime-li kolineace grupy &;, podle moduli a podle
poétu transposic a oddélime-li identickou kolineacs, provedli jsme ttm
rozklad grupy &;, v tridy.

Dikaz: Kolineace téze t¥idy jsou téhoz ¥adu a téhoz modulu.

1. Kolineace 8;,...,S, tvofi tiidu, nebot 1,8,1,=38,, I,S8,1; =8,
atd. .
2. Jeito kolineace 8, . . ., Sy tvoii tiidu, plati totéZ o jejich
kvadratech R, R,, R, a tfetich mocninédch 7, .. ., I,. :

3. Kolineace K, K,, K;, K, 1, K,71, K,~1 tvori t¥idu: Koli-
neace K, R—'KR, RKR—! piislusi podle véty 5. riznym inflexnim
trojstrantim; podle pozn. 1. plati I,KI, = K—'. Ttida obsahuje
6 kolineaci, protoze obsahuje aspoil 4 kolineace a 4 neni délitel 54.

4. Kolineace 7', ..., T'¢ tvoii tiidu: Danou kolineaci 7', roz-
loZzime: T, = KR;. Na ose kolineace R; zvolime inflexni bod 1.
Plati R;—I,Ry=1I,, nebot tato kolineace md bod I za samodruZny.
Transformujeme-li kolineaci 7', kolineacemi Ry, Ry—1, I;, obdrzime
podle predeslého odstavce dalsi 3 kolineace 7'

Pozndmka 5. Zndme-li rozklad abstraktni grupy v tiidy,
mizeme o kazdé podgrupé ihned rozhodnouti, zda je normaélni.
Dile dovedeme ke kazdému elemeptu udati podet elementi s nim
komutativnich. Je-li totiz & tiida daného elementu a 9t jeho
. normalisitor, plati, jak znamo: Podet elementt v t¥idé & se rovnd
indexu normalisdtoru M. Normalisitor kolineace H je tedy pod-
grupa 27. ¥idu, t. j. H je komutativni se viemi kolineacemi 3. fadu.
Pfi vyhleddvini podgrup grupy ©;, vyZaduji sloz1te3élch avah
: ]enom podgrupy 9. a 18. fddu. Bez obtiZi zjistime, Ze &5 mé

podgrup 2. fadu, 13 podgrup 3. fidu (z nichi 1 je normalni),
21 podgrup 6. fadu (z nichz 9 je cyklickych) a 1 podgrupu 27. ¥adu
(jez je normalni).
. Véta 13. Grupa @5y md pravé 4 podgrupy 9. Fidu. Z nich nor-
‘malm 9sou tyto: .
()= (8, H, B\ K, Ky, Ky, K, Ky, Ky,
II) = (EHH , By, Ry, Ry, R,71, R—IR—l)
Zbyvayim 2 jsou konjugovdny: ’
(III) E(Ey Ha H—l: Tb T27 T:b Tl_la Tz_l’ stl):
IVY=(B,H H YTy, T5, Te, Ty, T, Tg).
Dikaz: 1. Normalisitor kolineace K, se sklad4 z kolineaci (1),

nebot m4 ¥4d 9 a K, je podle pozn. 1. komutativnt se vemi koli-
~heacemi K, H. Normalisitor kolineace 7', se skldd4 z kolineact (111),
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nebot' m4 ad 9 a 7', je komutativni s kolineacemi £, H, Tl, T,=TH,
Ty = T\H—! a s jejich inversnimi. Mdme vjrsledek (I ) je normah—
sator ka#dé kolineace K, (III) je normalisitor esti kolineaci T
a (IV) je normalisitor zbyvajicich Zesti kolineaci 7.

2. Kazd4 abstraktni grupaf9. fadu je Abelova. Obsahuje-li
tedy podgrupa 9. Fadu kolineaci K (resp. T'), je totozné s normali-
satorem této kolineace. Jsou tedy (I), (III ), V) pravé véechny
podgrupy 9. ¥adu, obsahujici kolineaci K nebo 7.

. 3. Podgrupa 9. ¥ddu, jeZ neobsahuje ani K ani 7', se sklad4.
patrné z kolineaci (17).

4, Podgrupy (LII), (IV) jsou konjugovany, nebot’ )e]mh norma-
lisdtor je podgrupa 27. ¥adu.

Véta 14. Grupa ®; md prdvé 4 podgrupy 18. fddu. Z nich
1 je grupa obecné kubiky, jez je normdlni. Ostatni 3 jsou konjugoviny
a tohoto tvaru

(B, 1,1,,I,,H . H ', R,, Ry, R,, R, ', R,~ !, R,~1,
Sl’ st S37 Sl—ly S2_1> S3—1)’

kde kolineace I,,1,,1,,8,,8,,8;,8,71,8,7 1,837 reprodukugi tutéZ stra-
nu Hessidnu.

Dikaz: Jak zndmo z teorie abstraktnich grup, obsahuje pod-
grupa 18. fadu aspoii 1 involuci I, a asponi 1 podgrupu 9. fadu.

1. Obsahuje-li podgrupu (I) (viz vétu 13), ma jesté 9 involuci
L,LH ILH ' I,LK, I,K,, ... a _je proto totoZnd s grupou obecné
kubiky.

2 Obsahuje li podgrupu (1), mé jesté 3 1nvoluce Il,IlH LLH?
a 6 kolineaci 6. ¥adu I R, I,R,, I, R;, LR,~1, ... Tyto involuce a
kolineace 6. fadu reprodukuji patrné tu stranu Hessiénu, jez pro-
chdzi inflexnim bodem 1.’

3. Obsahuje—h' podgrupu (I1I), ma jesté 6 kolineaci 6. radu
1,1y, I, T,, LT, I,T,, ... 3involuce I,, [,H, I,H— a aspoii 1 koli-
neaci 3. fadu R = 82 celkem aspon 19 kohneaci Tento piipad je
tedy vylouden.

4. Viechny 3 nenorméln{ podgrupy 18. radu jsou kon]ugova,ny,
nebot. normalisétor je podgrupa 18. radu

*

Le groupe des homographles reproduisant la cnblque
équianharmonique. '

(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur, employant ’expression analytique des homogra-
“phies reprodulsa.nt la cubique équianharmonique*), étudie leurs
propriétés géométriques et en déduit les propriétés de leur groupe.

*) Voir l’article de M. BydZovsky, Casop pro pést. mat. a fys~
Roé LIX., str. 168.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T00:27:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




