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Elementarni ditkkaz Hurwitzovy identity.
‘ Napsal Vdclay Vesely.
(Dolo 2. ¥ijna 1932.)
Bude dobe, budou-li zde buvedeny alesponi nejdalezitéjsi
- informace o Waringové problému, pii kterém se HvurW1tzova
identita objevila. Je to problém: Najiti jest nejmendi éislo celé
a kladné g(k) takové, Ze kazdé Cislo celé o kladné lze vyjddfiti jako
soulet g(k) anebo méné k-tych mocnin celych Kladnych éisel. Pfi
tom k je celé éislo > 0. Jmenuje se Waringovym, protoZe Edward
Waring v I. vydani svych Meditationes algebraicae (r. 1770)
na str. 204 prvy, patrné z pouhé zkuSenosti, prohlésil, Ze kazdé
celé kladné éislo j je souttem 9 anebo méng celych kladnych krychli
a 19 anebo méné celych Styfmoci atd.

Problém na podatku nevzbudil takika zdjmu, teprve od roku

' .1835. zadinaji se v literatute ob]evovatl rozmanitd pojednéni
0 tomto problému. Velmi zevrubny, a8 ne zcela Gplny soupis’

- této literatury do r. 1920 spolu se struénym resumé kazdého
pojedndni podavé L. E. Dickson: History of the theory of numbers,
II. dil, str. 717—729. Zde alespoii bud konstatovéino, Ze metody,
kterymi bylo postupovéno, jsou v podstaté tyto: metoda empiricka.

. metoda identit (vychézejici privé z identity Hurwitzovy) a pak..
analytické metody Hardy-thtlewoodovy a W1n0gradovovy

Co do vysledki lze ¥ci, %e dosud je problém vyreéen v tri- -

- viadlnim pnpadé k=1, kdy g(1) = 1, dale g(2) =4 a'g(3) = 9.

~ Pro daldi k jsou pouhe odhady disla g(k) Velmi. pekn odhad pro
libovolné % odvodili Hardy a Littlewood, ale jejich odhad netyks
se &isla g(k) samotného, nybrZz velmi’ blizkého &isla G(k).! Bylo-li- -
by ale znadmo G(k) pro né]ake k, pak’ ustanovem g(lc) pro ‘totés k-
je jiz véci pouze podtarské- trpehvostl

Vedle téchto odhadt je ze starSich praci dulez1ty'm ‘vfrsledkem .
véta o existenci &fsla g(k). Je to véta Warmg-Hllbertova
Kazdé celé kladné éislo je souctem N anebo méné k- tyck mocnin celych

. kladnyjch &isel, pFi éemi N zdvist jen na k. Dokézal ji po prvé D. Hil-

“bert r. 1909. Podstatnou &4stf jeho dikazu je dikaz identity Hur-, -
 witzovy, ‘Ltery podal s uZitim -integrilniho ‘podtu. Hurwitzova’
' “identita pro libovolné %, ale ‘pouze pro r = 4, se po. prvé. objewla
v Hurwitzové &lanku z r., 1908, pied tim oviem'jiZ byly.zndmy. -
. n8které jeji zvlastni pripady, Te}ioz roku- ]ako *Hllbertuv ‘dukaz."
vyéel 1 Hausdorffiy. dukaz I—Im:wmzovy,, 1den,t‘11;5%§ E!rnvedeny a}e ’
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také s uzitim integralniho poétu. Dlkaz Hausdorffiv zjednodusil
Stridsberg zavedenim symbolické mocniny
!

=0 pro v = 0 (mod. 2)

0 pro » = 1 (mod. 2)

ale p¥i tom uZziti integralnfho poétu zcela neodstranil. Nutno po-
dotknouti, Ze podal cely dikaz Waring-Hilbertovy véty, a to zpa-
sobem odlisnym od Hilbertova. Koneéné jak Remak, tak i Fro-
benius upravili Stridsbergiv diukaz Hurwitzovy identity tak, Ze
odstranili viibec uziti integralniho poé¢tu. Oppenheim r. 1930 podal
cely dukaz Waring-Hilbertovy véty, a to v konedné fzi, k jaké
se doSlo ze Stridsbergova diikazu. Neuzil ale symbolické moc-
niny A?, nybrz vratil se k uZiti integralnifho poétu.

V dalsim bude poddn pouze dikaz Hurwitzovy identity na

podkladé myslenky Stridsbergovy a Frobeniovy. Bude ale potud
jednodusii, Ze nebude uzivati ani integralniho podtu ani symbolické
mocniny.

Veéta 1.0 Jestlize

(7]

. pn—2i i
H,(x) = n! .hZO’(— 1)t F P— pro celé » > 0 as
a Huy(x) =10 ’ pro celé n < 0,
pak je pro m = 1 dertvace :
Hy(z) =n . Hy—1(2) T (2}
a Huy(z)—z.Hpa(z) +2.(n—1). Hyps(x) = 0. (3)

Dukaz: 1. Z (1) derivovanim podle 2 plyne
=]
Hip(z) =nl. D' (—1).

=0

xn——-%—l .

il (n—2.i—1)!

="n. Hn—l(x),
c.
2. Po uspofadani ¢lentt podle mocnin z na levé strané (3) je
koeficient u 2" pro 1 <r < in

n! . (— 1) (n— ). (—1)
rl.(m—2. 7 . (n—1—2.7)
L 2.(e—1) {n =2} (=1,
3 r— D . (n—2.7)! -
Ao (m—1)!
&um.h—l'—"m:o,_ c. b. d.

Véta 2.: Jestlize pro vdechna m 2> 1 je ‘ :
(@ —¥) . Ga(2, y) = Ha(2) . Hoa(y) — Haa1(2) . Ha(y), (4)
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kdez z, y jsou nezdvisle proménné, pak

1—1
Gal2, 9) = (n— 1)1 2(n2 e Ha(n) . Baly) ()

Dikaz: Dosadi-li se do (4) za H,(z) a Hy(y) vyrazy plynouci
z (3), je po Gpravé :

(2—9) . Ga(a, y) = (& — ) . Hoa(@) . Haa(y) +
+2 n—1). (x—y) . Gua(®, 9),

Gl Gule, y) = Ho1(z) . Hoz(y) + 2. (n— 1) . Gps(a, ¥),

coz divd (5) vzhledem k tomu, Ze Gy(z, y) = 1, c. b. d.
Véta 3.: Rovnice Hy(z) = 0 md n redlnijch navzdjem rdznych
koreni. :
Dikaz: 1. Necht md koteny kompléxni. Pak, znadi-li ;. @,
dva jeji komplexn& sdruzené kofeny, je podle (5)

Gn(ay, ) > 0 a podle (4) (e, — @) - Gpley, &) = 0,

coZ je ve sporu. Rovnice Hy(z) = 0 nemiize tedy miti komplexni
koYeny.

2. Ze nem4 ani koteny vicenasobné, dokaze se Gplnou indukei.

a) Necht tvrzeni plati pro n = n;. Kdyby rovnice H, +1(z) =0

méla p-ndsobny koten &, p > 2, pak by jeho derivace musila miti
tyz koten (p—1)- naqobny, cozZ vzhledemk (2), znamena, ze Hy () =
= 0 méd (p — 1)-ndsobny kofen a. Pak z (3) pro n = n; + 1 plyne,
ze 1 Hy, _;(x) =0 md (p— 1)-ndsobny kofen «. To znameni
vzhledem k (2), Ze polynom H, (z) a jeho derivace maji spoleénou
miru (z — )P~ ¢ili, Ze H, (z) = 0 musi miti kofen «¢ p-nidsobny.
To je ve sporu s pfedpokladem. Plati tedy tvrzeniipro» = n, + 1.

b) Rovnice Hy(z) =0, t. j. 2.342*>—2=0 md kofeny
redlné ruzné z, = + ]/2 Ty = — ]/" Tedy pro n; = 2 véta plati.

Plati tedy véta pro kazdé n, e. b.d.

Véta 4.: Lze ustanoviti n redinych navzdjem riznych cwel B tak.
Ze soustava m linedrnich rovnic

ZQ,:,ﬁf’:C,,, y=0,1,....n—1, (6)
i=1 .
des !
edez ————:J" pro vEO\lk
¢, =1 () (mod. 2) 7y
0 pro v = ll

md FeSent v Cislech o; kladngch.
Dukaz: Necht &isla f; jsou kofeny rovnice Hy(z) = 0. Pak
determinant scustavy (6) je = 0 a tedy &isla g; jsou jednoznadné
urdena.
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Bud dale n polynoma stupné n — 1

(SL' /3 n—1
szvl——————f— dyy. o, r=1,...,n. (8)
7( ) x—ﬁr g . 5
ProtoZe podle (2) a (4) je Fy(z) = n . Gulx, fr). je téZ
n 9i—1 : )
Fy(z) =n!. D) ——— H, (@) . Hyilfy), 7=1,...m (9
j=1 (’ﬂ - 7) ‘

Porovndnim koeficientG u 2! na pravych strandch rovnic (8) a (9)
dostane se

R—j—1

S 21 (=l (=) ®
= ;: m—pt" (n"i'“lj* ~z»1 e

n—j—I1=0{(mod. 2)

l=0,1,...,n—1, r=12...,n
¢ili po tpravé, klade-lise j =n—1—2.%
[n-—l—~1
n! S gn—I—2h—1 l=0,1,...,n—1
— [ h e H > . ’
iy = I ,;: (=1t h! - Hopa(Br), r=12...,n
' (10)
JestliZe se nyni prvni rovnice soustavy (6) nisobi &islem do,
drubé d.., tfeti d, o, . . ., n-té d, ,; a sedte-li se viech téch n rovnic,
bude na levé strans V}'rsledné rovnice vzhledem k (8)
n .
Hn(ﬁt) . H'n(ﬁf)
— V. p; = {H’ 2
g. B — B, Qt‘ or - {H'»(Br)}
a na pravé O ta—iq
P n—1 [%]
P = Zcp . d,,’,, ESS Z Cou - d?‘,Q,u =
v=0 pu=0
[n——l] [n——2p~—1 ‘ ‘
(2u)! n! n—2p—1—24
= ‘______._____(_l)h._m,__*H_h ;
ug; h;(: ,U:! (2,“)! I +9I‘(ﬁ7)

- Jeli koneéné u =t—h, pak
[n—l] C l
F = Z n!. 2n—1-2  Hy(B,) . Z T " h)‘ n! . on—1

Je tedy vysledna. rovnice po upravé




or {H'(B,))2 = m! . 201

&ili n! . 2n—1 <0
Cr = TFTT e - 0.
T HLB)R
Protoze tato tvaha plati pro » = 1, 2, 3, . . ., n. plyne z toho,

Ze jsou-li &isla f; koYeny rovnice H,(2) = 0. m4a soustava (6) Feseni
v &islech ; kladnych, c. b. d.

Véta 5.: Lze ustanoviti n raciondlnich navzdjem raznych
Cisel B; tak, Ze soustava (6) md reSent v Cislech o; raciondlnich kladnyjch.

Diikaz: Podle (6) jsou g; spojitymi funkcemi proménnych f;
v bodech (B, . . ., fn], kdyZ determinant soustavy = 0. To znamena,
Ze lze ustanoviti takové okoli bodu [, . . ., ], Ze &isla g; nebudou
ménit znaménko, budou-li #; v tom okoli. -Jsou-li §; kofeny rovnice
Hu(z) = 0, pak lze voliti v tom jistém okoli bodu [f, .. .. fa]

takovy bod [Bi, - - ., Bul, %e B; budou navzijem riznd a raciondlni

a g; = g; jim pf‘lslusna podle (6) tudiz raciondlni a také kladna,
c. b. d
Véta 6.: Pro vsechna celd m < n a viechna celd r > O plats

wdentita v xq, . . ., 2,
n m,
2 00,- 00, - - - 0o, (Bo ¥y & . -+ B = (2* + ... £ 7)),
D1peresVp=1 : ( 11)
kde% By, . . ., Bn je m navzdjem rizniych redlnych éisel a oy, . . .. on

jsou Eisla dand rovmicemi (6) a c; rovnicems (7). -
Dtikaz: Podle. polynomické véty je leva strana (11)

L r xzmﬁz 4
m! E O, - - - On, > P
By Oy =1 mtoFup=mi=1 M
“i =0

= m! Z ’ Z 0o - o .
=1

Mt tup=m :.—-l
u;j=0

Z toho plyne vzhledem k (6) a (7), Ze (11) plati pro m liché.

Pro m sudé- musi byti vzhledem k (6) a (7) ui = 2v;, 0 = 1.....r
a tedy je leva strana (11) rovna

| r 22 (2. 1!5)! " m! . 2)’?

", +. g_-_ 1.I—I @.w)! owmt o @m) (Bl 4 %
=0 2 c.b.d.

Véta 7. (Hurwitzova identita): At jsou m a r jakdkoli

celd éisla > 0, plati vidy tdentita v x,, . . ., 2,

M )
(@2 + ...+ &) = D Rilenm, + ... + el (12)
i=1 g '
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kdez celd Gisla e;;, raciondlni Liadna éisla RB; a celé kladné éislo M
jsou zdvisld pouze na m a r.
Dtkaz: Podle véty 5. pro n ==m + 1 lze urditi raciondlni

disla, f; = % i=1,2 ..., m+1, kde# » a & jsou celd &isla,

5 i
tak, e ¢isla g; jim piislusna podle (6) jsou raciondlni a kladné.
Z povahy uréeni &isel Bi i i plyne, Ze &isla s, 0; 1 o; jsou zévisla

jen na m. Jestlize se nyni dosadi do (11) pron = m + 1 za f; = B
a g; = i, déli-li se rovnice (11) ¢, a vytkne-li se z kazdé zavorky
m

1
na levé strané (11) < ——-g——a—\) dostane se identita (12) s éisly

y - - O,
Qv - Ovy < - - Qu, .
Ri:(é 6 5)7)’& c 3 ezgz}/@j,z:l,z,...,M,
¢y - Uy o oo Uy, - Um
kdez vy, . . .. v, je néjaka variace s opakovanim r-té t¥idy z m + 1
éisel 1,2,...,m + 1. Jsou tedy &isla R; raciondlni{ kladnéd a zé-

visld jen na m, 7, Gisla e;; celd a zavisld jen na m.
Koneéné &islo M = (m -+ 1) je celé azivislé jennam, r,c. b. d.
* .
Une démonstration élémentaire de I’identité de Hurwitz.

(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur démontre 'identité de Hurwitz en se basant sur la
démonstration de Stridsberg et de Frobenius, mais sans employer
ni le calcul intégral ni la puissance symbolique A*.

*
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