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Elementární důkaz Hurwitzovy identity. 
Napsal Václav Veselý. 

(Došlo .2. října 1932.) 

Bude dobře, budou-li zde uvedeny alespoň nejdůležitější 
informace o Waringově problému, při kterém se H u r w i t z o v a 
i d e n t i t a objevila. Je to problém: Najíti jest nejmenší číslo celé 
a kladné g(k) takové, ze každé číslo celé a kladné lze vyjádřiti jako 
součet g(k) anebo méně k-tých mocnin celých kladných čísel. Při 
tom k je celé číslo > 0. Jmenuje še Waringovým, protože Edward 
Waring v I, vydání svých Meditationes algebraicae (r. 1770) 
na str. 204 prvý, patrně z pouhé zkušenosti, prohlásil, že každé 
celé kladné číslo je součtem 9 anebo méně celých kladných krychlí 
a 19 anebo méně celých čtyřmocí atd. 

Problém na počátku nevzbudil takřka zájmu, teprve od roku 
18&5 začínají se v literatuře objevovati rozmanitá pojednání 
o tomto problému. Velmi zevrubný, ač ne zcela úplný soupis 
této literatury do r. 1920 spolu se stručným resumé každého 
pojednání podává L. E; .Dickson: History of the theory of numbers, 
II. díl, str, 717—729. Zde alespoň buď konstatováno, že metody, 
kterými bylo postupováno, jsou v podstatě tyto: metoda empirická, 
metoda identit (vycházející právě z identity Hurwitzovy) a pak 
analytické metody Hardy-Littlewoodovy a Winogradovovy. 

Co do výsledků lze říci, že íiosvid je problém vyřešen v tri­
viálním případě k.=. 1, kdy g(l) =-= L. dále g(2) .,-== 4 atg(3)•» 9,. 
Pro další k jsou pouhé odhady čísla g(k). Velmi pěkný odhad pro 
libovolné k odvodili Hardya Littlewood,ale jejích odhad netýká 
se čísla g(k) samotného, nýbrž velmi blízkého čísla; G(k)lJBy!o4i 
hy ale známo G(k) pro nějaké k, pak;ustanovení g(k) pt°'totéž k 
je již věcí pouze počtářskéftrpělivosti. ' > «y ; V. 

Vedle těchto odhadů je ze starších prací důležitým výsledkem 
věta o existenci' čísla g(k)~ Je to v ě t a Waring-Hilbertova; 
Každé celé kladné číslo je součtem N anebo méní k-tých mocnin celých 
kladných čísel, při čemž N závisí jen na k. Dokázal ji po prvé D. Hil-
bert r. 1909, Podstatnou částí jeho důkazu je důkaz identity Hur-, 
wjtzovy, který podal s užitím integrálního poctu. Hurwitzova 
identita pro libo volné &, ale pouze pro r ^ 4, se ^o prvé, objevila 
v°Hurwitzově článku z T*> 1908, před tím bvšeín ^ž bylý^ známy 
některé její zvláštní případy, Téhož rokti jako f ^lbWtův důkaz /. 
vyšel i Hausdorffův důkaz Hurwítzoyy^id^ ale 

$••'...••., : '.'. .•.••/•'.' V̂ .r/;-'.- ;-;̂ -.. *S-i^-- iV-^^^V^^* - .•.••'•'••.•• • •••'• 
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také s užitím integrálního počtu. Důkaz Hausdorffův zjednodušil 
Stridsberg zavedením symbolické mocniny 

f v\ 
p r o v = Q (moři 2) 

h? = i (p)l r v ; 

I 0 pro v = 1 (mod. 2) 
ale při tom užití integrálního počtu zcela neodstranil. Nutno po­
dotknouti, že podal celý důkaz Waring-ffilbertovy věty, a to způ­
sobem odlišným od Hilbertova. Konečně jak Remak, tak i Fro-
benius upravili Stridsbergův důkaz Hurwitzovy identity tak, že 
odstranili vůbec užití integrálního počtu. Oppenheim r. 1930 podal 
celý důkaz Waring-Hilbertovy věty, a to v konečné fázi, k jaké 
se došlo ze Stridsbergova důkazu. Neužil ale symbolické moc­
niny hv, nýbrž vrátil se k užití integrálního počtu. 

V dalším bude podán pouze důkaz Hurwitzovy identity na 
podkladě myšlenky Stridsbergovy a Frobeniovy. Bude ale potud 
jednodušší, že nebude užívati ani integrálního počtu ani symbolické 
mocniny. 

V ě t a 1.: Jestliže 

B.n(x) = n\ . V (— 1)\ - — - — — pro celé n > 0 
(i) 

a Rn(x) = 0 ' pro celé n < 0, 
pak je ]yro n >_ 1 derivace 

R'n(x) = n . Kn-i(x) (2) 
a Hn(x) — x . Rn-.±(x) + 2 . (n — 1) . H„_2(a;) = 0. (3) 

Důkaz: 1. Z (1) derivováním podle x plyne 

=v*> = ^•g(- 1 ) í -, ! . ( T O ^^T ) i-"- H -^;b.d. 
2. Po uspořádání členů podle mocnin x na levé stráně (3) je 

koeficient u xn~2r pro 1 <^ r < \n 

n\ . ( — l ) r ( w — 1)! . (— l)r 

r\ . (n — 2 . r)\ r\ . (n — 1 — 2 . r) ! 
. 2.(n—l).{(n — 2)\}.(-iy^ 

^ (r—l)\.(n — 2.r)\ 

+ 

n\ (n—l)\ r ! i 
a u xn: -- — ™ -f, = 0, c. b. d. 

n\ (n-—1)! 

V ě t a 2.: Jestliže pro všechna n 2> 1 je 
(x—y). Gn(x, y) = Un(x) . Bn~-i(y) — Hn~i(#) . Hn(y), (4) 
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kdež x, y jsou nezávisle proměnné, pak 

Gn(a, y) = (n - 1)! . y 7 - ^ 7 . H*-*(*) - -BU-í(y). (5) 

Důkaz: Dosadí-li se do (4) za HM(ce) a Hn(y) výrazy plynoucí 
z (3), je po úpravě 

(x — y). Gn(x, y) = (x — y) . H»_i(a;) . H*_i(y) + 
+ 2 .• (w, — 1) . (x — y) . G»_i(&, y), 

čili G»(a?, y) = Tln-i(x) . H*-i(y) + 2 . (T& — 1) . G„-.i(a;, y), 

což dává (o) vzhledem k tomu, že Gx(x, y) = 1, c. b. d. 
V ě t a 3.: Rovnice Bin(x) = 0 mři % reálných navzájem různých 

kořenů. 
Důkaz: 1. Nechť má kořeny komplexní. Pak, značí-li a1. at 

dva její komplexně sdružené kořeny, je podle (5) 

G^K, a2) > 0 a podle (4) (ax — a2) . G^(a1? a2) = 0, 
což je ve sporu. Rovnice Hn(x) = 0 nemůže tedy míti komplexní 
kořeny. 

2. Že nemá ani kořeny vícenásobné, dokáže se úplnou indukcí. 
a) Nechť tvrzení platí pro n —- n±. Kdyby rovnice H n i + i ( # ) = 0 
měla ^-násobný kořen a, p I> 2, pak by jeho derivace musila míti 
týž kořen (p—l)-násobný, což vzhledem k (2), znamená, že ~Kni(x) = 
= 0 má (p — l)-násobný kořen a. Pak z (3) pro n = nx + 1 plyne, 
že i HWl_-i(a;) = 0 má (p — l)-násobný kořen a. To znamená 
vzhledem k (2), že polynom Hni(x) a jeho derivace mají společnou 
míru (x — ay—1 čili, že H % ( # ) = 0 musí míti kořen a ^-násobný. 
To je ve sporu s předpokladem. Platí tedy tvrzení i pro n = % + 1. 

b) Rovnice H2(x) = 0, t . j . 2 . \x% — 2 = 0 má kořeny 
reálné různé x1 = + ]/2, x2 = — ]/2. Tedy pro n\ = 2 věta platí. 

Platí tedy věta pro každé n, c. b. d. 
V ě t a 4.: Lze ustanoviti n reálných navzájem různých čísel /Ĵ  takr 

ze soustava n lineárních rovnic 

2 Q І 

t = l 

•ßŕ Cy, 

v! 

C, = = { 0 

v = 0, 1, . . .? тг— i; (6) 

pro v = 0 
>(mod. 2) (7) 

kdež 

pro *> = 1 
má řešení v číslech QÍ kladných. 

Důkaz: Nechť čísla fa jsou kořeny rovnice Hn(%) = 0. Pak 
determinant soustavy (6) je =j= 0 a tedy čísla Di jsou jednoznačně 
určena. 
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Buď dále n polynomů stupně n — 1 

Щx) = 
Яn(x) . Wn(ßr 

П—l 

±^Ell= Ydrj,.x*, r - = l , . . . , n . (8) 
Pr íí-o 

Protože podle (2) a (4) je Fr(a;) == n . 6»(ař, /?,), je též 

Vr(x) = nl.]ť ~~—^ . H w ^ ( x ) . H M - ( / ^ r =- I, . . , ^. (9) 

Porovnáním koeficientů u x* na pravých stranách rovnic (8) a (9) 
dostane se 

»Í—í—/=0(mod. 2) I 2 I - - " -

Z = 0, 1,. . ., n — 1, r = 1, 2, . . ., n 

čili po úpravě, klade-li se j = n — l — 2.7?, 

p-±_] 

^ = T ' 2 ( ~ } • ~~f— • ^ ^ r-= 1, 2, . . ., » 
(10) 

Jestliže se nyní první rovnice soustavy (6) násobí číslem dTjQ, 
druhá dT}i, třetí dŤ)^ . . ., n-tá c?r?̂ _i a sečte-li se všech těch % rovnic, 
bude na levé-straně výsledné rovnice vzhledem k (8) 

> 5 5 * ř* =~ ^ • i 1 1 »(#vr 
.fS_. PÍ pr 

a na pravé r^—IT 
»-~l ' L 2' J 

-P = ___^C* • ^ ' . f " ^ ___, C2/* * ^ ,2^* = 
, , J* = 0 • ř * = - ' 0 ' 

_ V v (V)!»! , i^ 2 " - ^ 1 - * * w //n 
á S • ~~l~̂ " •(_ 1} • ~ ~ ~ r - - H2ft+2*(/?r)-

Je^H kone&ně ju == t — h, pak 

:> * | ; n! . 2 — . H2Í(A) •'J ^ = _ ^ f - *! • 2 - . 

Je tedy výsledná rovnice p© úpravě 
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čili _ n\ . 2n~1 

Sr - ww>> °-
Protože tato úvaha platí pro r ~ 1, 2, 3, . . ., n, plyne z toho, 

že jsou-li čísla fa kořeny rovnice Hn(x) = 0, má soustava (6) řešení 
v číslech QÍ kladných, c b. d. 

V ě t a 5.: Lze ustanoviti n racionálních navzájem různých 
čísel fy tak, že soustava (6) má řešení v číslech QI racionálních kladných. 

Důkaz: Podle (6) jsou QI spojitými funkcemi proměnných & 
v bodech [/31? . . ., /?w], když determinant soustavy =[= 0. To znamená. 
že lze ustanoviti takové okolí bodu [/?-_, . . .. /§w], že čísla ^ nebudou 
měnit znaménko, budou-li $ v tom okolí. Jsou-li /?,- kořeny rovnice 
Hw.(#) = 0, pak lze voliti v tom jistém okolí bodu [/?-_, . . ... j3n] 
takový bod [/?l7 . . ., /?»], že /?; budou navzájem různá a racionální 
a Dó = g$ jim příslušná podle (6) tudíž racionální a také kladná, 
c b. d. 

V ě t a 6.: Pro všechna celá m < n a všechna celá r > 0 platí 
identita v xx, . . ., xr 

n m 
]£ Qvi • Qvt • • - Qvr (Pt>Xi + • • • + Pv,Xr)m = Cm (íC-2 + . . . + a>2)2

 ? 
o i . . . . , D r - l * ( 1 1 ) 

Mez /?l5 . . .,/íw je % navzájem různých reálných čísel a # ! , . . . , # » 
y§o^ císfa efrmá rovnicemi (6) a c?; rovnicemi (7). 

Důkaz: Podle, polynomické věty je levá strana (11) 

^ v ' -V/V 
«i 2 <?*•••«?«> 2 , n - ^ - - = -

A*ř ^ 0 
r „. n --! .Z n|f2v^. 

AÍX + . . . + / í r « J» , £ =- 1 "* * « == 1 

/-Ě-0 

Z toho plyne vzhledem k (6) a (7), že (11) platí pro m liché. 
Pro m sudé musí býti vzhledem k (6) a (7) 'pa = 2^, i = 1 r 

a tedy je levá strana (11) rovna 

m ! Z m 1 1 ( 2 ^ - - • — » - ( i * » ) » ; ( X l + • • • + * r ) 

"+-;3i"¥ cb-d-
V ě t a 7. ( H u r w i t z o v a i d e n t i t a ) : x4ř' /soit m a r jakákoli 

celá čísla > 0, platí vždy identita v xv . . .] xr 
M 

(xx* + . . . + avV = ]?&(*& + ...+ eisxj**; (12) 
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Mez celá čísla %$, racionální hladná čísla Ri a celé kladné číslo M 
jso^l závislá pouze na m a r. 

Důkaz: Podle věty 5. pro n = 'm -f- 1 lze určiti racionální 

čísla /Ji = ~ , i = I, 2, . . ., m + 1. kdež y$ a <§Í jsou celá čísla, 
Ói 

tak, že čísla Oí jim příslušná podle (6) jsou racionální a kladná. 
Z povahy určení čísel /?$ i Di plyne, že čísla y$, <5Í i QÍ jsou závislá 
jen na m. Jestliže se nyní dosadí do (11) pro n = m -f- 1 za /?$ = /Si 
a Dj = Di5 dělí-li se rovnice (11) cm a vytkne-li se z každé závorky 

/ 1 \m 

na levé straně (11) -r-—-r -.— dostane se identita (12) s čísly 
\oVl . dv2 . . . d^ / 

Oťa. • Or2 • • * @ty 

* = wr^rrxx^' * = v* = **2' • • - * 
kdež yl5 . . ., vr je nějaká variace s opakováním r-té třídy z m + 1 
čísel 13 2, .. ., m + 1. Jsou tedy čísla i?i racionální kladná a zá­
vislá jen na m, r, čísla CÍJ celá a závislá jen na m. 

Konečně číslo M = (m -f- l) r je celé a závislé jen na m, r, c. b. d. 

Une démonstration élémentaire de Fidentité de Hurwitz. 

( E x t r a i t de Farticle precedent.) 

L*auteur démontre Fidentité de Hurwitz en se basant sur la 
démonstration de Stridsberg et de Frobenius, mais sans employer 
ni le calcul integrál ni la puissance symbolique hv. 
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