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O jedné obdobé Waringova problému.
Napsal Vdclar Vesely.
- (Doslo 2. ¥ijna 1932.)

Jde o problém: Najiti je nejmensi Cislo celé « kladné g_(k)
takové, Ze kazdé éislo z mnoZstvi M je algebraickym souitem g(k)
anebo méné Cisel z mmozstvi N, pri éemZ v mnoZstvi M jsou vdechna
" celd ¢isla > 0 a v mnoZstvi N Eisla -+ x® pro vechna celd x > 0.
P# tom k je celé éislo > 0.

V. dalifim bude Yesen tento problém pro k = 2 (v trividlnim
piipadé k = 1 je zfejmé g(1l) = 1) a pak bude dokazdna véta 1.:
Kazdé ¢islo z mnoistvt M je algebraickym soultem P amebo méné
éisel z mnoZstvi N, kdez P je celé kladné Eislo zdvislé jen na k.

Je oviem z¥ejmo z definice &éisla g(k) a éisla g(k) vystupujiciho
u problému Waringova, 7e z véty Waring-Hilbertovy plyne bez-
prostiedné véta 1., ale v dalsim bude proveden dikaz véty 1.
neodvisle od véty Waring-Hilbertovy a k tomu jednodussi.

Pozndmka: V literatufe se tento problém jiz také vyskytl
a to pro k=3. V L’Intermédiaire des Mathématiciens sv. 1
(1894), str. 25, predlozil G. Oltramare problém: Kazdé celé &islo
je algebraickym soudtem 5 anebo méné krychli celych d&isel.

eSeni Friocourta, Lemoinea, Teilheta a Franela je ve sv. 1
(1894), str. 165—166, 244 a ve sv. 2 (1895), 325. Dale v ¢&lanku
An elementary note upon Waring’s problem for cubes, positive
and negative, The Mes. of Math., sv. 51 (1922), str. 177—186
dokazal H. W. Richmond, Ze 759, vSech celych &isel lze vy-
jadiiti jako algebraicky soudet 4 anebo méné krychli celych &isel.

k=2

Véta 2.: Celd kladnd éisla tvaru 4.7, 4.7 + 1, 4.7 + 3 se
daj, kdezto tvaru 4 .r + 2 se nedaji vyjddfite jako rozdil Clvercd
dvow celych Cisel.

Dukaz: Jde vlastné o YeSeni rovnice

2y =s ‘ 7 (1)

celymi &isly z, y, kdez s je celé &islo > 0. Rovnici (1) lze pFedné
dat tvar
(—y)-(x+y)=s

a tedy, znadi-li d délitele &isla s, musi byti
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7 ¢ehoz FeSeni rovnice X = 5

4

M4 tedy rovnice (1) Feeni v celych &islech . y tehdy a jen tehdy,
kdyz oba délitelé &isla s, d i s/d jsou bud ¢isla lichd nebo sudd.
Avsak éislo celé s da se vyjadriti jako souin dvou lichych &isel
tehdy a jen tehdy, kdyZ je samo tvaru bud 4 .r - 1 anebo tvaru
4.7 + 3 a jako soudin dvou &isel sudych tehdy a jen tehdy, kdyz .
jetvaru4 . r, ale nelze takové vyjadfeni najiti. je-li s tvaru4 .7 4 2,
c. b. d. :

Viéta 3.0 g(2) = 3.

Dtkaz: 1. Celd kladné é&isla tvaru 4.7, 4.7+ 1, 4.7+ 3
daji se podle véty 2. vyjadFiti jako rozdil dvou Stverci celych
kladnych &fsel. Cisla tvaru 4 .r 4 2 daji se psati ve tvaru 1% +
+4.r+1=14 22— 2

Tudm g(‘?) < 3.

. Gislo 6 mneni &tvercem celého kladného ¢isla, je tvaru

4.7 + 2 a tedy podle véty 2. neni rozdilem 2 &tvercu celych

kladnych é&isel. Neni ale také soudtem 2 &tvercd celych kladnych.
¢isel. Tudiz g(2) > 3.

Tedy g(2) = 3. c. b. d.

Dikaz véty 1.

Véta 4.: At jsou m. n, r jakdkoli celd kladnd éisla. plati vidy
identita v %, . . ., 2,

Q .
(xln + L ‘i’ ‘Zyn)m :ZRl’i (Ci,1 .2 _§_ L _}_ Ciy - xr)n.'m, (2)
=1

kdeZ celd Cisla ci; jsow vybrdna z (n . m + 1) libovolnych navzdjem
riznijch celych ¢isel a ractondini Cisla Ry, a celé kladné éislo @ jsow
zdvisld jen na m, n. 7.

Dikaz: 1. Ne;prve ze k (n.m + 1) libovolnym celym na- °
vzdjem raznym &slim g; lze udati (n . m -~ 1) raciondlnich &isel o,
spliiujicich soustavu (n.m -+ 1) rovnic :

am+1 s
Zm.ﬂi”:cy r=0,1,...,n.m, (3)
Ca=1 1'! .
'IJ r=20 .
kdez Cy = (%)v pro (mod. n). (4)
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To je zfejmo, nebot je to soustava (n.m 4 1) rovnic linedrnich
0 (ni .ﬁm + 1) nezndmych a determinant je & 0 vzhledem k volbg
‘18e 5.

2. Nyni podle polynomické véty je vzhledem k (3) a (4)

0

P

n.m+1
[/ N g'jr (137'1%1 + e —f- ﬁ7~rxr>11.7n =
Fiaeees 7.1‘=1
n.m+1 r ip; i
xlu'ﬁj{u’
= (n.m)!. E Oj, - - - Oj, 2 H' T
fisioadp=1 - T a=monisl M

#;=0

= (n.m)! Z ﬁ 9;‘;:"' Z oj . Bt ==

Bt Fpp=n.mi=1 i=1

= Cm.n (2 + ...+ )™

= Cm . n . M! E

nt . rv=m t=1

v; =0

=

Véta tedy plati, jestliZe c¢;,, ..., ¢y, je libovolnd kombinace
7-té t¥idy z (n.m + 1) libovolnych celych navzijem riz-

, v, 05« Ojg - - - 05, - . J L, .
nych ¢&isel B, R, = B jsou raciondlnd a zavisld

m.n
jen na m a libovolnych &islech 8;, @ = (n.m + 1Y zavisi rovnéz
jen na m, n, 7, c. b. d. )
Véta 5.: At jsou m, n a r jakdkoli celd kladnd isla, platt vidy
wdentita v x,, . ... % '

' S
(81 . xln + ote e '+‘ & . xrn)m'= ZRZ,i (di,,nxln + .. ‘I" di,rnxrn)m’ (5)
=1

kdeZ e;= 41, ¢ =1,...,r, celd kladnd éisla d;; jsou vhodné
volend a na éislech x; nmezdvisld, raciondint Cisla R, a celé kladné
¢islo 8 zdvist jen ma m, n, r @ &, t =1,..., 7. -

Dtikaz: 1. Jestlize &s = 4 1prot =1, .. ., r, je véta dokizana.

2. Jestlize pro v << r hodnot ¢ je &; = — 1, pak lze bez Gjmy
obecnosti vziti &g = -+ 1 pro 1 =1,...,r—v a =—1 pro
9
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t=r—wv-+ 1, ...,7. Bud nyni poloZeno nejprve
ey A e ¥ — ) =
& o6y
= E T {wa® (g8 + oL+ 1 . 2p—1?) F 2 ‘
i=1

kdeZ «;, jsou libovolnd navzajem rizna celd kladna &isla. Rozvi- -
nutim podle mocnin 2, na obou strandch a porovnanim koeficient
u jednotlivych mocnin z,. plyne soustava m -+ 1 rovnic
m+1
Tipe @i i=(— 17, §=0,1.... m.
t=1
Ta mé vidy FeSeni v raciondlnich é&islech 7;; zavislych jen na m, n,
protoZe determinant soustavy = 0 vzhledem k volbé é&isel ajz.
Na pravé strané (6) je nyni jiz jen pro (v — 1) hodnot s eg=—1. -/,
OpakuJe li se tedy tento postup (v — 1)-krat s kazdym vyrazem
na prave strang (6), dostane se identita (5). P¥i tom budou éisla Rag
soucm3 v &isel 7;;, tedy raciondlni &isla zdvisld jen na m, n, 7. &,

i=1,..., 7 &sla d; 4 budou soutiny celych kladnych éisel ai;,
kterd j JSOU libovoln4, ale pro urdité j navzajem rizna a S-= (m + 1)¥
zavisi jen na m,n, 7, &,1=1,....7, ¢. b. d.

Véta 6.. Af jsou m. n a r yakalolz celd éisla > 0, plati z'zdy
dentita GRS TPPNE

(81 . xl.” -{— e ‘J[‘ Er . n m ’—ZRM e[ 11'1 .. + ei,rxr)n"ms (7)

kdez celd éisla ei; jsou vhodné volend a na x; nezdvisld, mcwnalm.
éisla Rg; a celé Kladné éslo T zdvist pouze na m, n, r & &, © = 1,.
Dtkaz: Podle véty (5) a (4)
s
(.2 + ...+ &.x)m= Ry (di e + . . . + di )™ =

1
s
Tedy ¢éisla epq = cj,q.diyq nezdvist na g;, raciondlni &isla R;; =
= Ri;. Reszavisijennam, n,r. e.i=1,.. . .rastejnéil = @.8S,
c. b. d.
“ Dtkaz véty 1.: Z identity (7) pro m = ; + 1
a pro » = 2 plyne (k — 2)-ndsobnym derivovanim, a to po prvé -

podle @11, po druhé podle xr, atd. az po (k— 2)-té podle x,
B+l

a délenim (k — Ha,
e

i

I

'Mc

]
—

Ry (cindinm, + ... Ciptipas) ™.
7
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’ : : k+1
(e.22+ ...+ & .22+ g xf +. —|— eni1- 2e4?). [ | @ = 2'(=),
: N 7=4 .
kdes, 2’( ) znadf c’élé kladné &islo _Za, PE, pr1 temz cele kladne '

=1
¢islo 4 a raciondlni c1sla a; zavisi jen na k, &sla P; jsou cela ;
a kladni.

Jestlize nyni z, = xs = .= a:k+1>= 1
»
a &9, = 1, 2,3, ;,[k + l]
2
821,-{-1—-—1 1 = 2, 3 3 [—2—]’

pak je 1. 22 +: .

k1] [T o
sl
Na levé strané je vzhledem ‘ . R

L
AR I

a vzhledem k vété 3. libovolné celé kladné éislo > 1. Z toho ale

vzhledem k Vyznamu 2'(k) plyne véta 1, c. b d '
% -

Sur un probleme analogue

(;'nod.‘ 2)

-

“celui de Warmg
(Extraut de l'article précédent.)

I s’agit du.probléme suivant: Trouver le moindre nombre
entier et positif g(k) tel que chaque nombre entier et positif soit
la somme algébrique de g(k) ou moins de nombres d’un ensemble XV,
qui contient tous les nombres + 2% pour z entier et positif. L’auteur
fait voir que g(2) = 3 et il démontre de plus que g(k) n’est qu’une
fonction de k. , . . :
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