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O jisté vlastnosti skupiny dotyčných bodů 
na čarách algebraických, 

Napsal Dr. Ant. Pleskot, professor v Plzni. 

V ročníku XI. tohoto časopisu poukázal Dr. Zahradník ve 
článku „O skupinách bodů dotyčných na listu Descartesově" 
na tuto vlastnost listu Descartesova: 

Libovolným bodem v rovině k listu Descartesově vedené 
tečny mají tu vlastnost, že střed středních vzdáleností bodů 
dotyčných jest konstantní; jest to bod dvojný této křivky. 

Tato vlastnost patří i jiným druhům čar algebraických a 
ve stati této chceme některé jednoduché typy křivek takových 
vyhledati. Tak nalezneme, že vlastnost tu mají čáry stupně 
třetího tvaru: 

a# 3 + bys + cxy + d = O, 

jichž zvláštním případem pro a = 1, b = 1, d = O, jest list 
Descartesův: 

#3 + y3 + axy — o. 
Budiž dána křivka n-tého stupně: 

<p (x, y) = a0x
n + axx

n-^y + a2x
n-%y* 

+ . . > any
n + b0x

n l + bxx
n~%y 

+ . . . ft.-tf"-1 + c0x
n~* + . . . = • O, (1) 

kdež souhrn členů o koefficientech a značí výraz homogenní 
stupně n-tého; souhrn členů o koefficientech b výraz homogenní 
stupně (n — l)-ho a t. d. 

Rovnici tu pišme ve tvaru: 

?(^) = ̂ l J + nlf )+^ s ( |-)+... = 0; (10 
10 
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při tom /(<),/ , (O, /-(*) značí: 
/(O = a0 + a,/ 4- a2t* + ... aj", 

/ 1 ( 0 = 60 + ř1í + M 2 + - - - & » tt
n-\ 

>2 W -1-" ^0 I ^ 1 * "T" ^2^ I * • * £n—2 * 

Ku křivce předložené vedme tečny bodem (£, ?/). 
Souřadnice dotyčných bodů tečen stanovíme jakožto spo­

lečné kořeny rovnice (1') a poláry (n — l)-ho stupně bodu (£, rj); 
rovnice k určení bodů dotyčných tedy zní: 

.£ + i £ + -"/.(i) + V.(í)»~+... = o,« 
tp (xf y) = 0. 

Ustanovme ~ - a ̂ - z rovnice (1'). 
ox oy 

£=«--•/(£•)+(-«•"/. (i) 
+ ( . - a)*-/. (A) + ... + *v ( i ) . - A 

+*-/•• (f)-i:+^.(-f).-i+... 
Položíme-li 

- * - = * , 

pak 

| | = ÍC»-»(n/(0-</'(0) 

+ *M-2 ((•» - 1 ) /. (0 - */', (0) + • • • 
Podobně obdržíme 

g. = *»-V'(0 + *"-2/,
1(0 + ... 

Dosazením těchto hodnot do rovnice (2) dospíváme k rov-

0 = g"-'[g (»/(<) - *f(0) + *?/(0 +/.(*)] 
4- * - s [KÍT--T/. (0 - </', (0) + Í A (0 + 2/2 (0] + ... 

nici 



Položíme-li pro krátkost: 
k (nf (t) - tf (t)) + nf> (t) + /. (0 = F (t), 
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(3) ! (» - 1 /. «) - í/. (ř)) + r, /', (í) + 2f2 (i) = E, (í). 

pak souřadnice dotyčných bodů jsou společné kořeny rovnic: 

xnf(t) + a"-'/, (0 + o;- 2 /, (í) + . . . = 0 
a^1F(t) + rrw-2F; (í) + . . . = 0 

V těchto kořenech obsaženy jsou také souřadnice dvojných 
bodů křivky dané, poněvadž polára jimi prochází. Jedná-li se 
však o vyšetření nezávislosti středů středních vzdáleností bodů 
dotyčných na £ a r], pak stačí stanoviti podmínku nezávislosti 
součtu všech kořenů společných oběma rovnicím předchozím. 

Součet všech kořenů x předchozích rovnic jest dán známým 
vzorcem: 

2 t = _x___^__,'> ( 4 ) 

kdež součet na pravé straně vztahuje se na všecky kořeny 
rovnice: 

/"(«) = O, 
a veličina a' jest dána rovnicí: 

/ . («) . 
/ ( « ) * 

Z rovnic (3) obdržíme hledíce k podmínce /(«) = 0, 

F' (a) = (n - 1 ) | f («) + (i, - «$) f" (a) + / , («), 

4P(«) = _ (W - 1) {/ («) _ (, _ ai) J-lSff{^ 

/",(«) f\ («) 
A«) ' 

Í ; («) = (n - l)fx («)| + (, - «|) A («) + 2/, (a), 
ř(a) = (ii-aíOr(«)+r i(«). 

Dosazením těchto hodnot do rovnice (4) obdržíme: 
Zx— (5) 

J(?-«fí(/(«)A(«)-r(")/i(«))-l-a/f.(g)/f(a)--/
f
1(«)A(«) 

i?-««)/*(«)+ r («)/,<«) 
*) Serret: „Handbuch der Algebra-, Zweite Auflage, str. 506. 

10* 
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Hledejme některé jednoduché podmínky, aby 2x, tedy 
i úsečka středu středních vzdáleností bodů dotyčných tečen 
z bodů (£, rf) ke křivce vedených byla nezávislá na poloze 
bodu (f, 17). 

Předně vidíme, že pro úběžný bod jakkoli položený, t. j . 
pro 

lim —r-Z=2A, 

kdež A libovolné číslo značí, výraz 2x jest na A nezávislý, 
neboť v tomto případě 

_ {A _ a) ( / W i W . /»/,(„))+-/-(")/(») -/Mm 
lifyi 

fcx (A_a)f*ia)+f'Wfl(a) 

_ y / v ) A W - r ( g ) A w 
- /'«(«) 

V tomto případě vyjadřuje výsledek známou větu Lionvil-
leovu: 

Vedeme-li k dané křivce tečny vesměs rovnoběžné ve 
směnť. libovolném, pak střed středních vzdáleností bodů do­
tyčných jest konstantní, nezávislý na směru těchto tečen. 

Možno však z výrazu (5) nalézti některé jednoduché pod­
mínky, aby 2x bylo nezávislé na poloze bodu (£, rf), i když 
tento není v nekonečnu. 

Z rovnice (5) patrno, že 2x bude nezávislo na výrazu 
r\ — a£, tedy i na £ a 17, platí-li o funkcích 

: / ( O , / J O a / 2 ( 0 

pro jakékoli t podmínka: 

A (O / ' (0 - Z (*>/" (O _ g/i(0/y (0 - / i (0 A (0 , r * 

r2(o ~~ /'(o/(o ' [ j 

aneb v jednodušší formě: 
2Tjj<) _ 2^10. , r(t)h(t) ^ 
f(0 ~ A(o ^ r2(o • ( } 
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Kovnici této lze dáti ještě jednodušší tvar: 

2/'. (t)/, v) ř (t) - r (t) m) 
r w 

čili: 
--/»(«,) 

^ ( £ § ) = %«> (6) 
Podmínky (6')? (6ff) a (6) jsou tedy aequivalentní, a jsou-li ty 
splněny pro jakékoli t, pak Zx jest nezávislé na poloze bodu 

_?# dle rovnice (5) má pak hodnotu: 

yv_ y /(«)/', («)-/'(«) A («) 

- _ v t 2 Л « ) / , ( « ) - / l ( « ) / l ( « ) 

~ *" /'(«) h («) 
_ 9 У Л ( « ) , yҐЛ^ 

0) 

Ukažme dále, že platí-li podmínky (6), že i výraz _;//. t. j . 
součet všech pořadnic dotyčných bodů tečen zůstává konstantní 
pro libovolný bod (|, iq). Tím bude pak dokázána věta: Vedeme-li 
z libovolného bodu tečny k čáře algebraické, pro niž platí pro 
jakékoli t podmínky (6)7 pak 2x i 2y zůstává konstantní. 

Rovnici (1) lze též psáti ve tvaru: 

tp (x, y) = y« y (^\ + */->- (~\ + r ~ 2 ifc (^ \ + . . . = 0, 

při čemž, píšeme-li pro krátkost 
x 

u~~y' 
platí o funkcích \p, u>. , î a relace 

xP(u)=u*fUry (8) 

tt>2(u)=u«-* 2UA. 
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Vypočteme-li opět týmž způsobem jako dříve .2>, t, j , 
součet všech pořadnic dotyčných bodů tečen z bodů (£, ?l) ke 
křivce vedených, tu obdržíme podobnou rovnici jako dříve 
pro _Xr. 

2» = 
vtf ~ ~P) ( î(ff) V (?) - V, (ffl 0" IP)) - Ví (fi) n>\ (P) + 2^0?) y/(P) 

(i-yft^W + ViWW) 
Součet vztahuje se na všecky kořeny pt9 /32, . . . /3W, rovnice 

V(fO = 0. 
Snadno lze ukázati, že pro jakýkoli kořen /3 platí vždy 

2i// 1(ff)_2^(/3) < ( č ) ^ , ( / 3 ) 
V ( « ~ iht f ) Va</s) ' { ) 

t. j . nezávislost __Ty na (£, iy), platí-li relace (6). 
Hledíme-li totiž k podmínce: 

V(0) = O, 
a k podmínce: 

tu obdržíme z rovnic (8) 

ß 
c (8) 

a ' 

V/(/?) = / ' (n.) V/(/?) = 
« — « y w 

.*" (ä) — 
"/"(«) —2 (w--!)/'(«) 

V VГ/ «"-3 

%(<*) = ^ - T Л («) 

< / > ' , ( £ > - . (n—1)Л («) --«/',(«) < / > ' , ( £ > - „n-й 

V.(/ï) = 
Л(«) 

a Я - 2 

Dosadíme-li tyto hodnoty, do rovnice (9), poznáme, že sku­
tečně jest vyplněna; obdržíme totiž: 

g - / ' i ( « ) - ( w l ) / , («)_-«/ .(«) «/"(«)/, (a) 
/'(«) ~ /,(«) "*" /í(«) 

2 ( n - l ) / » / , (o) 
/'-(a) 
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aneb 
____ - 2 A («)« , a f!i«)fA± 

f'(*) ~ A(«) "̂  /'2(«) ' 
t j . 

_ _ . _ . - _ _ _ . _i_ / _ _ A _ ) 
/'(«) " ~ / . ( « ) "^ /'*(«) ' 

kterážto rovnice dle relace (6") pro jakékoli t, tedy i pro t = «, 
jest vyplněna. 

Uveďme nyní některé applikace vět nalezených. 
Z rovnice ((5) patrno, že je-li 

/.(O-o, 
a / f (/) od nully různé, že i 

/ , ( í ) = 0; 
t . j . schází-li v rovnici členy rozměru (n—l)-ho a (w—2)-ho, jest 
věta naše v platnosti. Jestli mimo to i všechna /'(«) jsou od 
nully různá, pak i dle rovnice (7) 

2x=0, 
a z důvodů těchže i 

_Ty=0. 
Tím dospíváme k výsledku: 

Je-li dána křivka 

fn (#, y) + /n-3 (X, y) + / n-4 (#, */) + . . . = 0. 

kdež fk(x, y) značí součet homogenních členů stupně i-tého, a 
jsou-li kořeny rovnice 

/(«) = A(1, «) = 0, 

od sebe různé, pak 
2x = O, 
_ ? y = 0 . 

Ku křivkám těm patří křivky tvaru 
Axn + Byn = O; 

poněvadž tyto nemají žádného dvojného bodu (vyjímaje C = 0), 
pak o nich platí: Vedeme-li ke křivkám těmto tečny libovolným 
bodem, pak střed středních vzdáleností bodů dotyčných jest po-
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čátek souřadnic. Ke křivkám těmto patří ovšem i křivky stupně 
druhého 

Ax* + Bxf = C, 
kdež konstanta C ale musí rovnati se nulle, poněvadž členy 
rozměru n — 2 musí vymizeti. V tomto případě vyjadřuje věta 
naše známou větu, že polára musí procházeti dvojným bodem 
degenerované křivky 

Ax* + By0- — O, 
kterýmž je počátek. 

Jakožto další applikaci uvedme ještě příklady následující: 
Dle rovnice (6) můžeme dvě z funkcí /(£), f (č), f2 (t) libo­
volně voliti. 

Položme tedy: 
f,{t)-if{t), 

kdež h konstantu od nully různou značí; pak: 

dt{ f'(t) j - ^ W 
t. j . 

/.(<) = -£/" (9-
Tím dospíváme k typu čar: 

^ í ) + hxn~v' (V)+IT xn~v" (í) + a {x>y) = °' 
kdež »(#. y) funkci nejvýše stupně (n — 3)-ho značí. 

Z rovnice (7) pak jednoduchým výpočtem obdržíme: 
2x=. O 
2y ~~ — (n — 1) nk. 

Jakožto poslední applikaci předpokládejme, že v rovnici 
křivky scházejí členy rozměru (n — 2)-ho; t. j . 

/ a ( 0 = 0. 
Z rovnice (6) integrováním plyne: 

/m-k 
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t. j . 
f'(t)=±fl(t), 

a 

f(t) = ~ff\(t)dt + kx. 

Funkci /. (t) možno voliti libovolně, ovšem s tou pod­
mínkou, aby stupeň funkce f(t) nevzešel vyšší, než jest stupeň 
křivky. 

Položme na př. stupeň rovnice křivky lichý: 

n = 2k + 1, 

a za/ x (ť) volme funkci co nejjednodušší, na př. 

/ i ( 0 = c,«*; 
pak možno položiti: 

f{t) = Cat*-+» + c„ 
kdež O,, Q. O3 značí konstanty; Q i C2 jsou ovšem od nully 
různé. Aby i součet 2x, t. j . výraz (7) byl určitý, pokládejme 
i O3 od nully různé. (Mohou v součtu 2x obsaženy býti body 
nekonečně vzdálené, čímž 2x může nabýti hodnoty libovolné.) 
Rovnice křivky má pak tvar: 

*2*+1 {ca^r + 3.) + ** c« £ + »(*, sO = O, 
kdež « (#, y) značí funkci, jejíž stupeň jest nejvýše 2k — 2. 
Odstraníme-li v rovnici této zlomky, obdržíme rovnici: 

C3^+1 + C2y*k+l + C,xkyk + a(x, y) = 0. 

Křivky typu tohoto mají opět vlastnost tu, že 

2x i - y 

zůstává konstantní ať vedeme tečny ke křivce kterýmkoli bodem 
v rovině. 

Dle rovnice (7), 

~*-*fia)' 
kdež a jest kořenem rovnice: 

c2a
2*+I+ o3 = 0; 
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poněvadž výraz f\ (a) dle a jest ještě o dvě jednotky nižšího 
stupně než výraz / '(«), jest dle známé věty hodnota součtu 

Zx = 0, 
a tedy: 

a z důvodu symmetrie i 

Položíme-li k = 1. obdržíme křivky stupně třetího: 

t 7 3 * 3 + C ^ + O ^ + O o - r z O . 
Klademe-li konečně C0 = O, přecházejí křivky ty v unikursální 

čáry stupně třetího s dvojným bodem v počátku a s inflekční 
přímkou v nekonečnu. 

Poněvadž v součtu 2x i 2y jest zastoupen i dvojný bod 
se souřadnicemi (O, 0), plyne z toho věta: 

Střed středních vzdáleností dotyčných bodů tečen libo­
volným bodem roviny procházejících ku křivkám 

<? 3 s 3 +C 2 ž/ 3 + C,xy=0, 

jest dvojný bod. Zvláštním případem těchto jest list Descar-
tesův: 

#3 + y3 + axv = o. 

Poznámka k theorii rovnic diferenciálních 
lineárních. 

Napsal Dr. Fr. Rádi. 
(Pokračování.) 

2. Hledme nyní rozříšiti předcházející úvahy na lineárně 
rovnice s derivacemi partiálními. 

Provedme s jistou funkcí u o třech neodvisle proměnných 
x, yy 0 (modifikace pro n proměnných jest pak samozřejmá) za 
sebou operace 

du , du . , du . du , du . „du 
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