Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Antonin Pleskot

O jisté vlastnosti skupiny dotyénych boda na ¢ardch algebraickych

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 41 (1912), No. 2, 145--154

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123839

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1912

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123839
http://project.dml.cz

0 jisté vlastnosti skupiny dotyénych bodi
na carach algebraickych,
Napsal Dr. Ant. Pleskot, professor v Plzni.

V roénfku XI. tohoto Casopisu poukdzal Dr. Zahradnik ve
¢ldnku ,0 skupindch bodi@ dotyénych na listu Descartesové®
na tuto vlastnost listu Descartesova:

Libovolnym bodem v roviné k listu Descartesové vedené
tetny maji tu vlastnost, ze stfed stfednich vzddlenosti bodd
dotyénych jest konstantni; jest to bod dvojny této kiivky.

Tato vlastnost patif i jinym druhiim c&ar algebraickych a
ve stati této chceme nékteré jednoduché typy kiivek takovych
vyhledati. Tak npalezneme, Ze vlastnost tu maji &iry stupné
tietfho tvaru:

az® 4 by3 4+ cxy + d =0,
jichz zvld§tnim piipadem pro a =1, b =1, d = 0, jest list
Descartestv :
z® + y* + azy = 0.
Budiz déna kiivka »-tého stupné:
9 (7, y) = @, 2" + a,2" 7'y + a2""y?
+ o @yt bt P bz ly

+ byt 24 ... =0, 1)

kdez souhrn ¢lenit o koefficientech a znaéi vyraz homogenni

stupné n-tého, souhrn ¢lent o koefficientech & vyraz homogenni
stupné (» — 1)-ho a t. d. ’

Rovnici tu pi§me ve tvaru:

(@, y) = a'f (—i) + 2=, (%)+ "=, (i;—) +..=0; (1))
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pti tom f(2), f, (8), f, (¢) znadf:
f) = a, + a,t + a2+ ... ant”,
Si @) = b+ byt + bt*+ ... b 1,
o0 =c, + et + ct?+ ... cnpg ™2
Ku kfivee ptedlozené vedme teény bodem (& 7).

Soufadnice dotyénych bodi teten stanovime jakoZto spo-
le¢né kofeny rovnice (1’) a poldry (» — 1)-ho stupné bodu (&, 7);
rovnice k urteni bodi dotyénych tedy zni:

ba gy +of (L) £ 2n (f)et =0 @

9 (z,9) =0.

Ustanovme % a 99 rovnice ).
o %y

o=t (L) + 0 - v (2

+ o= (L)t (L) -

xQ

sy (-Z—) — gg + a2y, (%).——y.— +...

xl

Polozime-li-

pak

3% = a1 (nf (1) — tf )

+ 2t (e — DO =, @)+ ...
Podobné obdrzime
T=a ) et O
Dosazenim téchto hodnot do rovnice (2) dospivdme k rov-
nici:
0 = 2™ [§ (nf (&) — 17 (E)) + af' () + f1 (%))
+ @ E(m — L () — 1) + 0, () + 2L O]+ -
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Polozime-li pro kratkost:
E(f @) —tf )+ 0 O+ LB =FQ), 3)
En — 11, @) =t () + 0 f () + 2f,()) = F, (?).

pak soufadnice dotyénych bodd jsou spoleéné kofeny rovnic:

a'f (&) + @~ f, (@) + 20 () 4 . - =0

2 1F @) 4 a2 F, (t) -+ ... =0

V t8chto kofenech obsaZeny jsou také soufadnice dvojnych

bodi kiivky dané, ponévadZ poldra jimi prochdzi. Jednd-li se

viak o vySetfeni nezdvislosti stfedd stfednich vzddlenostf bodd

dotylnych na £ a %, pak stati stanoviti podminku nezavislosti
souttu vSech kofenl spoleénych ob&ma rovnicim pfedchozim.

Soutet vSech kofenid x pfedchozich rovnie jest ddn zndmym

vzorcem :
— 'F'(a) + £ (a) *)
2r = Fle) 4)

kdez soutet na pravé strané vztahuJe se na viecky koieny
rovnice:

f(e) =0,
a velitina «' jest déna rovnici:
Q)
o =— =
f (@)

Z rovnic (3) obdrzime hledice k podmince f(a) =0,
F@=0n—1E&f(®+ 0 — o) (@ + (@),
CP@=—0— D — o — o) L
_ f1 (@) f', (@)
f ~’
Fillog=m—1fi(®§+ (n — &) f (¢) + 2f, (a),
F(e) = (n — a&) ['(&) + £, (@)
Dosazenim téchto hodnot do rovnice (4) obdrzime:
Zr—= ®)
5 —ad) (f' (@) f' (@) — 1"(e) fy(e) 4 2f, (@) /' (e) — Fi(@) f"y (@)
(n — o) [ @) + F(@)f, (@)

*) Serret: ,Handbuch der Algebra“, Zweite Auflage, str. 506.

10*
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Hledejme nékteré jednoduché podminky, aby Xz, tedy
i tsetka stfedu stfednich vzdédlenosti bodi dotyinych teen
z bodd (& 1) ke kiivce vedenych byla nezdvisld na poloze
bodu (§, 7).
Predné vidime, Ze pro bézny bod jakkoli polozeny, t. j.
pro :
/-
F — 4
kdez A libovolné ¢&fislo znadi, vyraz 2z jest na A nezdvisly,
nebof v tomto piipade

lim

Sr—
m—wmwﬂw~ﬂmmm+wwvmgﬁ@ﬁw
— lim - L
i) (A-—Ol)f’g (@) + / (“)gf; (e)
S SO — @ @)

S ()
V tomto piipadé vyjadiuje vysledek zndmou vétu Lionvil-
leovu:

Vedeme-li k dané kiivece teiny vesmés rovnobézné ve
sméru, libovolném, pak stfed stfednich vzddlenosti bodid do-
tyénych jest konstantni, nezdvisly na sméru téchto tecen.

Mozno v8ak z vyrazu (5) nalézti nékteré jednoduché pod-
minky, aby 2z bylo nezivislé na poloze bodu (&, %), i kdyz
tento nenf v nekoneénu.

Z rovnice () patrno, ze Zz bude nezdvislo na vyrazu
7 — af, tedy 1 na § a 5, plati-li o funkeich
J@: f(#) a f, (1)
pro jakékoli ¢ podminka:

@S =[O E 2O S OD—ABf @)

T GTAO R
aneb. v jednodussi formé:
o, () _ ) | F () ;
N IO AU IO (6"
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Rovnici této lze dati jesté jednodu$si tvar:

2f' (AP — 1" i) _
/'u (t) —_ ?fﬁ (tl)

¢ili:

G%Q—%m (6)

Podminky (6'), (6") a (6) jsou tedy aequivalentni, a jsou-li ty
spluény pro jakékoli ¢, pak 2z jest nezdvislé na poloze bodu

& n)-
Sz dle rovnice (5) md pak hodnotu:

@@ — 1@ fi ()

o= )
_ Y@@ — @ @ -
’(0‘) fi (“) '
N ACIRYAC)

B A IR T
Ukazme déle, ze plati-li podminky (6), ze i vyraz Xy, t. j.
soudet vSech pofadnic dotyénych bodd teden zistivd konstantnf
pro libovolny bod (£, n). Tim bude pak dokdzina véta: Vedeme-li
z libovolného bodu teény k Eife algebraické, pro niz plati pro
jakékoli ¢ podminky (6), pak 3z i Xy zistavd konstantni.
Rovnici (1) 1ze téz psati ve tvaru:

z z\ | x
p@y)=y"vy (—)+y"—’w, =) 4 ¥y, ~)+...=0,
Y Y Yy
pii emz, piSeme-li pro kritkost
w=
=
plati o funkeich vy, v,, v, relace ,
yu) =u (—u~ , (8)

v, (u) = w1/ (*1‘

@I»—- g

wm—w2(

)
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Vypotteme-li opét tymz zpiisobem jako difve Iy, t. j.
soudet vSech pofadnic dotyénych bodd teten z bodid (€, %) ke
kiivece vedenych, tu obdrzime podobnou rovnici jako diive

pro 2z.
21/ =

_sE—uB) WA (B)— v (1" (B) — v\ (B) v, (B) + 2v, () ¥(B)
(§— ﬂﬁ) w’“ 8+ v, (B) v (B)

Soutet vztahuje se na viecky kofeny B,, B,, - .. 3., TOvnice

y(8) =0.
Snadno lze ukdzati, Ze pro jakykoli kofen g plati vidy
29/, (B __ 29, (F) + " (8) ¥, (B)
v'B) T v ((B) Y
t. j. nezdvislost 3y na (£, 7)), plati-li relace (6).
Hledime-li totiz k podmince:

9)

Y (@) =0,
a k podmince:
1
B=—n
tu obdrZime z rovnic (8)
V== /(@)
lp"(ﬁ) —_ ”f ('Z) —‘}62”92~ l)f (a)
wl(ﬁ) = '&7{_1 fl ( )
v, (=000 — @
v, (9) =228

Dosadime-1i tyto hodnoty do rovnice (9), pozndme, Ze sku-
tetné jest vyplnéna; obdrzime totiZ:

g Y1 (@) — (n—1) f, (o) _ 2/, (@) + /" (@) [y (@)
S (=) S (e) VHO
_ 2=/ () /s (@)
S (@)
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aneb
2/, (&) _ %, (e, S0
() S1 (@) S @) 7
£ j.
2f'| (@) _ foz (o) + ”(”)fl(i)
S T fi(e) S () 7

kterdzto rovnice dle relace (6”) pro jakeékoli ¢, tedy i pro ¢t —«,
jest vyplnéna.
Uvedme nyni nékteré applikace vét nalezenych.

Z rovnice (6) patrno, Ze je-li

f1®) =0,
a f'(t) od nully rizné, ze i
Sy () =0;

t.j. schzi-li v rovnici ¢leny rozméru (n—1)-ho a (v—2)-ho, jest
véta naSe v platnosti. Jestli mimo to i vSechna f'(«) jsou od
nully riznd, pak i dle rovnice (7)

Sx =0,
a z divodi téchZe i

2y =0.

Tim dospivdme k vysledku:
Je-li ddna kfivka

S (2, Y) + faos (z, y) +f;!—4(x’ y) +...=0.
kdez fi (x, y) znatf soutet homogennich Clend stupné k-tého, a
Jsou-li kofeny rovnice

f@) =711, &) =0,

od sebe rizné, pak

Sz =0,

Sy =0.
Ku kfivkdm tém patfi kiivky tvaru
Az" + By" = C;

ponévadZ tyto nemaji Z4dného dvojného bodu (vyjimaje C=0),
pak o nich plati: Vedeme-li ke kfivkdm témto te¢ny libovolnym
bodem, pak stfed stfednich vzddlenosti bodi dotyénych jest po-
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tatek soufadnic. Ke kiivkidm témto patii oviem i kiivky stupne
druhého

Az?* + By* = C,
kdez konstanta C ale musf rovnati se nulle, ponévadZ ¢leny
rozméru » — 2 musi vymizeti. V tomto piipadé vyjadiuje véta
nafe zndmou vétu, Ze poldra musi prochdzeti dvojnym bodem
degenerované kiivky
Az®* 4+ By* =0,
kterymz je potdtek.
Jakozto dalsi applikaci uvedme je§té pifklady ndsledujici:
Dle rovnice (6) mizeme dvé z funkei f(¢), f; (¢), f; (¢) libo-
volné voliti.
PoloZme tedy:
fi () = k7 (),
kdez % konstantu od nully rtiznou znalf; pak:
d k‘_’ 2 t
2(50) =

k.,
A® =570
Tim dospivime k typu tar:

n l n—1 £7 l J‘i n—2 £/ l —
x(xy+m f(xyfgx f(x)+w@w%—a
kdez o (z, y) funkeci nejvySe stupnd (» — 3)-ho znatli.
Z rovnice (7) pak jednoduchym vypoctem obdrZime:
x= 0
Sy=—(n—1) nk

JakoZto posledni applikaci ptredpoklddejme, Ze v rovnici
kfivky schdzeji ¢leny rozméru (» — 2)-ho, t. j.

(@) =0.
Z rovnice (6) integrovdnim plyne:
2
f'l (t) —_ k2

' (#)



183

t. .
HOEESHO)

fmzijﬂwm+m

Funkei f, (¢) mozno voliti libovoln&, ovSem s tou pod-
minkou, aby stupeir funkce f(#) nevzeSel vyssi, neZ jest stupen
kfivky. ,

Polozme na pr stupen rovnice kfivky lichy:
n—=—2k+ 1,
a za f, (¢) volme funkei co nejjednodussi, na pf.

L@ = C, tks
pak moZno poloziti:
F(@t) = Cot* ' + G,

kdez C,, C,, C, znali konstanty; C, i C, jsou oviem od nully
rizné. Aby i soufet 3z, t. j. vyraz (7) byl uréity, poklidejme
i C; od nully rizné. (Mohou v soultu Zx obsazeny byti body
nekonetné vzdalené, ¢imz 2z miZe nabyti hodnoty libovolné.)
Rovnice kiivky m4 pak tvar:

g v
o (0 i +c) + o 0, L+ o(g, ) =0,

kdeZ w (x, y) zna¢i funkei, jejiZz stupeii jest nejvySe 2% — 2.
Odstranfme-li v rovnici této zlomky, obdrzime rovnici:
Cyx™ 1 4 Coy?tt + Ci2'y* + o (z, y) = 0.
Ki¥ivky typu tohoto maji opét vlastnost tu, Ze
Sx iy
zustdvd konstantni af vedeme teény ke kiivce kterymkoli bodem

v roviné.
Dle rovnice (7),

f, 1 (n)
f' ()’

Lix —_
kdeZ o jest kofenem rovnice:
Cya?t+t + Cp = 0;
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ponévadz vyraz /', (¢) dle « jest jesté o dvé jednotky nizifho
stupné nez vyraz f' (), jest dle zndmé véty hodnota souttu

Si(e)
*Fw=Y
a tedy:
2z =0,
a z divodu symmetrie i
Sy =0.

Polozime-li k£ = 1, obdrzime kfivky stupné tietiho:
Ci2® + Coy® + Cizy + C, = 0. .

Klademe-li konetné C, =0, piechédzeji kfivky ty v unikursdlni
&éry stupné tietiho s dvojnym bodem v polatku a s inflekéni
pfimkou v nekonelnu.

Ponévadz v souétu Zr i Jy jest zastoupen i dvojny bod

se soufadnicemi (O, 0), plyne z toho véta:

Stied stfednich vzddlenosti dotyénych bodd tefen libo-
volnym bodem roviny prochdzejicich ku k¥ivkim

C32* + Coy® + Cizy =0,
jest dvojny bod. Zvlastnim ptipadem t&chto jest list Descar-
tesiv:
2%+ y3 4 azy = 0.

Poznamka k theorii rovnic differencialnich

linearnich.

Napsal Dr. Fr. Radl.
(Pokracovani.)

2. Hledme nyni roziiiiti predchdzejici avahy na linedrné
rovnice s derivacemi partidlnimi.

Provedme s jistou funkei » o tfech neodvisle proménnych
z, y, # (modifikace pro » proménnych jest pak samoziejmd) za
sebou operace

u u ou U du Qu
3% a@+b—ﬁ+cu, 5;4-0‘5?74'55;‘{—7“;
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