Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Jan Vojtéch

Uvod do rozboru nejjednodusich kiivek uZitim differencialniho poétu.
[V.]

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 38 (1909), No. 5, 609--617

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123815

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1909

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123815
http://project.dml.cz

Piiloha k Gasopisu pro péstovani mathematiky a fysikyf‘r

Uvod do rozborn nejjednodussich kiivek uzitim

- differencialniho poctu.
Dr. Jan Vojtéch v Brné.
(Dokonéeni.)

Vzhledem k soumé&rnosti kiivky stalf stopovati jeji &dst
od (0, 0) do (IV2, 0), ¢dst lezfef v I &tvrti; nebot v ostatnich
tfech &tvrtich jsou &dsti téhoZ tvaru. Od potatku do vrcholu

(—;—V?;, —é—) kfivka stoupd, odtud do priisetiku s osou X klesd,

vrchol ureny je proto hornf. Nebof upravime-li vyraz pro y*
dosazenim y? -+ 2% = I\/4z* + [T — 12 na tvar -

oz Wxrper—2 _ 2z VaFE—2
STV T Wy v Ny
vidime, Zze v I ¢&tvrti pfi kladnfch soufadnicich (z, y) jest
znaménko derivace y‘ kladné nebo zdiporné dle toho, zdali

V4z? 472 — 21 je zdporné nebo kladné, t. j. zda plat
Viz® 72 < 21;

aviak proz < —21— V3 &li pro 22 S —2— 12 platf uvedené nerovnosti.

Kiivka majfc vrehol hornf v L. &tvrti je tam dutd zdola (rovndz
tak v II &tvrti), v III. (také v IV.) &tvrti je ndsledkem sou-
 mérnosti vypukld; pii pfechodu z IIL. do I. étvrti- méni tedy
zakiiveni a md tam bod inflek¥ni, rovnéz pt¥i pfechodu z II. do
IV. kvadrantu; proto je v (0, 0) zdroveir bod dvojny, jehoZ
singularita uZ prokdzdna. Tetnami k¥ivky jsou v ném pimky
y == & y=— z. Vyhodno jest té% vziti pfi vySetfovdni kiivky
jako pomticku svezek y — max. )
39
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g) Dén pevny bod O a pevnd pfimka p (mimo ng&j). Vedme
bodem O svazek paprski; protne-li jeden z nich piimku p
v bodé M, nanesme od A na obé strany paprsku délku danou I;

body B (r, y) tak sestrojené tvoif ktivku, jez sluje konchoida
primky.
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Obr. 33. Konchoida piimky (x2? 4+ y3) (x — @)t — I2x2 =0, a = 3.
a)l1<a l=2

Nazveme vzddlenost bodu O od pifmky p délkou a. Kol-
mici a zvolme za osu X, bod O za potdtek soufadnic. Pfimka

p je tedy rovnob&ini s osou Y ve vzddlenosti @. Soutadnice
bodu kfivky hovi rovnici

P=(@—a)?+ (y— MP)*
[z trojGhelnika MB,C]; z A\ MOP a A B,0D vidime, Ze

MP:y=a:z, tedy MP:‘—Z’—.



611

Dosadime-li do pfedchozi rovmice, dostaneme po tipravé

lﬂxﬂ
Q—_—_ Q
y = (z — a)® ©
¢ili

@+ ¥®) (x — a)2 — 1222 = 0.

\
y \
\

/
[

Obr, 83. 8) I=a, 1=3.

Krivka ta je soumérnd k ose X (¥ jen ve 2. mocniné).
Aby y bylo redlné, musi byti

1%z
@—ar=
musi tedy byti jednak
z—a<lh tj z<a-l,

= 2% &l 12 = (z — a)%;

jednak
r—a>—1UL tj z>a—1

Kfivka lezf v intervalu (a — 1, a 4 ) pro z. Tento interval

méd riznou polohu dle pomérné velikosti daného I vidi pevné

Gselce a; je-li I < a, leZi ktivka jenom v I a IV. kvadrantu,
. . 39*
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nebot ob& meze hodnot z, totlz a — I i a + I jsou kladné, od
potdtku soutadnic a% do z ==« -— ! nemd kiivka Zddny bod.
Jestlize  — a, rozkldd4 se kfivka: od potdtku ai k z = 2a.
Volime-li konetnd ! > a, lezi kfivka ve viech kvadrantech, od

t=a—l=—({—a)azdoz=a-+ 1l

Potdtek patii kiivce ve vSech t¥ech pifpadech. Viz obr. 33.a,
b, ¢. Pro z = a mdme y = 0, tedy bod v nekonetnu.

\
Y \

/
T

Obr. 83.¢) 1> a, =4

Plati ddle’ C .

l_____x_ i (x_a)s‘-l"- al*
v==5(EEst1)=—% Tl

kam# v pﬁpadé potfeby dosadime ' '

y—_——vv' =,

Pro bod'(O, 0) jest y* =-0— potdtek tedy bodem singuldrnfm;

0’
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po dosazeni za Y kréti se z a obdrzime

(x — a)?+4. al2 =+ dl’i —>a";

y’=i(x—a) VP — 7 = @) VE—a
_ L VE=a
=+

Bod tento dvojny md riznou povahu dle volby. konstanty I;
je to uzel pro I > a (obr. 33.¢), hrot pro ! = a (obr. 33. b),
isolovany bod pro ! << a (obr. 33. a). Mdme podle toho tfi typy
konchoidy. Teény konchoidy s uzlem maji v tomto bod$ smérnice

e
4V L

- a

tetna konchoidy s hrotem mé tam smérnici y' =0, jest to
osa X; konchoida s bodem isolovanym nemd ovSem redlnych
teten v tomto bod&. Pro vrchol musi byti

. . s
(x — a)®* + al* = 0 &ili z = a — \al?;

pfi I < a jest toto z <<a — 1, kiivka nemd bod s touto tisetkou;
piti !> a jest vskutku vrchol, konchoida s uzlem md dva
vrcholy, soumérné sdruzené dle osy X, jejichZz tsetka jest

8__
a — \al®

Piimka z = a jest asymptotou konchoidy. Konchoida ve viech
tfech tvarech mé dvé vétve (dle vzmku), jez ob& se blizi v ne-
koneénu k piimce z = a.

k) Je-li v pevném bodé A zdroj svételny (tepelny, zvu-
kovy), &iff se odtud svétlo tak, Ze intensity osvétleni ubjvd se
&tvercem vzdédlenosti. Za jednotku intensity osvétleni pii uréitém
zdroji zvolime osvétleni plochy 1 ¢m? ve vzddlenosti 1 ¢m kolmo
k paprskiim postavené (obdobné za jednotku oteplenf. otepleni
téze plochy za jednotku doby, za jednotku intensity zvuku sflu
zvuku ve vzddlenosti 1 ¢m). I jest intensita osvétleni (oteplen,

zvuku) ve vzddlenosti z ¢m déna vyrazem y — —;—2
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PrisluSnou kfivku (obr. 34.) vySettime velmi snadno z rovnic

Y

X

Obr. 8% y=—
— 1 Y — 2 [ ] J— 6
?/—-F; Y — 2@ Y =

Jest soumérnd vzhledem k ose Y; pro x =0 m4 bod v neko-
neénu, ronéz pro y = 0. Lezi v I. a IL. &tvrti; v IL &tvrti
stoupd s rostoucim z, v I. klesi, osy jsou asymptotami. Jest
viude vypukld zdola; polomér kfivosti

6
r=% V& + 97
na pf. v bodé (1,-1) jest

r, = —2— V5 = 186,

v bods (2? %) jest- uz
1088
s =g

Jsou-li dva zdroje tepelné v bodech 4, B ve vzddlenosti
8 c¢m (na pf.), a to v B zdroj bkrdt silnéjif nez v A, jest na

V68 = 2990-63.
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piimce oba body spojujici AB ve vzddlenosti x od bodu A
otepleni 1 ¢m? v jednotce doby dino vyrazem
1 5]
Yy="e + (z —8)%
Disskuse p¥isluiné kfivky (obr. 35.) zakldidd se na této rovnici

Y

//’

\ / \
1 5
Obr. 35. y=.x_';+6'-_—:8—)2.
a dalich
f—_2_ 10 6 80
y="7% (x — 8)¥ ¥ =7 (x — 8)*

Ktivka lezf jen v I. a II. &tvrti (y musi byti kladné, jeito pro

+ z jsou zlomky na pravé strané kladné); pro x = 0 a pro

x = 8 jest y nekonetné veliké, rovnéz tak z pro y = 0. Pro

x zéporné jest z® i (x — 8)3 zéporné, tedy y’ kladné, kiivka

stoupd v II. kvadrantu; y' =0, jestliZze : -
2(x — 8)% 4 1023 =0,

tedy pro

r—8=—z\b
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#li pro
z = —8— = 295,
1+V6
v bodé tom m4 kfivka vrchol dolni (y” kladné); pro z kladné
<< 295 kiivka klesé pro z = 295 stoup4 do nekonetna (pro
z = 8); pro z > 8 opét kless (y* zporné). Asymptotami jsou
obd osy a pfimka x — 8. Kfivka je vSude vypukli.

26. Priklady k cviceni.

1. V geometrii definuje se parabola jako kfivka, jejiz kazdy
bod jest od pevného bodu a od pevné pifmky stejné vzdilen.
Budiz pevnou piimkou osa X, pevnym bodem bod (0, p); jest
ukdzati, Ze podmince uvedené hovi kfivka, jejiz rovnice jest
tvaru

y=ax®+ bx + c '
Déva tedy geom. definice touz kfivku jako naSe pivodni de-
finice ¥ — z?. Jest podati rozbor kiivky dle nalezené rovnice
(opakovéni>,

2. Vymér hyperboly v geometrii zni: jest kiivka, jejiZ
kazdy bod mé4 od. dvou pevnych bodd konstantni rozdil vzdéle-
nosti. Budtez pevnymi body (s, s) a (— s, — s), rozdil pak r;
jest ustanoviti rovnici kfivky dle této definice a srovnati ji pro
r — 2s § rovnici ‘

y= L ay - =

A z z’

dfive uvedenou pro hyperbolu. Diskusse této specuilni rovnice
nalezené. (opakovéni)

3. Kruh m4 rovnici
I3 . . xz + ya —_— 7-2
je-h stfed 1eho v. potdtku soufadnic, obecné rovnici

’ (z—a)P+(@y—0r=r
]e-h sttedera bod (a, b). Podati diskussi, také ukézatx shodu
polomdru kfivosti s polomérem ». =
4. Podati rozbor kfivky
4z — 42y + y* — 8z — 8y + 4 = 0.
5. 9% 4 4y* — 6z 4+ 10y — 15.=0.
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xy —2tf+oc—y—1=0.

.82 — 122y 4+ Hy? — 4z + 2y — T=0.
2?42y — 2% — 4z - 2y =0,
. Rozbor ktivky y = 23 nebo obecnéji poloZené

y — b=(r — a)® (opakovdni).
y*=z® nebo y? = 4 #® nebo obecné&ji polozené
- 27
(y— b= (@ — a)*
2y + 23 F1=0.
xﬁ

yz(x__l)n‘
_1—2z— 2

V="

y=(z*— D=

da%y + 22 +y —1=0.

yYr=@—a)(z—0b(z—c) pro a<b<c, potom

pro 3 zvl4stni piipady a =8, b —=¢, a = b =c.

117

18.

19.
20.

21.

22,
23.
24.
25.
+ 26.
27, x®
28. z4
29.
- 30.

2
y?= S —
a? — z?
a’x .
a—z

y =

a’y? = z% (a? — 2%).
y¥(a 4+ z) = z%(a — 2).
y? = z® + 22® — 5 nebo obecné

y? = ax® + bx® 4 cx + d.
zy? — 2224+ 3z —1=0. Coy
z% .+ y* — 2z =0, '
z® + yd =
2% — ar 4 a%y = 0.
zly + 2 — y? =0,
—azy+1=0.
— 2rz3 4 r2y? =0.
¥yt — 2% 4 y2=0.
21+ 2 =1.

V BRNE, v tnoru 1908.
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