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460 *

uvésti krdsné vysledky, jeZ v pojedndnich Pelzovych o axeno-
metrii jsou uloZeny, a udiniti je pistupny také tém, jiz nejsou
jesté obezndmeni s geometrif projektivni. Cil tento Pelz skutetns
po dlouhd léta sledoval ve svych predndikich, konanych pted
posluchati prvnfho roku studijnfho na technice, takZe felené
dflo v mnohém aZ do jednotlivosti pfipomind Pelzovy vyklady
a téZ ve volb& a v uspofdddni obrazci namnoze jest tu patrny
vliv Pelziv, vedle. toho oviem i Staadigliv. :

Uvod do vektorové analyse.
Napsal Fed. Ant. Libicky.
(Pokragovéni.)

Zminfme se na tomto mist& o vyznamu, jaky maji druhy
mnohoélen &, a tietf skalir @, daného mnohotlenu dyadi-
ckého @ v theorii deformace.

Urtuje-li @ = al + bm -+ en stejnorodou deformaci, pfi
niZ vektor r se zménivr'=— 0> . r, stanovena jest mnoho¢lenem @,
zména, kterou pii tom dozné n&jaka plocha. Nebof mnohotlen @
pietvoif vektory 1-%, m—, n—', reciproké ku 1, m, n, po radé
ve vektory a, b, ¢, jeito na pf.

@.1""=al. 1" +bm.1"" 4+ en .1

=ad.I")4+b@m.I") 4+ em. I,
coZ se vzhledem k rovnicim (165) rovnd a. TudiZ roviny dané po
fadé vektorym—' a n—?, n—! a 1!, 1-* a m— piechazeji v roviny
uréené vektory b a ¢, ¢ a a, a a b. Takovou zménu miZe zpiso-
biti jen dyadicky mnohotlen
&, =[bXe] [an]+[ch] nX1] 4+ [a>Db] [1 X m],
ponévadZ na pf. .

P, . [m* X n']=bXe¢;

nebot z rovnic (163%) plyne

m>Xn = (lmn) m™?
a z rovnic (163%)

m1!'Xn?!'=((I"'"m'n")m,
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tudiz ) v
mXn]l.m!'Xn=~"Umn). I m'n")m'.m
¢ili vzhledem ke vzorcim (166) a (165)
mXmn].m ' Xn']=1,

a podobné dokdzeme, Zze
MmMX1].MmXn']=0atéz[1>Xm].[m' X n"']=0.

Tudiz vektor p, ktery dle (7) pfedstavuje na pf. soutin
[In—' X n—!], transformaci @ proméituje se ve vektor

pP=9,.p

uréujici deformovanou plochu b X< e*).

Vyznam tfetfho skaldru @, poznime touto tGvahou: Jeito
mnohotlen @ pieméiuje vektory 1-!, m—', n—! po fadé ve

vektory a, b, ¢, méni se pii tom skaldrni soutin (I-'m-'m—?)
v (abe). Aviak

@, = (abe) (Imn) = (ahe)

vzhledem k rovnici (166); tudiZ také
@, (I"'m~'n—1) = (abe\.
Jest vSak zndmo, Ze skaldrnim soutinem
I"'m~n)=[I"*'>Xm"'].n?

vyjddfen jest obsah rovnobéznosténu o hrandch 1=!, m~'.n—!;
protez @; stanovi pomér obsahu deformovaného rovnobézno-
sténu k obsahu rovnobéznosténu pivodniho. Jelikoz kazdy objem
prostorového titvaru predstaviti lze rovnobéZnosténem, miZeme

téz fici: Ttetim skalirem @, ddn jest pomér objemu kterékoli
¢dsti deformovaného titvaru k objemu é&4sti pdvodni **).

Jeito.
®.I-'—=a &.m'=h D@.n'=e¢,
Ize tfetimu skaldru d4ti tvar

@.1-' &.m~' &.n-Y
(l—lm—’n—-l)

D, =

*) Viz Seydler: »Theoretickd mechanika<, pag. 179.
**) Ibid. pag. 180.
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aneb, pifeme-li misto I-!, m—', n—! kratleji po fadé a, b, ¢
_(®.a D.b D.¢)
(abe)

Uvddime tuto bez dikazu nékteré véty platici o vyrazech
D, a D,, jez obsazeny json v téchto vzorcich

@, = (182)

(D,)e = (Do), D, = (Do), (183)
(@Y, = (@)~ (D7), = (D)7, (184)
@.90),=9, .0, (.0),=0,.7,. (185)

Zvldsté vSak budiz vytlena véta:

Skaldrni souin druhého mnohotlenu @, a dyadického
mnohotlenu @, sdruzeného s @, rovnd se soutinu tietiho ska-
liru @, a idemfaktoru.

Je-li totiz -
. ® — al + bm + en,
jest

d.=1a + mb + ne
a
D, = [b X ¢l [mXn]+4[eXa] [n X 1] 4 [aXX b] [1Xm];
tudiz '
D,. o= ([bXe][mXn]+[eXa]mX1)
+ [a X b] [1 X m]). (la + mb -+ ne)
=([bXe][mXn].la+[eXa]nX1].la
+ [@XDb][1Xm].la 4.
tili -dle vzorce [153]
D, . Pc=((m X n].1) [b><c]a+([n><l] 1) [eXXa]a
+(@Xm].Daxbla~+.

Skaldrnf soutinitelé [m > n]. 1, [n X1].1 atd. dyad na
pravé strané této rovmice jsou skaldrni souliny tif vektord;
dle relacf dokdzanych o t&chto soutinech jest

[an].l:[nxl].m=[1><m].n,=(llnn].

a jezto vime, Ze skaldrni soutin t¥f vektorli konplandrnich se

rovnd nulle, jest na pf.
[nX1]1.1=0, 1>Xm].1=0 atd.
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Na tom zdkladé vyjddifme skaldrnf souéin @, . D, vy-
razem
(Amn) ({b X ¢] a 4+ [e X a] b 4 [a X b] ¢);
zavedeme-li v ném soustavu reciprokélnich vektori a—!, b,
¢~ k vektorim a, b, ¢, obdrzime pfihliZejice k rovnicim (1632)
D, . &, = (lmn) (abe) (a—'a 4+ b~'b + ¢~ '¢).

Avsak dle (179) (lmn) (abe) = @, a dle (164")
a'a+bb+ecle=I rovnd se idemfaktoru I,
protez

D, . e = D,1. (186)

Pouzijeme-li tohoto vzorce odvodime snadno analyticky
vyraz pro reciprokdlni dyadicky mnohotlen &—!. Nebof z rov-
nice té plyne, jeito d»; jest skaldrem,

D
()TZ Do =1,

t. j. mnohotleny % a @¢ jsoy, reciprokdlni, jak vyplyvad z de-
3
finice takovych mnohoctlend Tudiz dle (167)
(DQ

Ot = 2
c — )
2,
([:2

je-li viak @' sdruzeny mnohotlen ku %, jest také naopak @
3 3

2, =]
Y

b1 — g?,)_o

3

sdruzeny k &—', t j.

z tehoZ vyplyvd

jeito @, jest skalirem.

Analytické vyrazy pro (®,)c a @, ddny jsou vzorci (180P)
a (181); protez
Gy; Gy Gy
D1 = A4,,ii + A4,,ij + 4,,ik

+ Alﬂji + Aﬂﬂjj + A-’!'ljk

+ Ak + Ay kj + 4,kk,  (187)
kde soutinitelé 4,,, 4,,,.4,, atd. jsou zndmé subdeterminanty.

gy Gy Qg3
a3y A3y Qg
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Konetné zde budiz piipojeno, Ze skalarni soutin dvou
dyadickych mnohotlent

D=a,y, ayy, @5 & W=by, by, b3
Ag1, Agqy Ug3 b1y bag, g
Q315 A39y 33 by1y b bga

vyjddiime analyticky vzorcem

DW= a,,by; + a5y 4 a13by, 41151 + G150y, + ay304,,
31613 + @19by3 - 43055,
A31011  Qgabyy - @g3bsy, gy sy - ogbyy + @y3bs,,
1613 = Ggobys 4+ Ag3bss,
31011 4 a350y, 4 agsbsy, a51b10 4 a5yby5 + ag5bs,,
a3,b,53 - A30055 + a55by,
jak se snadno pfesvédtime znisobenim piisluSnych mnohotleni,
uvdzice, ze dle (153) a )
ii.li=@{.Dii=ii,ij.li=(j.1)ii =0, atd.
Invarianty dyadického mnohoélenu. Dilezité skaldrni
invarianty dyadického mnohotlenu
O = ay,ii + a,ij + a,;ik
+ ag,ji + a3,3j + azjk

+ a;-Kki + a3,k + a3;kk
jsou:

1. prvni skaldr, totiz skaldrni &dst daného mnohotlenu
O,=aji.itagi.jtaui. k+a,j.i+...
Vzhledem k rovnicim (5) jest hodnota jeho

D, = a,, + ag0 + 333 (189)

2. druhy skaldr, -totiz skalirni Ctdst druhého mnoho-
tlenu @,. Jest to dle (180%) vyraz

(Dg)s=Ap i i+ di.j+ 4,0 . k4 4,j.i+...
¢ili, uzijeme-li opét rovnic (5) _ '
(Dy)s = A4;y + Ay + 435

= Ggy835 g8y @)1 09y — g3y — (51853 — Gyl (190)
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3. zminény jiz treti skaldr

p Gy Og3
D, =| a, ay, a3 | ). (181)
A3y Qg Q3
Rovnice Hamilton-Cayley-ova. Kazdy dyadicky
mnohotlen @ vyhovuje rovnici kubické, jejiz soudinitelé jsou in-
varianty @, (@,);, Dy, totiz
o — 0,0% 4+ (D,),h — D1 = 0.
Diikaz. Sprdvnost této rovnice dokdzeme, ukaZeme-li, Ze
P r— DD, v+ (D)D.T— D].Tr=0.

Cty¥i vektory, v rovnici té se vyskytujici, I.r=r,
.71, P*. 1, .1, které obecné nejsou konplandrni, vyhovuji
rovnici (19): _

(bed) a + (cad) b 4 (abd) ¢ — (abe) d =0
¢ili (bed) a — (acd) b + (abd) ¢ — (abe) d = 0.

Polozime-li tu za a, b, ¢, d po fadé @?3.r, O%.r,
@ . r, r, obdrzime ' .

(*.r dD.r 1r)P.r— (P:.r DP.r 1) P:.T

+.(P*.r &*.r r)9.r — (¥3.r P%r &d.r)r=0,
aneb '
(o3.r D.r 1)
— P,
(#2.r d.r 1) r+
__(@%.r O%°.r @.r1)

(P%2.r P.vr 1)
Soutinitelim u @2.r, @ . r a rlze viak ddti jiny tvar;
za tou piiinou zavedme v dyadickém mnohotlenu

® = al 4+ bm 4 en

(@3.r O%r. 1)

@3,
r (P%2.r D.vr 1)

-r=0. (9)

*) Jaumann v citovaném jiz spise »Die Grundlagen der Bewegungs-
lehre< (pag. 44) uvddi mimo ®s a @; jedté prvni skaldr druhého Fidu
[P]3=a}y + af, + ads + s (213 + a31)? + V5 (ag5 + a45)?
+ g (a5y + a,3)*
a druhy skaldr druhého Fadu
{o}i = et + a1, + aly + aby + aly + als +aby + aby + al,.

31
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soustavu vektorl reciprokélnich a—1, b—?, ¢~! k pfednim ¢leniim
a, b, c¢. PribliZejice k rovnicim (163") dostaneme pak

b—! X ¢! e X a! a—!' X b?

o= (a—'b—'e~Y) I+ (a—Tb—T¢—7) m -+ @=1b-'c—) n (y

a pro skaldrnf Cdst tohoto mnohotlenu

_[b1rXe). I c-'Xa']l.m

o a~!X>Xb-'].n
8§ — (a_lb—lc—l) (a—lb—lc-l)

[ [
+ + (a-'b—te?)

¢ili
(b"c"'_l)_.-{- (¢c'a~'m) |, (a—'b~'n)
(@b !e¢”’) " (@'b~’¢?) ' (a”’b~'e”)

D, =

Polozme nynf za e¢~' b-’, a=! po fadé vektory r, . r,
O .(0. ry=P*.razan,m, [pofadd & .r, ®*.r, @° . r;
tim nabyvaji druhy a tfeti {len na pravé strané hodnoty rovné
nulle, jezto v Citatelich jejich dva Cinitelé se sob& rovnaji,
i obdrzime

(@.r v @ r)
(P%2.r d.r 1)

aneb, vyménime-li v ¢itateli ndlezité Cinitele, téz

¢__(¢3.1' d.r 1)
T (@tr @.r 1)

¢fmz uréena jest hodnota soutinitele u @%.r v rovnici (¢).

D, =

Podobné ustanovime souéinitel u @.r. Z rovnice (%) vy-
plyvd pro skalirni ¢dst druhého mnohoclenu @, vyraz
_[etXa X @~ X b
(D,)s = @ b-tc—)® —= . [m X n]

[a—l >< b-—l] X [b—l >< c—l]

+ (a—lb-lc—.))a . [n >< I]

b X e'] X [e~! Xa]
+ Ta—hTe ) ) H Xm)

Jest v8ak dle. vzorce (18%) na pi.

[e=? X a=1] X [a=! X b~'] = (¢~'a~'b~") 2~
— (@"'a='b~) ¢ '=(¢c'a'b~ ) a!,

jezto skaldrni soutin {a—'a='b—?) reven jest nulle; proleZ
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(e—'a-'b~Y) a—*.[m X n]

(Py)e = (a—'b—te1)?
(@ 'b~'e ) b~ . [m X 1]
+ (a—lb—lc—n)?
(b~'¢la") et I X m]
(a—!b—lc—l)ﬁ
Jeito
(e7’'a"b') = — (a—'e¢'b') = (a—b~'e™?)
a
(b—ic—la—l) —_ (b-bla—)c—l) — (a—lh—lc—l),
bude
a~!.[m X n] =1.[n X1 1. [IXm]
(Dy)e = (a='b~le + (a=b—'e~") + (a='b-1¢™Y)
(a—'mn) (b—'nI) (¢'11Im)
(a—lb lc—l) + (a—ib—lc—l) + (a—lb—lc- I)'

Polozime tu opét za e7', b=, a~', m, m, I po tadé

vy$e uvedené hodnoty
r,®o.r,o'.r,0.1,9%. 1, .1,
vychdzi
(r by D .r)
D)=
(@) (®%.r D.r r) ’

jezto prvni dva scitanci na pravé strané, majici v Citatelich
dva stejné Cinitele, se rovnaji nulle.

Provedouce ve skaldrnim soudinu (r @3.r &%.r) ndle-
Zitou zménu v poiddku &initeld nabudeme
(@3.r D%r 1)
(%2.r @.r 1)’

Konet¢né tietf soutinitel v rovnici (@) rovné se dle vzorce
(182) tfetimu skaliru @,.

Substitucf nalezenych hodnot za soutinitele vyskytujici se
v rovnici () zménf se tato v

3. pr — D, 0% r + (9,), @.T — D,r = O0;
Z této rovnice pak plyne, piSeme-li ve &tvrtém &lenu I.r zar,
vzhledem k definici rovnosti dvou dyadickych mnoho¢leni
P — D, P24 (9,),d — 0, I=0. (191%
3

((pz)s =
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Rovnice ta miize byti nazvina rovnici Hamilton- Cayley-ovou,
jezto Hamilton ukdzal nejprve, Ze podobnd rovnice platf
o kvaternionech a Cayley odvodil obecnéjsi rovnici n-tého stupné
platnou pro matrice n-tého ¥ddu*).

Geometrické zndzornéni dyadického mnohoclenu.

Jako linedrnf funkce vektorovd @».r uréena jest tfemi hod-
notami @.a, @.h, P.¢ pro vektory a, b, ¢, jez nejsou kon-
plandrni, tak i dyadicky mnohotlen @, ktery linedrni funkeci
vektorovou definuje, jest plné stanoven takovymi tfemi vektory
(tedy deviti urlovacimi &dstkami). Abychom jej geometricky
zndzornili, vySetime, jaké jest misto koncovych bodd viech
vektori @.r,, z jednoho bodu vychézejicich, zaujme-li promén-
livy vektor jednotkovy r, vSechny moZné polohy v prostoru
(o témz politku). Z rovnice

r,=®.r,
plyne

T, :—%.r’l = o '.1,

¢ili vzhledem k rovnicim (187) a (56)
1 . 1 .
r,= E (4,2 + 43,9 + 4;,2)i + @, (A2 + A3y + 43)))

1 .
+E(A13x + 4,y + 4559k,

kde znati z y, # soufadnice koncového bodu vektoru r‘, a i,
zndmy determinant (181).

Nédsobfme-li tuto rovnici skaldrné steJnou rovnici (zdvoj-
mocnime-li ji), nabudeme

P’r,.T, = (A“x + A"y + 4,,2)%i.1
+ (Aux"l" Aggy+ A4542)%5.3 + (A2 + 4,y =+ 4,,2)k.K;
ostatnf fleny dvojmoci na pravé strand odpadnou, jezto dle ()
i.j=j.k=k.i=0. AvSak dle tychz rovnic i.i=j.j =
k.k rovnise 1 ataké r, .r, = 1; tudiz obdriime rovnici hledané
*) Sludi tu poukazati na analogii mezi theorii dyadickych mnohoélenil

a theorii matric; dyadicky mnohoélen lze toti# poklidati za matru:l tietiho
f4du a naopak. .
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plochy ve tvaru:

(43, + A3, + A3) 2% + (43, + A5y + 3a)y* + (43, +
A3y 4 A35)2 + 2(dy 4, + A4y + Ay dy) 2y +
2(4,, 4y, + Aypdygy + A13,‘133)wz + 2(dy,dyy + 43,45, +

Ayydss)yz = D3, (192)
Plocha ta jest ellipsoid, jak jiz z toho vyplyvd, Zze viechny
vektory r’, jsou konetné velikosti.

Méni-li tedy vektor r, nepfetrzité svou polohu vychdzeje
stdle z téhoZ potdtku (pfi temZ tedy koncovy bod jeho opisuje
plochu kulovou o poloméru rovném jednotce), méni se také
vektor r‘, nepfetrzité a koncovy bod jeho lezi na ellipsoidu.

K podobnému vysledku dospéjeme, béfeme-li v tvahu
vektory ’

', =r,.9;
koncové body jejich opisuji opét ellipsoid, jehoZ rovnici dle pte-
deslého snadno stanovime. '

Mnohotlen @ lze tedy obecné ptedstaviti dvéma ellipsoidy,
jak jsme jiZ poznali vy%e, kdyZz jsme pojednivali o geometrickém
zndzornéni differencidlnfho poméru %

Je-li mnohotlen dyadicky ve zvldStnim piipadé samosdru-
zeny, sjednocuji se oba ellipsoidy v jediny. ' ,

Piipojme k tomuto geom. znizornéni dyadického mnoho-
¢lenu, feeni tilohy: Ustanoviti vektory X, jichZ béhy se trans-
formacf @.X neméni. Podmineénd rovnice jest tedy

b.X =X
Lili, piipojime-li na pravé strané idemfaktor I, téz
(@ —zI).x =0. . (v)

Z toho jde, ze dyadicky mnohotlen @& — zI nemiize byti mnoho-
¢lenem tplnym, jezto takovy mnohotlen neredukuje nikdy vektor
(jehoz délka se nerovnd nulle) v nullu; mizZe to byti jen mnoho-
¢len plandrni, tvaru na pf. bo -+ ep, ktery, je-li praefaktorem,
annulluje vektor X, kolmy k roviné zadnich ¢lenti 0 a p. Nebof pak

(ho +ep).x=h(0.Xx) + ¢(p.x) =0.



Bylo v8ak feleno, Ze tietf skaldr planirniho mnohotlenu
rovnd se nulle, tudiz

: . (@ —2I); =0
¢ili, piseme-li _
D= ayy, Ay Uy - I=1,0,0,
Uoyy Bggy Ayg, 0, 1, 0,
Ayqy Azqy Aggy 0, 0, 1,
téz
By — T Gy Ay
a,, Qg — T Ay, =0.
s, A3 Q33 —2%

Rovnici tu lze snadno pietvofiti ve

z* — z* (@, + a,, + ass) + 2 (a,,0,, + 04,0, + a;,2,, —
Qy3lyy — 3,015 — Ayg0y,) — (@1, 89905 + 0y,05,0,, +
B3890y — G1309505; — Gy3,01; — Gy304,0y,) =0,

anebo pfibliZzejice k rovnicim (189), (190) a (181)
23 — @z + () — D, = 0. (191)
Kofeny této rovnice, kterd md tvar rovnice Hamilton-
Cayley-ovy, urteno jest x, natez rovnici (y) ddny jsou hledané
vektory X. Jest zfejmo, Ze obdrzfme tfi vektory, jeZ podrzujf
tyz béh, uZijeme-li vzhledem k nim operatoru @; jsou to osy
poSinuti deformace * )-
Normalni tvar d3adu,keh0 mnohodenu V oddile

pojedndvajiciin o soutinu dyadickém bylo ukdzdno, ze kazdy
dyadicky mnohotlen lze vyjddfiti trojélenem

®— il 4 jm + kn,
kde pfedni ¢leny 1, j, k jsou tii jednotkové vektory, jichz béhy
stoji na sobé vzdjemnd kolmo Témui mnohotlenu lze viak déti
také tvar

@ = oi 4 pj + qk,
kde zadni ¢leny i, j, k tvoi soustavu jednotkovych vektord
pravothelnych. Presvédefme se o tom snadno, vyjidifme-li @

Viz Seydler »Theoreticka mechanikac<, § 54.
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ve tvaru nonionu (13*) a vytkneme-li v prvnim sloupei i, ve
druhém j a ve tfetim k; pak polozime a,,i+4a,,j+a,,k=o0 atd.

Poznivame i tu vy3e uvedenou dvojznalnost dyadického
mnohoé¢lenu: tvaru oi +- pj 4+ qk piisludf jeden ellipsoid, ktery
nazveme pronim, a tvaru il + jm -+ kn ellipsoid druhy.

Uzijeme-li mnohoélenu @ v obojim tvaru jako operdtoru
vzhledem k vektortm i, j, k, obdriime pro prvni tvar oi 4
Pi + qk (dle rovnic (20%) a (b))

Dd.i=o, D.j=p, .k=yq,
a pro druby tvar il 4 jm + kn (dle rovnic (20°) a (5))
i =1 j.2=m, k.®=n,
¢ili
De.i=1 Pc.j=m, @c.k=n.
znadi-li @¢ mnohoclen sdruzeny ku .

Z analytické geometrie jest zndmo, Ze linedrni transformaci
soufadnic plocha kulovd piechdzi v ellipsoid, pii ¢emz ze tii
poloméri koule, na sob& vzdjemné kolmo stojicich, vznikaji tii
sdruzené poloméry ellipsoidu. PoloZme polomér koule roven jed-
notce a oznalme i, j, k tii poloméry jeji, jez jsou na sob&
vzdjemné kolmo postaveny; i pfetvoii se dle uvedené véty tyto
poloméry transformaci @.r ve vektory o, p, q, jez jsou tedy
sdruzenymi poloméry ellipsoidu prvniho. Tytéz peloméry i, j, k
pretvoii se pak transformaci r.®, neb, coz jest totéz, trans-
formaci ¢.r, ve vektory 1, m, m, které jsou sdruZenymi polo-
meéry ellipsoidu druhého.

Vyjadifme-li  tudiz dyadicky mnohollen trojélenem

Joi+pj + gk | predn | [0, p,oq)|

| il + jm + kn yWOH | Jadng | OB | L m, n [ SOUstav®
, o - ) prvnim |

sdruzenych polomérd v ellipsoidu | druhém |

Z toho pozndvime také, Ze prvni (druhy) ellipsoid mnoho-
¢lenu @ se sjednocuje s druhym (prvnim) ellipsoidem sdruZeného
mnohoélenu we.

Mezi trojicemi sdruzenych polomérii ellipsoidu jest jedna,
jejiz poloméry na sobé vzdjemn& kolmo stoji; jsou to hlavni
poloosy této plochy. Oznatme je v ellipsoidu prvnim oi’, bj’, ck’
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@, j'» K’ jsou piisluSné vektory jednotkové vzijemné na sobé
kolmé, a, b, ¢ jsou skaldry); je-li i, j, k soustava poloméri
plochy kulové, z nichz linedrnf transformaci @.r tyto hlavni
osy vznikly, mizeme psdti za & vyraz

@ = ai‘i + bj'j + k'k. (193%)

Kdybychom zavedli hlavni osy a‘i”, %", ¢’k druhého
ellipsoidu, obdrzeli bychom
@ = a'ii” + b'jj" + ckk'. (193®)
V obou piipadech vyjiddiili jsme dyadicky mmohotlen troj-
¢leny, v nichz i trojice prednich ¢&lentd i trojice zadnich &lentl
jsou soustavy pravoihelnych vektorti. Takové tvary dyadickych
mnohotlent nazyvime normdlnimi.
Normélni tvar dyadického mnohotlenu samosdruZeného jest
@ — aii + bjj + ckk. (194)
Nebof jen pak jest
D.i=i.P=dc.i, D.j=j. O=d..j, D.k=k.P=0D..k,
tudiz také ,
@.(zi + yj + 2K) = Do (zi + yj + k)
¢ili
®.r = De.1,
z ¢ehoz plyne .
O = m(\,
coz jest podminkou, aby dyadicky mnohoclen byl samosdruZeny.
Mnohot¢len plandrni vznikne, jak vime, jestlize v trojélenu
0i 4 pj + qk pfedni ¢leny o, p, q (nebo v trojtlenu il + jm -+ kn
zadni ¢leny 1, m, n) jsou konplandrnf; tudiZz v tom piipadé
sdruzené poloméry ellipsoidu prvniho o, p, q maji lezeti v téze
roviné (a podobné& sdruZené poloméry ellipsoidu druhého 1, m, n
v jiné roving). To jest vSak jen tenkrite moZno, degeneruji-li
jeden i druby ellipsoid v &ist roviny omezenou ellipsou; pak
totiZ jedna hlavni osa kazdého z nich rovna se nulle a obd
ostatni osy nalézaji se v roviné piisluiné ellipsy.
Podobnou tivahou shleddme, Z%e pro mnohotlen linedrni
(nebo pro pouhou dyadu uv) oba piislusné ellipsoidy prechdzeji
v tdse¢ky (ovSem rizné). Nebof pak piedni nebo zadni ¢leny
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uvedenych trojélend jsou kolinedrné; tudiZz sdruZené poloméry
kazdého ellipsoidu maji miti tyz b&h. I musi dv& hlavni osy
této plochy rovnati se nulle a tieti osy spadati do piislusné
piimky.

Nékteré zvlastni druhy mmnohoélenti dyadickyeh.
V theoretické mechanice maji zvlastni dilezitost nékteré mnoho-
tleny dyadické, z nichz budteZ tuto uvedeny hlavné tyto dva
druhy:

I. Versory slovou mnohotleny, jez jako operdtory pied-
stavuji rotaci neproménného utvaru geometrického.

Budiz i, j, k pravoihelnd soustava jednotkovych vektort
(v pravo totivd); ototenfmn pfechdzi tato soustava v jinou ¥, j,
Kk’ o témz potatku. Libovolny vektor

r=zi+yj+ :k
ptijde timto pohybem do polohy
r' = 2i’ + yj’ + 2k';
zaujimaf totiz v ototené soustavé i’, j', k' tutéZ polohy jako
v soustavé plvodni i, j, k. Soufadnice z, y, z, jez se tudi
rotaci nezménily, jsou délky primétd vektoru r na osy, dané
vektory i, j, k; lze je tudiz dle (3) vyjadiiti po fadé skalarnimi
soutiny i.r, j.r, k.r. Tim obdrzime :
r=iGd.r)4+j¢.r)+k'(k.r)
¢ili vzhledem k (20°)
r=ii.r+jj.r+ kk.r=(»1{i+jj + kk).r.
Dyadicky mnohotlen, v zdvorce se vyskytujici, nazyvame
versorem a znamendme jej :
2=ii+jj+kk. (195)
I bude din otoleny vektor r' vzorcem :
' r=2~e.r;

i jest zfejmo, ze versor 2 jako operdtor zpisobuje rotaci libo-
volného vektoru r a tudiz i celého neproménného utvaru.
Tomuto dyadickému mnoho¢lenu 1ze dati jestd jiny tvar. Pied-
bokladejme nejprve, Ze osa rotace splyva-s osou, danou vektorem i;
ototeni pak d&j se o thel  (ve smérukladném). Pak se patrné vektory
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i, j, k zméni ve vektory i/, j', k', dané rovnicemi

i'=i,
J=cosaj+ sinck,
ki=—sinej4 cosek

Nebof jednotkovy vektor j otoCeny o uhel « lze rozloziti ve
dva stitance ve smérech vektord j a k, z nichz jeden m4
délku ¢os « a druhy sin .
Vlozime-li tyto hodnoty do rovnice .
r=irdi.e)4jg.r) + k' k.n),
obdrzime :
I"—l(l r)+cosaj(j.r)+cosek(k.r) —sinejk.r)

+sinek(j.r)
¢ili dle (20

r=ii.r+4cosejj.r+cosaekk.r—sine jk.r+sinekj.n
z kteréZz rovnice plyne vzhledem k r’'= . r vzorec
& = ii + cos « (Jj + Kk) 4 sin « (kj — jk). (196%)

vvvvvv

Vyraz na pravé strané lze pi'etvoum jesté takto: Jeito
idemfaktor

I =ii + jj + kk, jest jj + kk =1 —ii;
zavedme ddle ,
IXi=iiXi+jjXi+ kk Xi,
coz lze dle (22*) psiti
IXi=i[iXi]+4j[jXi] +kLk><1J—~—1k+kJ
majice zietel k rovnicim (10). Protez obdrzime
R =1ii + cos e (I —ii) 4 sin « [I X i] (196")
Mé-li osa rotace libovolnou polohu, danou jednotkovym
vektorem a, (misto vektorem i), md piisludny versor tvar
Q=—aa +cose (I — a,a;) + sin a [I X a,]. (196°)

Nebot kterykolx vektor r lze - rozloziti ve dva scitance, jeden
aa, jest rovnob&Zny s osou otdleni a druhy b, lezi v roviné
kolmé k této ose (a, L :b,). Je-li tedy .

r=aa, + bb,
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jest predeviim
a,a, .r =a,a, . (ea, 4+ bb,) = aa, (a, . a,) + ba, (a, . b,);
ponévadz v tomto pifpadé a, .a, =1, a, . b, = 0, obhdrzime

a,a, .T =oaa,.

[IXa,].r=[IXa,].(aa, + db,)
=al[lXa,].a,+b[IXa,].b,;
ale z rovnice (15Y*) vychdzi
[IXa,].a,=T.[a, Xa,]=0
(jelikoz a, X a, = 0,) kdezto
IXa].b,=1.[a, Xb,]=a, Xb,.
Dle definice vektoriilniho souéinu (7) rovnd se a, XX b, vektoru
jednotkovému e,, ktery stoji kolmo na roviné urcené osou a,

a primétem vektoru r na rovinu kolmou k této ose (e, L a,,
¢, 1L b)), tudiz

Déle jest

[IXa)].r=be,
a
L.r—uaa, +cosa(@® —aa,)+bsneaec,

pondvadz I.r —=r. Aviak r — aa, = bb,, prolez

Q.r=aa, +beoseb, + bsinee,.
Snadno se presvédiime, Ze b cos e« b, 4+ b sin @ ¢, predstavuje
slozku bb, vektoru r, ototenou o thel «; oznatime li ji v té
poloze bb',, jest
) Q.r=aa, + bb',.

7 toho pozndvdme, 7e 2. r jest otoleny vektor r kolem
osy a, o tyZz thbel «; zpisobuje tedy versor £ skute¢né rotaci
neproménného ttvaru. '

Ve zvlditnim piipadé maze < « = 90°; piisluiny versor
méd pak tvar & = a,a, + I X a, a slove kvadrantilnim ver-
sorem. Je-li < @ = 1807 jest 2 —2a,a, — 1, kteryito versor
nazyvé se bikvadrantdlnim.

Vysetime jests, jaky vyznam maji skaldrni ¢ist 2, a vekto-
ridlni ¢dst &2, versoru L. Abychom ustanovili Q,, piSme £ ve
tvaru ‘ '

N=a,a, + cose (ii +jj + kk —a,a,)
+ sin « [(ii + JJ + kk) X a,]
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¢li dle (22%)
Q=a,a, + cos e (ii + jj + kk — a,a,) + sin « (i [i X a,]
+iliXa]l+ k[k Xal; ()
tudiz jest skalarnf Cdst
2, —a,.a, +ceose(i.i+j.j+k.k—a,.a)
+sine(d.[iXa,]+j.[jXa,]+k.[kXa,]).
Ponévadz i . i=j.j=k.k=1 a téZ a,.a, =1, ddle
dle (14) :
i.[iXa,]=[iXi].a, =0 atd.,, obdrzime
Q, =1+ 2 cos e, (197®)
Jest tudiz skaldrni Cdsti versoru uréen thel rotace; pro

uhel ten plati vzorec ‘
cos « = 1 (8, — 1). (197%)

Pro vektoridlni &ist £, vychazi z rovnice (w)
Q,=a Xa +esedAiXi+jXj+EkXk—a, Xa,)
+sina(@AX[iXa,]+jXxX[jXa]+kXI[kXa,]);
v tomto vyraze i Xi=j Xj=kX k=0, téza, X a, =0,
dédle dle (16°)
iX[iXa]l=@0.a)i—(i.i)a,
¢ili dle definice skalirniho souéinu (2)
i X [iXa,] =1 cos a,i — a, atd.
Prodez
N N A
Q,—=sina (icos a,i+ jcosa,j+ k cos a,k— 3a,)
A A . A
anebo, ponévadz i cos a,i + j cos a,j + Kk cos a,k — a,, konetné
‘ Q,= — 2 sin e a,. (198)
Jednotkovy vektor a, urdujicf osu rotace dén jest tudiZ

vektoridlni ¢dstf versoru; b&h jeho jest protivny k b&hu vek-

toru £2,. »
Pro thel rotace o vyvodime jedté jiny vyraz, pouzijeme-li
zndmého vzorce trigonometrického. '

tg S —_Sna
I =TT cosa
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Ze vzorce (198) plyne
&, .02, =4sin’«a, .a =4 sin'e,
odkud
2sine=V\R,.8,;

substituci této hodnoty, jakoz i hodmoty (197°) pro cos « na-

budeme

a V2.0

T=I1L9
I mize byti kazdd rotace itvaru o vhel « pifedstavena vek-

torem  majicim béh osy rotace, jehoz velikost jest

ty (199)

q=Vq~q=ty%,
Pak bude
e ® _ 2,.9
v q.q=tg 2T+ 2)%
z Cehoz plyne
—_— 'Q"
1=1530-

Tento vektor stanovi versor £ uplné.

Jest vlastnosti versoru, Ze jeho mnohotlen sdruzeny rovni
se mnohotlenu reciprokilnimu. Je-li totiz
Q=1ii+jj+ kk,
jest
Qo = ii’ + jj' + kk
a skaldrni soulin Q. Qc rovnd se idemfaktoru, jak se pfe-
svédéime zndsobenim obou téchto trojclend, pouZivajice vzorce .
(153).
Z toho vyplyva vzhledem k (167)
.Qc = 01,

Tudiz pro druhy symmetricky mnoho¢len versoru do-
staneme
{P=2.02 =1
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Konetné hodnota ttretiho skaldru versoru jest 1, jsouf totiz
ve vyraze

25 = [i'j'K] [ijk]
oba Cinitelé [ijk | i [ijk]} rovny jednotce *).
II. Tensory. Zvlisté jednoduchou deformaci stejnorodou

jest, jak znamo, deformace prostd **). Deformace ta piedstavena
jest dyadickym mnohot¢lenem samosdruzenym (viz vzorec (185))

O = aii + bjj + ckk, (201)
ktery slove pravym tensorem.

Je-li vektor r rovnobé&Zny s osou, danou jednotkovym vek-
torem i, tedy r = i, jest

O.vr=axii.i4+bzxjj.i+cxkk.r
¢ili vzhledem k (20*) a ()

®.r —ari—=ur;

tudiz vektor r nezméni svého béhu, ale délka jeho zvét¥ se
v poméru a : 1. Podobnych zmén dozndvaji vektory rovnob&zné
sjak.

Protez vektor r v obecné poloze transformuje se pravym
tensorem tak, Ze slozky jeho, rovnobéZné ke tiem k sob& kol-
mym vektorim i, j a k, zvét§i se v pomérech a:1, b:1, ¢:1.

Jednotlivymi vektory i, j, k ddny jsou hlavni osy defor-
mace, jez jsou zéroveir osami poSinuti (piimkami, jichz smér se
deformaci neménf).

Jeli ve zvlastnim piipadé ve vzorci (201) ¢ = b = ¢, pak
@' = q (ii 4+ jj + kk) = al. Timto operitorem slozky kazdého

*) Obecnéjsi mnohotlen dyadicky neZ versor (piSeme-li jej ve tvaru
(1968) jest -

I' = aa—! + cos a (bb—) + ec—') + sin a (¢h~1 — be—1), (200)
_kde a, b, ¢ a a—1, b—1, e—! jsou dvé soustavy vektori reciprokalnich.
Mnohoélen takovy zoveme cyklickym. Jako operdtor zpisobuje pohyb geom.
utvaru, ktery méizeme nazvati elliptickym. Pohyb ten podobd se pohybu
rotaénimu s tim rozdilem, Ze jednotlivé body" tutvaru probihaji ellipsy
misto kruznic, Viz Gibbs-Wilson >Vector Analysis< pag. 349.

**) Seydler »Theoretfickd mechanika« pag. 180.
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vektoru r zvétsi se v tychZ pomérech; tudiz bé&hy viech vektord
r se neméni a délka kazdého zvétsi se v poméru « : 1. Defor-
mace ta slove expansi Cili roztafenim prostorového ttvaru.

Méjme mnohot¢len dyadicky vyjidieny ve tvaru normdlnfin
b=aiiXbjj+ ckk;

za tento tvar lze také psdti bud

o=>{1+jj+kk).(aii +0jj 4+ ckk) -
aneb

= (aii+0jj + ckk).({i+jj+kk),
jak se ptesvédeime, provedeme-li skaldrni ndsobeni a pouzijeme-li
rovnic (20%) a (H). _

Trojélen i'i 4 j'j + k'’k v obou téchto vyrazech jest
versor, trojélen « ii + b jj + ckk aneb ai'i’ 4 b}’ 4+ c k'K’
jest pravy tensor; tudiz lze vysloviti v&tu:

Dyadicky mnohotlen lze vyjédfiti skaldérnim soutinem ver-
soru a pravého temsoru (v tomto nebo v obrdceném potidku).

V theoretické mechanice zni tato véta takto:

Deformaci stejnorodou muZeme si mysliti slozenou z defor-
mace prosté a z pohybu otdleciho, pii ¢emZ potdadek téchto
pohybi jest libovolny *). ‘

Pole dyadické. Cdst prostoru, v niz kazdému bodu pif-
slu§f uréity dyadicky mnohotlen, ktery se méni nepietrZit&, po-
stupujeme-li spojité od jednoho bodu ke druhému, slove polem
dyadickym.

*) Obecnéjsi mnohoéleny nez pravy tensor jsou: mnohoclen tonicky
tvaru

© = aaa—1 + bbb—1 + cec—1 (202)

a mnohotlen ¢yklotonicky )

I'g = aaa—! + pcosa (bb—1i 4 ec—1) 4 psina (ch—1—be—2). (208)

Prvni z nich méni jako operator viechny vektory r tak, Ze sloiky

jejich, majici béh t#i libovolnych vektord a, b, ¢ tjeZ oviem nejsou kon-

plandrni), podrzuji tyto sméry, ale prodluzuji se v pomérech a:1, b:1, c:1,
Mnohotlen cyklotonicky lze psiti ve tvaru

I'g—=(aaa—1+4Dbb-14ece—1).(aa—1 4 pbb—1+4pece-1).

{aa—1 + cos « (bb=1 4 ce—?) + sina (eb—1 — be-1)},
jak se presvédéime, provedeme-li nazna&ené ndsobeni. Prvni-¢initel neméni.
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Piiklady takovych poli jsou: rozvrzeni pruznych deformaci
v prostiedi libovolné se pohybujicim, rozvrzeni dielektrickych
vlastnosti v prostfedi nestejnorodém, nko na pf. v krystalu ne-
stejnomérné zahfitém atd.

Pisme obdobné k vektoru
v=wi+tovjtvk=v.4+v,+ V.
dyadicky mnohotlen @ ve tvaru

D=vii+ Vv, j+Vk=D. 4+ D, 4 D (m)
(kde vSak v, mnenf nyni vektor jednotkovy); aby tedy pole
dyadické bylo uréeno, musime v kazdém bodé jeho zndti tfi
vektory v,, V,, V5. Ponévadz lze poklddati tyto tii vektory za
sdruZené poloméry ellipsoidu,-stanovime pole dyadické také tim
zpisobem, %e v kazdém bodé jeho myslime si sestrojeny uréity
ellipsoid (prvnf).

Tyz dyadicky mnohotlen miizeme psiti ve tvaru
D —iu, + ju, + ku,; (»)

tudiz pifslugné pole dyadické stanoviti lze také jinymi tiemi
vektory w,, u,, u,, z kazdého bodu jeho vychazejicimi, anebo
soustavou druhych elhpsmdu, jichz sdruzené poloméry jsou tyto
t¥i vektory. -

Pole dyadické, piisluejici reciprokdlnimu mnohotlenu @,
ddno jest tymiz dvéma soustavami ellipsoidu, jenom Ze druhé
ellipsoidy pole piivodniho stivaji se v poli reciprokalnim ellipsoidy
prvnimi a naopak.

vektord rovnobéinych k b a e, ale prodluiuje vektory rovnohéiné k a
v poméru a:1. Druhy ¢initel neméni vektortt rovnobéinych k a, ale zvét-
Zuje viechny vektory lezici v roviné b a ¢ v pomeéru p:1. Treti ¢initel
_zplisobuje pohyb ellipticky; vektory rovnobéiné k a se neméni, ale koncové
body vektord poloZenych v roviné b a ¢ pohybuji se po ellipsich.

Lze ukdzati, Ze ma-li rovnice.Hamilton-Cayley-ova .

X% — 22 Dy - x(Dg)s— By =0
tti kofeny realni, mize byti pFislusny dyadicky moohoilen @ pieveden na

tvar tonicky; mé-li rovnice ta jeden Kofen redlni, miize byti @ preveden
ma tvar cyklotonicky. Viz Gibbs-Wilson >Vector analysise str. 856 a nasl.
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Jedno pole dyadické jsme jiz poznali v oddile pojedniva-
jieim o poli vektorovém; jest to pole uplnych differencidlnich
pomérii proménlivého vektoru v dle r. Piisludny dyadicky
mnohoc¢len ma tvar nonionu, daného vzorcem (69).

Differencidlni pomér mnohoélenu @ dle skaldru t din jest
vyrazem

d®_dv, . , dv dv,
i dt_l+dt]+ k;

tudiz tento differencidlni pomér jest opét dyadickym mnohoélenem.

(205%)

b .
—l_i? JeSt

@ 20 dx+3di dy +'b@ dz
dt — oz dt ' dydt ' 0z dt '

Jiny vyraz pro

(205Y)

oba tyto vzorce jsou obdobou vzorcd (57) a (58) pro ditferen-
¢idlnf pomeér vektoru v dle skaldru ¢.

Redukuje-li se ve zvladtiim piipadé dyadicky mnohotlen @
na jednoduchou dyadu uv, obdrzime

dt — dt at’

anéb, nahradime-li v sou¢inu wuv vektor v vyrazem v.i 4 v,
+ vk, tudiz

(206)

uv = v.ui + vuj + v.uk,
dle (205%) téz

t%xtv _d (v,u) it d (@_,,u) i+ 2 d(v,u) Kk

(207)

Differencidlni pomér mmohoélenu & dle vektoru r. Jest
tieba rozezndvati dva takové tplné differencidlni poméry, jez

pokldddme za sdruZené. Prvni definujeme soutinem d® L

dr
. .. dd . . .
a oznalujeme jej ?l?" aneb, pouZijeme-li opét Hamiltonova sym-
bolu, téz \/ @; jeho sdruZzeny differencidlni pomér jest dén
vzorcem

o\ 1 .
(717)0" Ve = .

32
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Vedle téchto tplnych differencidlnich poméri zavadime také
dstetné differencidlnf poméry, pro néz plati zdkladni vzorec,
analogicky k (59%), totiz

9P __dod

3 —ds S (208)
Vzhledem k rovnici (m:) obdrzime piedeviim

dd AP, , do. .
w=vo="T0y T O (2099

a pro sdruzeny differencidlni pomér

67 v =2 432 (5, o

jez jsou obdobné k rovnicim (68%) a (68").

Kladouce r = x + y + z miZeme téz psiti

D 20 02D .
V‘p—'—gi'i'ss;-l-g; . (2107

Ve = (w) (%1?)0 +(%;2)0, (210°)

X

z nichZ prvni rovnice jest obdobou rovnice (63°).
Konetné tiet vyrazy pro differencidlni poméry mnohoé¢lenu
@, analogické k (63) a (65, dostaneme, vloZime-li do (210%)

‘a(b b 20 hodnoty, plynouci ze vzorce 1208); i bude

Bx’ oy’
W, . D -
\7¢_3_x1+@‘]+5?k (211*)
a .
- —_— '()(D . b@ a¢ b
VC'@—l'a—x"'{—,]a—y'—l—kaz (211)
Jezto dle (205%) '
’ 3D __ v, bv, -3V,
5 =2 i+2j+ a7 k atd.,
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jest téz

V‘D-—av' i1+av‘ i.]_*_avl

M e L v 3“‘ y i +av2 (212)

+ Bvs ki + bva + av1 KK,

a podobny vyraz obdrzime pro Vcdj

Ze differencialni pomér mnohotlenu @ dle r jest triadickym
mnohotlenem, jest z t&chto hodnot jeho bezprostfednd ziejmo.
Tudiz tvofenim differenciilnich poméri dyadickych mnohoé&leni
ptechdzime (podobné jako u vektord) k vyS$8im utvartim vektorové
analyse.

Jako pro pole vektorové jsou dileZity skaldrni a vektorlalni
tast differencidlnfho poméru vektoru v dle r, tak i pro pole
dyadické slusf zvldsté vytknouti skaldrni a vektoridlni &dst diffe-
rencidlnfho poméru mnohollenu @ dle r. Pro prvni z nich,

kterou oznacime d d;p ¢ili N/ . @ plyne ze vzorce (211%) vyraz

v.oe=5 400+ 5 kK, (213%)
pro.druhou z téhoZ vzorce *
dX @
i =V><¢— ><1+ ><J+ Y ><k (214%)
Pozndvime vzhledem k (20%), 2e YV . @ jest vektorem a
vzhledem k (222), Zze / XX @ jest dyadickym mnohotlenem.
Vlozime-li do vzorce (213*) hodnoty

D 3v1 Bv, oV,
e + J + ’,5‘—1_" k atd.,
obdrzime piihliZejice k rovmcim (20*) a ()
V.o 3v, +bv, +bv3

Touz substituci do (214“) ZJedname si majice zfeni k rov-

nicim (22*) a (10)
e d (o) (e 2V
quj—('ax by)l—l-('t)x bz)

o, v,
+(a—y—ax)k.

(13Y)

(214Y)

32*
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Podobnost téchto vzorcd s obdobnymi vzorei (78%) a (792)
pro ¥V .r a VV X r . jest ziejmi*).

Jest se zminiti jeSté o skalirnich soudinech ddii; .S, a
o jez jsou analogické souti ﬁmd—v v Pt
81 . g JeZ jsou ogic nim - .8y a8, .. Pre-
deviim jest
do do
71_ -8, =5,. (—d—l;)l o (215)
. AdD <y
Soudin e S, vyjddiime dle (211%) takto
add LI

= .S — 1 29 +—:k $13
dl‘. 17" 9 -51+@ J -8 z * 91

polozme nyni obdobné ke vzorci (20%) za souéin jakékoli triady
abe s vektorem r dyadu ab (c r), pak obdrzime

5 =5 (s F 32 (s) + 32 ks,

Dle vzorce (4) znaff i.s,, j.s;, k.s, cosiny uhli, jez
tvoff béh jednotkového vektoru s, s osami soufadnymij; za tyto
cosiny lze téz kldsti po fad& hodnoty

dz dy ds
ds 'ds 'ds’ ‘
protez
do . _3Ddx Ed_y_’_'bQ? dz
dr "' dxds 'dyds ' 2z ds’
¢ili vzhledem k (205°)
aod dd
I = (216)

analogicky vzorec ke vzorei (70) pro v . 8;.

ar
*) Také &istetné differencidlni pomeéry vektord i dyadickych mnoho-

v 3‘1’ ’
¢lent —g—l—; a 5= maji své &asti skalérni

3 X
55 mnohé vzorce o nich uvadi V. Fischer ve své »Vektordifferentiation

und Vektorintegration< na str. 14, 17, 42 a j.

.V 0.2 Xv
%r—’ o @ vektoridlni @Ta—r—’
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Ve zvldstnim piipadé mjpze se dyadicky mnohoélen redu-
kovati na pouhou dyadu wv; pro tu plati

: A 1 av :
d(d“rv)_:—_-v (uv)=(udv-{du) V)E =u 3:.— + g%“lr)v, (217)

kde jest tfeba objasniti vyznam poslednfho ¢lenu na pravé strané

této rovnice.
Dle (211%) jest také

d(uv)__9(uv)
dr —

¢ili, ponévadz

. 2(uv) . 92 (uv
i+ (.(,y).l+ a~)k

a(uv) __ ’()u
T T + Y3
téz
d(uv) i u vi au bu
Tdr —“(ax +3z)k+(3x Ity vitae )

Srovndme-li tuto rovnici's rovnief (217), pil femz pouil-
Jeme rovnice (63%), totiz

dv _9ov.  93v. OV

ar = 1t TR + 5 K
nabudeme '
(du)v @l_l . ou .
B vi+ 3 " 1+, vk (218)
Pro skaldrni a vektoridlni &dst differencidlniho poméru
d_(dl;l)_ obdrzime snadno vzorce
d . (av)
e - V@)= sy + dr (219%)
=u(V.v)+ (Vu)
dXv) du
—ar VX (ury=u 3 dr *oF ar <V (o19m

=u(VXv)+ VX
Céstetny differencidlni pomér dyady dle vektoru dén Jest
pak vzhledem k (208) vyrazem

(uv d(av
=t =45 e
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Je-li jeden z ¢tiniteld, na pt. u, stdlym, jest patrné du =20;
tudiz vychdzi z (217)

dluv) _ dv
‘ ar %ar?
a podobné pro stdlé v
d(uv) _du
dr —dr

Na zékladé této rovnice dostaneme differenciaci vyrazu

@ = v,i + v,j + v,k
pro tplny differencidlni pomér dyadického mnohotlenu dle vek-
toru jesté hodnotu

dd _dv, ., ., dvg
aw=Vo=_ri+ I+ o0k (221)

r
Jezto jednotkové vektory i, j, k jsou stdlé.

av,
dr

Protez skalarni ¢dst tohoto differencidlniho poméru

Ad.0_d.v, ., d.v,, , d.
dr =~ dr i+ dr 1+ d

rk
¢ili

V. .0=(@@wv)i+ (divv,)j+ (divv,) k, (213%
a jeho vektoridlnf &dst

AdXP__dXVv,, , dXV,. d_x_vi
v = g At T I T T kK

&l
V X O = (curl v,)i -+ (curl v,)j + (curl v;) k. (214°)

Integrdly dyadickyjch mnohollend. Dilezitost maji hlavné
tyto dva druhy integrali:

fdi.dr a ff(b.dp,

kde znalf dr prvek privodite a dp prvek plosny.

Vztahuje-li se u prvniho 2z t&chto integralﬁ integral ke
kfivee uzaviené, lze dokézati, Ze plati vzorec

So.ae= [ [1vx0).ap, (229)
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obdobny ke vzorcim (44°) a (196%); vzorec ten predstavuje véfu
Stokesovu roziifenou na -mnohoéleny dyadické.
Podobné plati rovnice

Sfo.mw=[[[v. 9. (923)

analogickd k rovnicim (48) a (124°), kde integrace na levé strané
se vztahuje ku plose uzaviené; rovnice ta vyjadiuje vétu Gaus-
sovu vzhledem k dyadickym mnohoélendm.

Konetné jest poznamenati Ze k integrdlim, jez jsme po-
znali v oddilech o polich skaldrnich a vektorovych, totiz k po-
tencidlu, integrilu Newtonovu, Laplace-ovu a Maxwellovu, druzi
se obdobné integraly, vztahujici se *k mnohoélenim dyadickym.
Definujeme je pak vyrazy

Pot & — f/ (D(x,,, Yny Zn). dz, dy.dz,

Yon

=//f ,Q aS,
Nww= [ [ [ "O"W(“"l':;,"”"’ ) a8, (225)
Lap @ = f f f Ton X - Pn 4S,. (226)
Maz o= [ f [Rlrgs, (227)

Prestivajice na téchto definicich podotykime jen jesté, Ze
analytickou theorii uvedenych integrdli mohli bychom zaloZiti na
tom, Ze vyjadiime v piisluSnych hodnotdich jejich dyadicky
mnohotlen @ trojélenem v,i + v,j + vk (se stilymi ¢leny
zadnimi i, j, k) aneb vektor w trojélenem z.i + y.j + z.k.

Pojedndvajice o tfech polich: skalarnim, vektorovém a
dyadickém, jez v theoretické fysice tasto se vyskytuji, shledali
jsme téméf dplnou shodu hlavnich vét a vzorcl sem nélezejicich,
kterd se jevi tim, Ze xz rovmnic pro jedno pole platnych obdrzime
rovnice druhych dvou polf, provedeme-li v nich zéménu piislus-
ného skaliru, vektorn a dyadického mnohotlenu. Ze lze d4ti
rovnicim tém tvar nejjednodusif, pii ¢emz také tato shoda nile-
#ité vynikd, jest nepopiratelné piednost{ vektorové analyse.

(924)
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Pognamendni. Na IV, mezinirodnim kongresu mathematikd, ktery se
konal v dubnu r. 1908 v Rimé, bylo téi rokovino o potfebe zavésti jed-
notné oznateni operaci, vyskylujicich se ve vektorové analysi, aspon pokud
jde o tak zvany minimélni rozsah jeji; konecnd rozhodnuti o tom stanou se
snad  na pFistim kongresu, jenz se¢ mi odbyvati r. 1912 v Cambridge. Zatim
prijima vSechny v té pfi¢iné -uéinéné ndvrhy easopis ,I’enseignement ma-
thématique“; z navrhii, aZ dosud v Easopise tom uvefejnénjch, zasluhuji
pozornosti ndvrhy C. Burali-Fortiho a R Marcolonga (jichz bylo pouzito téz
ve spisc od obou téchto autorfi pravé vydaném: ,Elementi di calcolo vetto-
riale), dle nichz oznacoval by se skaldrni soudin dvou vektori a X b (misto
Hamiltonova oznateni — S (ab) nebo Grassmaunnova a j b nebo Gibbsova
a . b) a vektoridlni sou¢in a A\ b (misto Hamiltonova oznaceni V(ab) nebo
Grassmannova . (ab) nebo Gibbsova aXb). Dosti obvyklé jest jiz dalsi
navrhované jimi oznaceni: grad v misto \7 # a rot u misto curl u, Vzhledem
k tomu, Ze uzivani podtu vektorbvého vidy vice sc Sifi (zvl4ste ve védich
applikovanych), bylo by takové usjedmoceni se na zikladnich symbolech
zadouci. |

0 plochach vytvoienych rotaci imaginarné
piimky nebo kuZelosecky.

Roddva prof. Vine. Jarolimek.

V theorii paprskovych kongruenci a kowmplexi briny dosud
v uvahu toliko paprsky redlné. Ve svém pojednéani ,O specialnim
kvadratickém komplexu tetraedrdlnim“ (Véstnik kral. Ceské spo-
le¢nosti nauk, 1906) poukdzal jsem k vyznamu imagindrnych
paprskit komplexovych. Ukdzalo, se totiz, Ze komplex uvazovany
obsahuje netoliko rotani hyperboloidy sborcené, nybrz i ne-
piimkové, t. j. konvexni plochy druhého stupn&. Existenci jejich
Ize vysvétliti. jeding komplexnimi paprsky imagindrnymi, jimiz
jsou vyplnény, coz také analytické vySetfenf v Fedeném pojedndni
potvrdilo. Dilkaz syntheticky, %e imaginirni p¥imka jednobodovi
(t. j. kterdi mé jeden bod realny) pki urtité poloze k ose vy-
tvofuje rotaci redlnou plochu 2. stupn&, podal v III. ¢isle
t. roéniku pan Kr. Kadefivek, assistent &. techniky, v &¢lanku
nadepsaném ,Pispévek k plochdm rotaénim 2. stupn&“. Poddvim
tuto pimy dikaz jednoduchy a konstrukei vlastni.

Dikaz opird se o vétu, Ze kuZelosetka vytvofi plochu
druhého. stupné netoliko rotaci okolo jedné své osy, nybrz:
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