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Krivky rovinné stupné 2n-ho s tremi body
n-nasobnymi.
Pige B. By?iovsky’.

O kiivee Etvrtého stupné s tiemi body dvojndsobnymi platf
véta, tasto dokdzand,) Ze tetné v bodech dvojndsobnych (poétem
Sest) dotykaji se téze kuzelosetky, takZe péti z nich Sestd je
uréena. Nalezl jsem obecnou vétu, jeZ plati pro kiivky stupné
2n-ho s tiemi body »-ndsobnymi a jejimz zvla§tnim ptipadem je
véta prdvé vyslovend. Odvozeni této véty a disledkim z ni ply-
noucim vénoviny jsou tyto fadky.

I

1. Vlastnimu dékazu budiz p¥edesldna p¥ipravna tdvaha :
protnéme rovinnou kfivku K, stupnd n»-ho piimkami a, 7, ¢
trojstranu, jehoZ Zddny vrchol nelezi na kiivce. Tak vzniknou tii
skupiny po » priseticich na kazdé pfimce. Takové tfi skupiny
bodi nejsou zcela libovolné: zvolime-li totiZ na tfech
pitimkéch po » bodech, netvoifi tyto t¥i skupiny
obecné Giplnou soustavu priseéikd kfivky stupné
nho s témito tfemi pfimkami. To plyne — vzhledem
k tomu, Ze tyto tfi pfimky tvofi ¢dru tfetfho stupné — ze zn4i-
mych vét o priselicich kfivek, 1ze v8ak tuto v&c ihned nahléd-
nouti takto : vezméme dané tfi pfimky za osy soufadné.  Rovnici.

1) V. na pt. K. Petr: ,,0 raciondlnich kiivkich &tertého stupne® .
str. 19. Tento éasopis roé. XXXIL (1908). C C
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kiivky stupné n-ho lze psiti ve tvaru
anZ? + bax2 4+ a2 + %% anZnZe + T,2,25 f+ (21) =0

kde f; je vyraz stupné (n-3)ho v soufadnicich. Skupiny bodové,
v nichZz kfivka protind jednotlivé osy, jsou dény rovnicemi:

na ose z, — O bl +caz? ... =0
- w2, =0 an? 4+ ¢z 4 ....=0 O
» n 23=20 2t +bpzt +.... =0

kde ¢leny naznalené vytelkovanim jsou v kazdé rovnici jiné.
Pozorujeme viak, Ze Cleny nejvyS8ich stupiii maji ve vsech
rovnicich tytéz koefficienty.

Jsouli tedy ddny tii skupiny po » bodech na jednotlivych
osdch rovnicemi:

na ose z, =0 b2y =byat + btz 4. ... Fbazi =0
y w Zo=0 e =t cat'e, 4. .. F 2" =0
w n Z3=0 ai,, =axi + a 2" ', 4. .o an22 =0
a maji-li tyto tfi skupiny tvoriti dplnou soustavu prisetikd
8 kiivkou stupné n-ho, musf byti moZno uvésti je na tvar hofej-
§ich t¥i rovnic, totiz uciniti koefficienty pfi n-tfch mocnindch
téZze proménné stejné. Aby v &2,,, c3,, byly stejné koefficienty
pfi 22, k tomu stadf ndsobiti prvni ¢,, drubou b, takZe spoletny
koefficient je pak b.c,; jeZto z2 v prvé rovnici md pak koef-
ficient b,c,, 27 ve druhé koefficient b,c,, musi ve tiet{ rovnici
Ay ¢ An = bnrn : bycy-
Tato podminka pak staéi, jezto rovnice
buCa2? —+ bucoz® + ....=0

uddvd potom kiivku xn-ho stupné protinajici trojstran v danych
tfech skupindch bodd. Nalezend podminka ukazuje, %e ve tieti
rovnici pomé&r dvou koefficienti je ostatnfmi uréen; to znameng,
%6 z nbodd skupiny touto rovnicf vyjddiené jen
(n-1) je libovolnych; bod n-ty je urten pozZadavkem
vy8e vyslovenym. Z dikazu zdroved vysvitd, e — je-li
Zddané podminka splnéna —ka%déd kiivka st. n-ho obsahujici
3n—1 z danych 3n obsahuje také zbyvajict.

2. Vyslovime vétu dudlni: Tii skupiny po » paprscich
prochdzejicf vrcholy trojstranu netvoif obecnd dplnou soustavu
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teten vedenych z téchto vrechold ke kiivee n-té tifidy. Aby tomn
tak bylo, musf byti vyplnéna jedna podminka; pak (3rn — 1)
paprski je libovolnych, ale 3r-ty je jimi urten. Kazdd kiivka
n-té tiidy, kterd se dotfkd 83n — 1 z nich, dotjkd se také
zbyvajiciho.

3. Promitneme kaZdou -ze ti{ skupin z protéjgiho vrcholu
trojstranu » paprsky. Tyto tii svazky paprskd jsou ddny ovsem
také rovnicemi I. Budiz na pi.

ey, + 23 =0

rovnice jednoho tohoto paprsku jdouciho vrcholem (1,0, 0);
zavedeme-li piimkové soutadnice §&; obvyklym zplsobem, totiz
tak, aby rovnice incidence znéla

§izy + &7y + &2, =0,
pak pro soufadnice onoho paprsku plati
&b —=ay, o b
by =—u 2,

A tak ovSem pro kazdy paprsek vrcholem (1, O, 0). Podobné plati
pro kazdy paprsek svazku o vrcholu (0, 1, 0):
b =—ux, 12,
a vreholu (0, 0, 1):
§ b =—ux, 2,
Obdrzime tedy z rovnic (I) ihned rovnice, jimz vyhovuji

soufadnice paprski, jeZ promitaji tfi skupiny bodd, kdyZ do nich
dosadime dle napsanych @mér; obdrzime rovnice

ol (1P i+ = 0)
and? 4+ (—1)P e+ ....=0 an
@kl (—1p bl ... z= 0

Rozezndvejme dva pHpady:
a) n je sudé. Pak rovnice (II) nabudou tvaru:

bokl + cabZ 4. ... =0
an§g+0n§€+-...=0
an§:+bn§‘;+....=0

1*
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Nésobime-li prvni rovnici a,, druhou #,, tfeti c,, obdrzime:

b2 4 anené? 4. ... =0
Anbal 4 bocnd2+.... =0
AnCab2 4+ bncat2 4+ .... =0

t. j., u n-tych mocnin téZze proménné tytéz koefficienty. Uvazujme
kfivku, jejiZ rovmice v soufadnicich pifmkovych je

bacafl -+ ancafy + exhnby + ..+ EEES () =0,
kde f(&) je vyraz stupné (rz—3)-ho a tetkami je vyznalen sou-
¢et tlend, jez rovnéz tetkami jsou naznadeny v rovnicich (11).
Soutadnice teten vedenych k této kiivee z vrcholi trojstranu
se obdrzf, kdyZ do jeji rovnice se dosadi postupné &, — O,
&, =0, § = 0; ale pak se obdrzi prdvé rovnice (II). Mame vétu:

Praseéiky krivky stupné n-ho s trojstranem maji pro
n sudé tuto vlastnost: promitneme-li vidy ty. jeZ lei na téZe
strané, z protéjsiho rohu, obdrime 3n paprski, jeZ se dotykajt
téze krivky tridy n-té.
0) n liché. Rovnice (II) pak majf tvar

b2 — 4 ....=0
anf? — a2+ ....=0
nf? —baf2 +....=0.

Nésobime-li tyto tii rovnice opét po fadé an, b, ca, obdr-
#ime p¥i n-tych mocnindch sice opét koefficienty téZe absolutnf
hodnoty, ale jen pfi &7, &2 jsou téhoZ znaménka, kdezto pii &7
znamének opatnych. Nedochdzime zde tedy k témuz vysledku
jako pro »n sudé. Nahradme vSak kteroukoliv skupinu paprské
z danych tff skupinou paprskd s nimi harmonickych dle téch
dvou stran trojstranu, jichZ prtsetfkem prochdzeji paprsky zvo-
lené skupiny. Této transformaci odpovidd zména znaménka jedné
soufadnice, na p¥. v posledni rovnici soufadnice §,. Obdrzime pak

— U2 — b4+ ... =0.
Je-li tieti rovnice takto zméné&na, 1ze uliniti tyz disledek
jako pro n sudé. Plati tedy véta:
Prasediky k¥ivky stupné n-ho s trojstranem maji pro
n liché tuto vlastnost: nahradime-li viechny priseciky s jednou
stranon body, jei s mimi jsou harmonicky sdrufeny dle obow
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volit trojstranu, a palk tyto body jako? i ostatni praseéiky
promitneme z protéjdich vrcholi trojstranu, obdriime 3n pa-
prski, jez se dotykaji téfe krivky tridy n-té.

Bylo by snadno vysloviti véty dudlni; specidlnd véta a)
se dualisuje pouhym obrdcenim.

IL

4. Kfivka stupné 2n-ho miize miti nejvyse tfi body =-
ndsobné, nemd-li se rozpadnouti. Bod x-ndsobny plati za
1y (n—1) bodl dvojndsobnych; ma-li tedy kiivka % bodd n-
ndsobnych, je jeji rod

=1@n—1) (2n—2)—3kn(n—1)=
=in—1)[4—Fn—2]

Toto ¢islo je kladné jen pro L < 4; je tedy skutetné
% = 3 nejvétsi pfipustnd hodnota. Budiz X,, kfivka stupné 2%-ho
s tfemi body u-ndsobnymi. Jeji rod je dle posledniho vzorce

p=3m—1)m—2)

t. j. takovy, jako rod obecné kfivky st. »-ho. To je ndsledek
toho, Ze kiivka K,, vhodnou kvadratickou transformaci pfejde
v obecnou kiivku st. »-ho. Nebof zvolime-li tfi body n-nésobné
— jeZ oviem nelezf v téze pfimce — za hlavni body takové
transformace, piejde kifivka skutetné v kfivku stupné

2 X 2n — 3n = n;
tato kfivka pak jiz nemd vicendsobnych bodd.

Zvolime body n-ndsobné za vrcholy soufadného trojstranu;
jezto tedy na pif. bod (0, 0, 1) je wm-ndsobny, musi &leny nej-
nizstho stupné v x,, x, byti stupné x-ho, Cili tlen v x, stupné
nejvysifho rovnéz n-ho. Koefficient pfi «2 je pak ovSem vyraz
stupné n-ho v x,, x,. Totéz platf s piislusnymi zménami o bodech
0, 1, 0,), (1, 0, 0). Piseme-li strutné.

al,=ayx} +a 277 xy + ...+ an2f
by =byay + by ay~ay + .., + ba
Cgy =C a5 + ¢ aj™ ey +...+ Ca 27
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md rovnice kfivky tvar
a2y + 03 2t + e a3+ ... =0,
kde ¢leny naznalené tefkovdnim majf tvar
bl hZ hB
x, T, Xy
kde kazdé h; je rovno nejméné dvéma. Nebof viechny Eleny
stupné jen n-ho v n€kterych dvou proménnych jsou uz vylerpany
ttemi vyrazy vySe napsanymi a ve Clenech ostatnich mohou se
vyskytovati jen souliny stupné vys$itho. Je tedy
hy +hy>n+1, hh+h=>n4+1 hy+h>n+1
Settenfm prvych dvou nerovnosti obdrzi se

hy + hy + 0+ 0, =20+ 2
hy, + hy + by = 20,

h=2

Jezto vSak
plyne odtud

a pravé tak o .

hy =2, hy =2
Lze tedy ze vSech ¢lend tvaru vySe uvedeného vytknouti alespoit
z? z? z2 a rovnice md tvar

aiq xg + b;,a :1:’1' + 63111 mg + x% mg aﬂg fin-—ﬁ (xl) . 07
kde fin—¢ (#;) je mnohollen v z; stupné oznaleného indexem.
Tento mnohotlen neni oviem obecny svého stupné, nebot vyraz
22 23 z} fon—s (x;) miZe obsahovati jednotlivé proménné nejvyse
ve stupni (n — 1), fun—s (zi) tedy nejvySe ve stupni (» — 3).
Z toho plyne ostatné snadnym vypoctem, Ze vSech &lendl v fon—s
(i) je pravé tolik jako v rovmici kfivky st. (» — 3), t. j.
3 n (n — 3) + 1. Také je vidéti, ze kfivka

Jon =6 (2)) =0

md vrcholy soufadné za body (» — 3) ndsobné.

5. Mimochodem budiz upozornéno na jeden disledek, ktery
plyne z vyjddfeni (1). BudiZ dana jind kiivka st. 2n-ho majici
tytéz body n-ndsobné s tymiZz tenami. Jeji rovnice pak zni

aty 2y + Uy @1 + ¢, 25 + @7 @ 25 G -6 (7) = 0,
kde gon_s (x:) je funkce téhoZ druhu jako fo,_¢ (x:)). Obé
kiivky protnou se mimo v bodech n-ndsobnych, jez plati, jak
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se snadno zjisti, za 3n% 4 3n prisetiky, je§té v dal§ich bodech
v pottu n® — 3n, jez lezi na kiivece o rovnici

fon—e (%)) — gon—s (xi)) = O,

coZ je oviem op&t kiivka tychz vlastnosti jako fen—¢ (). Odtud
véta: Dveé kiivky stupné 2»-ho s tymiz tfemi body
n-nasobnymi a se spoleénymi te¢nami v nich pro-
tinaji se mimo né¢ je§t& v »(n—3) bodech, jez lezi
na kitivee stupné st. (2n — 6) majici tytéz t¥i body
za (n — 3) ndsobné. Na pi. dvé kfivky st. osmého s tymiz
tremi body &tyfndsobnymi, v nichZ maji spoletné tetny, protinajf
se mimo né jeSté ve ¢tyrech bodech; tyto &tyfi body lezf na
kuzeloselce, jeZ obsahuje také tfi body Etyfndsobné.

6. Teény v n-ndsobném bodé (0, O, 1) kiivky (1) se obdrii,

kdyz se polozi roven O souhrn &entt n-ho st. v x,, x,, t.j.
rovnict

atys + bax} + cozy = 0.
Podobné jsou ddny tecny v bodé (1, 0, O) rovnici
b3y + agxy + caz =0
a teény v bodé (0, 1, 0) rovnicf
¢y + ez 4+ bt = 0.

Vyznatime v téchto rovnicich jen »-té mocniny proménnych
a ostatni nazna¢ime tec¢kami:

(g + b)) a2+ (an+c)az 4+ ... =0
(B + €n) 22 4 (ug + b)) 22 + ... =0
(hy + ca) 2§ + (an +¢) x5 4+ ... =0

Né4sobime-li tyto rovnice po fad& vyrazy (b, + ca), (a2 + ¢,),
(a, + by), stanou se koefficienty pfi n-tyech mocnindch stejnymi;
skupiny bodové vyznalené témito tfemi rovnicemi na osdch vyho-
vuji tedy podmince vyslovené v odst. 1.

Tim je dokdzdna véta:

Teéné ve trech m-ndsobngch bodech krivky stupné 2n-ho
protinaji spojnice téchto bodd ve 3n bodech, jes leii na k¥ivce
stupné n-ho: je tedy jedna z téchto tcéen ostatnimi urcena.

Zv1astni pifpady: pro » — 1 dostdvdme vétu, ze prisetiky
teten ve tfech bodech kuZelosetky se spojnicemi t&chto tif bodid
lezi na pfimce, coZ je zndmy piipad Pascalovy véty.



Pro n = 2: tetny ve tfech dvojndsobnych bodech kiivky
stupng Ctvrtého protinaji prot&jsi spojnice td&chto bodd v Sesti
bodech, které lezf na téze kuZelosetce. Tato kuZzeloselka je
oviem jedind.

Pro n = 3 dostdvdme obdobnou vétu pro kfivku stupné
Sestého s tfemi body trojndsobnymi; na jejich ttech spojnicich
obdrzi se devét bodd, jimiZ prochdzi kiivka stupné tietfho. Ta-
kovych ktivek je pak oviem cely svazek, jeZto tfi spojnice samy
tvofi rovndZz jednu kfivku stupné tfetiho obsahujici téchto
devét bodd.

7. Mezi vétami platicimi pro » =1 a » = 2 a vétami
tykajicimi se vy§8ich hodnot = je dilezity rozdil. ne sice ve
znénf, ale za to ve vyznamu pi¥isluSnych vét. V piipadé kuZelo-
setky resp. ktivky stupné ¢&tvrtého ofekdvdme piedem, Ze
tetny ve tfech danych bodech jednoduchych resp. dvojndsobnych
~ Jsou navzédjem zivislé; nebof tiemi body a tetnami v nich kiivka
byla by pfeuriena. Tak je kuZelosetka uréena jiz tiemi body
a teénami ve dvou z nich; tetna ve tfetim musi nutn& byti
néjak urlena témito elementy, coZ nae véta prdvé vyslovuje.
Rovnéz je kiivka stupné &Etvrtého s tiemi dvojndsobnymi
body urlena: témito body dvojndsobnymi (coZ je devét podmi-
nek) a péti tenami v nich (dalsich pé& podminek, celkem
¢trndct, coz je potet podminek nutny k urleni kiivky stupné
¢tvrtého); poloha Sesté teény musi plynouti z polohy ostatnich
péti. Ale tato okolnost se jiz neprojevuje pro » = 2. Na pf.
pro » = 3, t. j. kiivku stupné $estého s tfemi body trojnasob-
nymi, pislu§nd tGvaha zni takto: tii body trojndsobné znalf
osmndct, podmninek pro stanoveni kiivky. JeZto kfivka stupné
Sestého je urcena dvacetisedmi podminkami a kazdd te¢na platf
za jednu, zddlo by se, Ze je moZno voliti vSech devét telen
v téchto trojnasobnych bodech. Tomu tak oviem neni, jak nds
poutuje nae véta: osmi tetnami v trojndsobnych bodech je de-
vitd teéna urtena, pfes to, Ze tiemi body trojndsobnymi a osmi
tetnami v nich kiivka Sestého stupné uréena neni.*)

2) Tento zjev neni oviem u kfivek vyssich stupnd vzacny; pfipomi-
ndm na pk. vétu, Ze z deviti dvojndsobnych bodl nerozpadajici se kfivky
Zestébo stupné lze jen osm voliti zcela libovolné, pres to, Ze devét dvoj-
nédsobnych bodd plati za dvacetsedm podminek. Existuje oviem vidy kfivka



A tak obecné: tfi n-ndsobné body plati za
an(n+ 1)
podminek pro urtenf kfivky; jezto kfivka stupné 2«:ho je urena

2n(2n -+ 3)
podmfinkami, zbyva
g2+ 3)—fnn+41)=5n(n+ 3)
podminek.
Je pak pro » =< 3 vidy
tum+4 3)=3n

t. j. nez potet teten v n-ndsobnych bodech. Nebof ¥eSenim této
nerovnosti se obdrzi

nt—3n >0 t.j. n{n—3)=0.

Pres to tedy, Ze kfivka st. 2v-ho pro 2 > 3 nenf
pifeurdéena, po pfipadé neni ani uréena poétem pod-
minek, nelze tyto teény voliti libovolné.

Zvolime-li tedy libovolng tfi body n-ndsobné s tenami
v nich a dal¥ body v pottu

snm—+3)—3n=ygn(m—3)

obdrzime zajimavy pfipad, Ze je ddn dostatelny a
nikoliv pfespotetny potet podminek, jimZ presné
nevyhovuje Z24dnd kf¥ivka Zddaného stupné.

V &ir§fm - smyslu vyhovuje témto podminkdm kfivka, jez
se sklddd z dvojndsob poéftaného trojstranu, jehoZ vrcholy jsou
body »-ndsobné, a z libovolné kfivky stupné (2» — 6)-ho s body
(» — 3)-ndsobnymi v téchto vrcholech; ta oviem md v téchto
vrcholech body (» + 1)-ndsobné a ndsledkem toho kazdd pfimka
timto bodenm: vedend miiZze byti pokldddna — v Sir8im smyslu —
za tetnu v bodé »-ndsobném.

8. Bylo jiz upozornéno (v. odst. 4.) na to, jak kiivka Kan
8 tfemi body s-ndsobnymi souvisi s obecnou kfivkou K,. Se-
strojme kvadratickou transformaci majici »-ndsobné body 4, B, C

3estého stupné s deviti libovolné danymi body dvojndsobnymi: je to dvoj-
nasob potiland kiivka stupné tfeliho urdend témito Lody. Néco takového
nelze Fiei o pfipadu, o ném2 je jednino v textu; v. déle.
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kiivky K,, za hlavni; budtez A4, B, C' hlavni body druhé
soustavy. Touto transformaci piejde K,, v kiivku stupné =-ho,
jak jiz vime. Tato ktivka K, neprochdzi body A‘, B, ', jeito
kfivka K,, neprotind spojnic AB, BC, C4 mimo body hlavni.
Teéné v n-ndsobnych bodech pfejdou pii tom v pifmky, jez pro-
mitaji z bodd A4‘, B', C' prisetiky ktivky K, s paprsky 4'B’,
B'C‘, C'A'. Body nékteré piimky hlavni, na pt. BC, pfechézeji
oviem v paprsky svazku A‘, ale odpovidaji jim zédroveii body
pfimky B‘C’, totiz ty, v nichz tuto piimku protinaji paprsky
svazku A’ pravé zminéné. I je pak ziejmo, vzhledem k vlast-
nosti bodd, v nichZ teéné v n-ndsobnych bodech protinaji spoj-
nice 4B, DC, CA, ze je dokidzdna véta:

Uplnd soustava priseéiki tFi piimel s kiivkouw stupné
n-ho pfejde kvadratickou transformaci, jiZ tyto pFimky piejdou
opét -v primky, opét v takovou.?3)

9. Vzijemns zdvislost teten v #n-ndsobnych bodech kfivky
Ky, vynikne je§té ndzorn&ji, kdyZ spojime v&tu odst. 6. s vé-
tami a), &) odst. 3. Primeéty bodi, o nichz tyto dvé véty mluvi,
jsou totiz pravé teény v »-nasobnych bodech. I obdrzime tyto
véty:

a) Tecny ve trech n-ndsobnych bodech kFivky stupné 2n-lo
pro n sudé dotykaji se téze kiivky tridy n-té.

b) Teény ve trech n-ndsobnijch bodech Liivky stupné 2n-ho
maji pro n liché tuto vlastnost: tcény ve dvou téchto bodech a
primky, jez jsou harmonicky sdruieny s tecnami ve tretim
vzhledem k jeho spojnicim s ostatnimi dvéma, dotykaji se téZe
kfiky t¥idy n-té.

Tak dostévdme pro n — 2 vétu o kiivce stupné &tvrtého
hned s poddtku uvedenou: Sesti teten ve tiech dvojndsobuych
bodech této kiivky dotykd se kuZeloseika, oviem jedind. Pro
n =4, t. j. kiivku stupn& osmého, dostavame dvandct teten ve
tiech bodech Cttyrndsobnyeh, jez se dotykaji kiivky tiidy Etvrté.
Témito dvandeti tetnami nenf oviem tato kiivka urcena (kiivka

8) Tuto vétu bylo lze odekivati, jezto tii pFimky tvoFi slozenou kfivku
stupné tretiho. Parametry 3n priseéikl této kiivky s ktivkou stupné n-ho
vyhovuji jedné relaci, jez se neméni kvadratickou transformaci, jiz kfivka
stupné tfetiho prejde opét v kiivku téhoZ stupne.
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¢tvrté tiidy je urcena Etrndcti tefnami), je tedy nekonetn&
mnoho kfivek, jichZ se onéch dvanéct teen dotykd. To pak plati
tim spiSe pro » vétii. °

Nejjednodusidi piipad véty b), totiz » — 1, vede k této
vlastnosti kuZelosetky: teény ve dvou bodech kuZelosedky a
piimka harmonicky sdruZend s teénou v bodé tietim dle spojnic
tohoto bodu s prvymi dvéma prochdzeji tymZz bodem. Tato véta
ov§em ihned plyne z poldrnich vlastnosti kuZzelosetky. Dalsf pif-
pad » = 3: teény ve dvou trojndsobnych bodech kfivky stupné
Sestého a pifmky sdruZené harmonicky s tetnami ve tfetim uda-
pym zpisobem dotykaji se kiivky tiidy tfeti. Takovych kfivek
je nekonetné mnoho, jezto ldra sloZzend ze tii bodd trojnisob-
nych také je tiidy tteti a md také on&ch devét teen. Tim spise
je tomu tak pro vétif hodnoty ».

II1.

10. Véty dokdzané v ptedchozich odstaveich zistdvaji oviem
v platnosti, kdyZ jednotlivé teény v témze n-ndsobném bodu sply-
vaji; ony véty jen nabudou tvaru specidlnéjsfho. V pfipadé » — 2
je prisludnd specidlni véta zndma: jestliZe teény ve tfech dvoj-
ndsobnych bodech kfivky stupné &tvrtého splynou, takze kiivka
md pak body dtvratu, tfi tetny v téchto bodech protinaji se
v jediném bodu.

To soublasi s vétou a) odst. 9., nebof tento bod je kfivka
prvé tiidy, kterou nutno potlftati dvojndsob, jeito také tetné
v bodech tvratu jsou dvojndsobné. Je otdzka, jak dalece se
specialisuji nalezené véty v piipadé obecném.

11. Budiz tedy A, kiivka stupné 2n-ho s tfemi body
n-ndsobnymi s te¢nami vesmés splyvajicimi. ¢) Tyto body vezmeme
opét za vrcholy soufadného trojstranu; prisetik te¢en v bodech

0, 0, 1), (1, 0, 0) vezmeme za bod jednotkovy, takze rovnice
" téchto teden jsou

@ —a, =0, 2,—x=0.
4) Mimochodem budiZ upozornéno, Ze bod n-nisobny se splyvajicimi

te¢nami pro # sudé mé vzhled bodu uvratu, pro n liché se vzhledem nelisi
od obytejného bodu kfivky.
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Rovnice n-ndsobné tetny v bodu (0, 1, 0) md tvar
X3 — e, = 0.

Rovnice kiivky musf obsahovati x,, x, ve stupni nejméné
n-tém a koefficient pii 2,” musi byti (z, — z,)"; podobné pri
x,® jo koefficient (r, — x,)?, pfi «,? kofficient (z; — Az,)». I lze
pséti rovnici této kfivky
(@, — x)"xy" + a (7, — 23)"," + b(z; — Aw))"2," + ... =0,
kde mezi ¢leny naznatenymi vytetkovinim se vyskytnou ¢leny,
Jjimiz se koefficienty p¥i =2, z,, x,* upravi dle pozadavku pravé
vysloveného. Vzhledem k tomu nutno li&iti pi¥ipad » sudého od
piipadu » lichého.

a) n sudé. Cleny n-ho stupné v z,, x,, pokud jsou v ho-
fej’f rovnici vypsdny, jsou

(1, — 2,)"23" + ax, "z, + bx,"x,";
i musf v rovnici se vyskytovati je§td ¢leny
— a x,%x% — b x,"x,",

aby koefficient pii z,” byl pravé jen (x, — x,)*. Nyni jsou jiz
vypsény tyto ¢leny stupné n-ho v x,, z,:

a(xy — 25)" 2," + 2,°%," + bArx, "2y — az,"r,”;
aby koefficient pfi z,” byl privé jen (x, — a,)", musi jednak
a = 1, jednak se v rovnici musf jesté vyskytovati ¢len — bAmz, 7z,
Jsou tedy ¢leny n-ho stupné v z., x, tyto — dosazujeme hned
a=1—:

b(xz — Az x,® + ,° 24 + x,72,° — ba, 22,2 — bA"x,2x,";
aby koefficient pfi x,” opét byl (x, — Ar,)?, musi
' cb=1, bA»=1; odtud A =1

a rovnice kfivky konelné znf
(@, — 2)"z3" + (2, — 25)" 2, + (xy — Az,)" 2" — 2,"2,"

— Xy"y" — T, "2y + BT3T; fono (2:) = 0
8 podmfinkou

@)

A = 1.

Posledni ¢len v této rovnici je téhoz druhu jako v rovnici
(1) a obdrzi se touz dvahou, jako se stalo tam. Jeito » je sudé
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a . nutnd redlné, ma . dvé moiné hodnoty:
A=+ 1
«) V pifpadé 2 = 1 rovnice zni

(ry — @0)" 23" 4 (T, — 23)7x, " + (T3 — 2,)"0," — 2,723

— "t — 2P, ... =0
a n-ndsobné tetné v x-ndsobnych bodech jsou
2, —2, =0, 2g—ax;, =0, 23—z, =0.

Tyto tfi tetné protinaji se v jednom bodé.
B) V pifpadé A —= — 1 rovnice zni
(@, — )" 23" - (1, — 23)" 0" + (@3 + 2,)2 7" — 2,70,7
— X"y — x4 ... =0
a nm-ndsobné tetné v n-ndsobnych bodech jsou
 —a,=0, 2g—a,=0, z,+ x, = 0;
tyto tii primky protnou osy soufadné ve ttech bodech pfimky
©, —ay + r; =0.

Nabyli jsme vysledku: K#ivka stupné 2n-ho s tfemi n-nd-
sobnymi body se splynulymi tednami md pro n sudé tu viast-
nost, Ze {yto tri teény bud

«) prochdzeji tymz bodem, nebo

B) protinaji spojnice t¥i n-ndasobnych bodd ve tFech bodeck
primky.

Vétu pB) lze vysvétliti jesté jinak. Je totiz na zakladé
zvldstnfho piipadu Pascalovy véty, pfipomenutého v odst. 6.,
zfejmo, Ze v tomto piipad€ ¢ tecry n-ndsobné dotykaji se
kuZelosecky obsahujici tri m-ndsobné body. V tomto znénf pak
vétu «) 1ze" poklddati jen za zvlastni piipad véty B); kuZelo-
setka poklddand za kiivku druhé tiidy piejde v piipadé «) ve
dvojndsobnou &aru prvé tiidy, t. j. bod.

b) nhuhe TouZ tvahou jako pro = sudé shledd se, Ze musf

=1
a tedy
A=—1
a Ze rovnice kfivky m4 tvar
(@) — @) 13" — (X — x5)" 2, " — (13 + ;)" 7" — 2,"%;3"

+ ey 4 2y 4 ekl fe i) = 0. O
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Telny v bodech n-ndsobnych jsou
r, — %, =0, 2g—a2,=0, z; +z, =0;
tyto pfimky protnou osy ve tfech bodech pfimky
z, — %, + 2, = 0.

Odtud véta: Krivka stupné 2n-ho s tremi n-ndsobmgmi
body se splynulymi teénami md pro « liché tu vlastnost, Ze
tyto tri teény protinaji spojnice tri n-ndsobngch bodi ve t¥ech
bodech primky, éili Ze se dotykagi kudelosecky obsahujici tyto
t¥i body.

Oba piipady, » sudého i » lichého, lze shrnouti v jedinou
vétu:

Krivka stupné 2n-ho s tremi n-ndsobnymi body se sply-
nulymi teCnami md tu vlastnost, Ze tyto tri teény dotykaji se
krivky druhé t¥idy obsahujici tyto t¥i body; pro m sudé muZe
tato kiivka prejiti ve dvojnisob poéitanou Cdru tridy prvni,
£. 7. bod.

12. VSimnéme si blize pfipadu » sudého. Pro toto n kiivky
K,, se rozpadaji ve dva typy projektivné rizné, jez jsou chara-
kterisovény vétami «), 3) a jeZ nelze kollineaci pfevésti jeden
ve druhy. Sledujme to na jednotlivych pfikladech. Pro n — 2
dostivame kifivku stupnd &tvrtého; dle obecného vzorce je jeji
rovnice v pipadé a):

(z, — 29" 23 + (¥, — 2,)* 2] + (2, — @) @} — 2] 23 — )3
—z¥z? =0
&l . *

z} z) + 22 1} 4 22 22 — 21, w2l — 2wiw,x, — 20,752, =0
2 tetné v bodech uvratu se oviem protinajf v jednom bodé, coz
Jje vlastnost zndmd a jiz dfive pfipomenuti.

V piipadé ) je rovnice kiivky:
(, — @)t 2y + (2, — 7,)% &} + (2, + 2,)? 2} — 2} 2} 25 23—
' —zlx} =0
<ili

z? 27 + 22z} + 2} 22 — 2r 2,7 — 2222y + 21,222, = O.
Aviak to je

(2y2g — 2,25, + 7,25)* = O.
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V tomto piipad® tedy se kiivka rozpadne ve dvé kuzelo-
setky, jeZz oviem vyhovuji hofejsi vété

Pro » = 4 dostdvame pro typ «) a #) rovnice
(@ — 2)* a4 + (1, — 7)ot 4 (5, & @)t o — ot af — @t 2t

— x5y xy + x} x} 22 (az,ucy + bxyx, 4 cxyxy) =0
a zde tedy existuji oba typy nerozpadajici se. Nebof typ «) by
se mohl rozpadnouti jen ve dvojndsobnou kiivku stupné &étvrtého
tvaru vy%e udaného a typ B) jen ve &tyindsobnou kuZeloselku,
ale tomu brani arbitrarni konstanty a, 0, c.

Je tedy ziejmo, Ze pro n > 2 existuji oba typy nerozpa-
dajicich se kiivek, «) i p).

13. Srovndvdme-li véty nalezené v této kapitole s vétami
platicimi v pfipddé obecném, shleddvdme: véta a) «) je speciali-
sovand véta o existenci kfivky »-té tiidy, jez se dotykd vSech
tecen; tato kiivka zde se rozpadla na n-ndsobmou &iru tiidy
prvni.

Véta a) B) je specialisovand véta o existenci kiivky z-ho
stupné, jez obsahuje priiseéiky teten v n-ndsobnych bodech s je-
Jjich spojnicemi; tato kifivka zde se rozpadla v n-ndsobnou piimku.
Totéz plati o v&té b). AvSak to jsou specialisace nejkrajné&jsi;
zminéné véty lze specialisovati jinak, bezprostfednsji.

Predev&im véta odst. 6.: kdyz splynou vSechny telny,
splynou navzdjem prisetiky téchto teCen se spojnicemi bodi
n-ndsobnych; kiivka n-ho stupné, o niZ je v oné vété fec, méla
by pak s kazdou touto spojnici » splyvajicich bodd spoleénych,
t. j. tyto spojnice mély by s kiivkou styk (»-1 ho F4du. Body,
v nichZ nastivd takovy styk, nazyvaji se hyperoskula¢nimi. Lze
pak skuteiné sestrojiti rovnici kiivky n-ho stupné, jez md hyper-
oskulatni body na osdch, kde je protinaji piimky

¢ —2,=0, Z,—2,=0, 7,2 =0.
Tato rovnice zni pro
a) n sudé:

(T — )" + (23 — 23)" 4+ (2 + ®,)* — a] — 2] — 2}
+ 22,25 fo—s(2:)) = O,
b) n liché:
(@) — 1)" — (23 — @5)" + (23 + @,)* — @} + z§ — 2§
+ x, 2,7, fu—s (x:) = 0.
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Je tedy téchto kiivek pro » = 3 nekonetné mnoho; piimka,
o nfz mluvi véty @) B), b) odst. 11. potitand n-kréte, tvoii sama
také jednu z téchto kfivek.

Prévé tak se nahlédne, Ze existuji kfivky n-té tiidy obecnd
se nerozpadajici, jez vzniknou specialisaci ktivek »-té t¥idy, o nichz
mluvi véty a), b) odst. 9. Pro ty jsou tetny v »-ndsobnych bo-
dech hyperoskulatni, t. j. tetna z tohoto bodu ke kiivce vedend
vznikla splynutim » tefen. Rovnice téchto kiivek znf v soutad-
nicich te¢novych pro » sudé

(§1+§)u+(§a+gz) +(§J+§]) ___gn_gn_gn
+§1§u§3fn 3 gl)—o

a pro n liché:

Gt bl Gt B+ (6 + ) — 1 — 7 — &
—+- §|$2§3 fn-3(§i) = 0.

Téchto kiivek je pro » = 3 nekoneéné mnoho; kuZelo-
setka, po piipadé bod, o nichZ mluvi véty «), 3),lze poklddati,
potitdme-li je v p¥islu§né ndsobnosti, pro » sudé za jednu z téchto
k¥ivek.

Nékteré konstrukee ploch stupné druhého.
/ (Dalsi serie 1).
Podé4va dvor. rada prof. Dr. Vine. Jarolimek.

1. Sborcend plocha 2. stupné bud ddna dvéma mimobés-
kami A, B a tFemi rovinami teénymi o, o, 7.

Budiz spoleény prisetik danych rovin (¢ ¢ 1) = ». Kazdd
rovina poloZend povrikou je tetnou rovinou plochy sborcené
tedy i roviny (v4) =«, (vB) =p. K rovinim «, 8, o, T
sestrojme telny kuZel 2. stupn& x. Obecné urtuji #idici pfimky
A4, B a kuZel », jehoz pfimka tvoFici stile se dotyks, sborcenou
plochu stupné &tvrtého, kterd viak v naSem pfipadé, jezto piimky
4, B jsou tetnami kuzele x, se rozpadd v plochu stupné dru-

1) Viz Cas. mathem. ro¢. XLI, str. 371; XLII, 145; XLIV, 24; Jaro-
limek, Zikladové geometrie polohy, svazek II, str. 66—75; III, 102—105;
1V, 35—44; Rozpravy IL ifidy Ceské Akademie véd, 1916.
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