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Elementarni spisob vySetfovani kfivek v rovins.
Pro ziky stiednfch ¥kol podivd
Augustin Panek.

(Dokontent.)

§ 3.

0 stiedu kiivosti a poloméru kiivosti danyeh kiivek.

Rovnice tecen sestrojenych ku kiivee v bodech (2y,#,),
(x, + Y -+ B) Jjsou
y—y, =a(x—ux,),
y— @+ ) =a'[z — (r, &),

a tedy rovnice pfisluSnych normadl

1
Yy—h=——@—m), )

1
y— W+ =——[z— (= +9)]. 2
O priiseéném bodé obou normzil plati tyto rovnice pospolu;
a nazveme-li souradnice tohoto bodu (&, %), obdrifme fedy
z rovnic (1), (2) .
/
==z, + i +aa,ﬁ a
al
Nn=Y% — _j- —a
Rovnice kruhu, jehoZ stred jest (&, ) a dotyka se kiivky
v bodé (z,, y,), bude
R=(¢E—2)+@—u)*
a tedy po dosaven[ hodnot z rovnic (3),

_ At a) (e fap)
—ay? 4

3)

Dle rovnice (13), §. 1., povstane ze vzorci (3), (4)
$:x1+1+aa aa,

a—a’

@, (%)
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R2:1

“+aa’
pr— (1 4+ a? a2

Jednd se nyni o ustanoveni relace mezi a a a’.

V stejniné (15), §. 1., znaél h,, h, funkce zy, y;, tedy
1ze psati

Q@ (%1, %) .
V(@Y ]

_ 9@ +a y +p)
Y@ty +B)
Rozvineme-li &itatele i jmenovatele v fadu, obdrZime
@ +oy+H=9@, y)t+cete B+, (6)
Y@ to g+ =%, y)+detdf4-d,,
kdez znaéf ¢ a d algebraicky soucet ¢lendt s cinitclem &, pak
¢, a d, algebraicky souéet s cinitclem B a kdez ostatni fady
clenlt ¢, a d, zahrnuji v sobé e, £ i soucin tychz velicin v roz-
méru nejméné druhém.
Utvoiime-li rozdil smérnic dle vzorce (15), §. 1.,

a—=—
podobné

a’' =

a— a‘:“l“r’ hy 1,
hy Wy | By I,
a dle rovnice (6)
hy Dy hy by hy h,
04—l — *la c | dy ¢l " |dy ¢
- hy (hy 4 de 4 d, + d,) ’
bude, ponévadz
h,
=00 =—-—0C
g ol
zaroveil tedy
; hy hy 3 h, hl. Iy Ry
o n, —C,
a—a' = *ld 'dy Pl o

by (hy* - adh, — o d, by 1+ d, h,)

PonévadZ velitiny ¢,, d, Cinitele a? obsahuji, délme po-
sledni vzorec na « a poloZme pak « =0, nacez povstane

@=0 h, d, ¢
/a—-a — 'hl—?.{hz h, h“—k, hy By }:th AT
* 2 d ¢ d, ¢ *h,od e
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a—
o
o'=a—uwas, ()

coZ vloZeno byvsi do vzorct (D) spiisobuje

§:xl—[——(:—(1—|—a'“’—aas),

U
nazveme-li ¢ hodnotu a pro ¢« =20, jest pak

1 n
n=9— 1+ —eas),

2 2
32:%(17%2_”8);
nazveme-li determinant‘
hy d ¢
0 b by
hy dy ¢
obdrZime tedy pro « =0
h, (B2 4 h,?
=+ L tay =g ),

2 2 :

_’_"zgl_l;'t_h?_) , ©)

=h (¢, hy—d, b)—h, (chy,—dh) =p,

1 .
1=y ——(1+a) =y —
1 h,? 4 hy%)3
_Rzz.;z_(l_l_az): _(_1_%)_.

Jesté tteba ustanoviti hodnoty pro ¢, ¢, d, d,.
Jak povédomo, mé funkce f(z, y), je-li stupné Z-tého,
¢len obecny '

Mzmyn, :
pii CemZ rozmér m —n neni vétSi nezli %, proceZ lze funkci
f(z, y) oznatiti souctem

M amyr
a tedy f (x4 &, y- B) tvarem

2 M+ ) (y+B)
Podlé poucky binomialni jest pak
(z + a) = 2™+ (m), 2" & | (m), 2" 2 *+} S,
G+B6r =y + M), y B+ ™),y 745,

znati-li 8 a 8’ soudet clend zbyvajfcich, tudfz
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fata,y+8) =2 Mlen g +("]) ontyr e (1) am g8
+ (2) Yt et (m) (’12) ar iyt af
-+ (3) @yt g2+ 4],

kdeZ znamend opét 4 soucet €lend ostatnich.
Porovname-li tuto fadu s rovnici (14) §. 1., jest

h=XM ( am—t gy,
hg =3 M (112) x™ ?/"—1,
hy =2 M (”22) an= g, (10)

=20 ("7)(1) 2

hy—=2X ﬂI. (:‘)l) am yn2,

Zavedeme-li nyni z-4«, y-+ B misto x, y do &, h,,
obdrZime

D) @+ @+ 8y
=3 Mm [z (m —1) 2»*a + P) [y* +ny»—1 g 4 P
=ZMmg—ryn 4+ ZMm(m—1)a" 2y«

+ X Mmnam—tyr—t g+ X Mm &, (11)
dile podobné

2M (%) @+ oy g 4-py

=X Mn[z"tm 2" e+ Q) [y (n—1) y"28 -} @]

=X Mnamy' 4+ ZMmnam y»—'a

+ZEZMnmn—1)amy*2p+ 2 Mn 4, (12)

pii cemZ 4‘; 4 md podobny vyznam jako 4.
Podlé rovnice (G) plyne z (11)

c=2Mm(@m—1)am*y"
a=Z2Mmnazrty—1,
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a z rovnice (12)
d =2 Mmnx yr1
di=2Mnm—1)am y»?
a konetné dle (10),
¢ =2hy, ¢ =h,,
d= hy, d, =2h,.
Polozime-li tyto hodnoty do vzorcd (9), zjednime si

(13)

—_— h, (kl 24-h, 2)
s=a 2 (hy® hg — oy Toy g - g2 Iy) (14
n=y, — hy (b, +1,°)

2 oy g — Ty g By g% Tog)
L (B2 4 Ry ?)2 .
B=% <0 —hdnh Figihy 0 (19
kdeZ znaéi & #» soufadnice stfedu a ¥ polomér kiivosti kiivky
v bodé¢ daném (z,, ,).

Chceme-li na pt. ustanoviti soufadnice stfedu a polomér
kiivosti parabolické kiivky
y=a*—ax*—brf4
v bodu (2, —2), zavedme tyto hodnoty soutadnic do vyrazid
hi a obdriime
hy=3, hy=—1, hy=5, h,=h;=0,
nacez dle vzorch (14), (15) bude
f=—1, n=—1,

— O+ _ \m
R =15 = V10.

Pro kuZelosecky obdriimé Z rovnice
2pz 4 q2* —y* =0
zavedenim », 4 e, ¥, 4 B misto z, y
20 @+ o)+ gz, +a) — (1 + =0
a tedy ihned hodnoty 7%;
by =2(p+qr), by =—2y, =—2Vopr, |z’
hy=gq, k=0, hy=—1,
tudiz
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1 3
B=—5 {p2+(1 +9) @pa + 97, } *)
a ponévadz délka normily dle vzorce (8) §. 2.,

Nr=—Vp+Q1-+09 @z, +q2,%,

protoz

Polozime-li ¢ =0, obdrzZime pro parabolu apollonickou
p=|@EEY
b

Pro kiivky algebraické stupné druhého plati rovnice v3e-
obecnd
Ax*+4-By* 4 2Cxy+-2Dx -2 Fy 4 F=0;
poloZime-li
=, +ea, y=u 186,
obdrzime rovnici
A +a)*+ By, + )"+ 20 (2, +) (1, +8) +
+ 2D (#, o) +-2E (y,  B)+ F =0,
z kteréz, jak patrno, plyne -
hy =2(4z, + Cy, + D),
hy =2 (By, + Cr, + E),
hy = A, hy =2C, h, = D,
a tudy dle zndmych vzorci

P 1 e vt s N
— T A =2Cab+ Ba®’
L @t

"= T A =2 Cabt+-Ba*

p (@4

40* —2Cab+Ba®’
znadi-li
a—=Az, -+ Cy,+D
b= DBy, +Cx,}E.

*) Soufadnice stfedu kiivosti a polomér zakfiveni jednotlivych kuZelo-
secek viz Jandetka, Geometrie pro vyssf gymnasia. Dil IV,



252

Stejny jmenovatel, ktery se jevi pl:o & n, R, d4 se uvésti
v podobu
AE* 4 BD*— 2CDE — (C*— AB)
* (A2*+ By* +-2Czy - 2Dz -+ 2 Ey)

aneb
B, C E, D C, A
D E|™ F|
50| 2 [0 4 77|, ¢l
2 2 C, A
— (42 + By*+2Cxy + 2Dz -2 Ey + F) 3 ol
a ponévadZz dle dané ‘rovnice se posledni clen rovna O, zbyva
D,C, A
E,B,C|l=u4a
F,E D
takZe obdrZime konecné
a(a®*402
g—_—_xl._._(_}i ,
b (a®-}- b2

R (a® 03
=

7 téchto vzorch obdrzime snadnym spiisobem hodnoty sou-
fadnic stiedu a poloméru kiivosti pro- tvar znimé rovnice ku-
Zelosecek

2px - qzx*— y*=0.
Pro cissoidu §. 2., kteriZ jest priimétnici paraboly, obdr-
Z{me, znati-li p = 2r,
R=" (8r — 3z,)3
3@Qr—u,)

Dle hodnoty pro pofadnici stfedu kiivosti

4 2ry
=y

Ize snadnym splsobem ustanoviti stfed kiivosti, dén-li jest
smér normaly.



§ 4

Zvlastni body, vrcholy a body obratu jsme jiZ vySettili;
jak na pocdtku §. 1. bylo vytleno, o nichZ tuto vyloZime, jak
je z rovnice kiivky lze ustanoviti.

7Z rovnice (17) §. 1. obdrZzime FeSenim

a_—kqj-_ Vi, —4h, by

1
- 2h, ’ 1)
ponévadZ tu vyraz pod znamenim odmocnéni, totiz
2h, h

hi—Adhyhy=—|"3% *I=—§ 2
: o ‘ hy 2hg @

miiZe byti bud positivni neb negativni aneb 0, tedy téz

<
S <0,

bude pro S>>0 bod (z,¥,) osamélym, pro S =0 pak tvrat-
nikem neb ndvratnilkem a pro S <0 koneéné bodem zdvo-
jengm.*)
Déna-li rovnice kiivky
y=z+Va®
aneb v tvaru nerozvinutém
(y—2)}—22=0,
obdrzime zavedenim
r=z,+te, y=y,+8
hy = —2y, + 22, —3x,*, hy =2y, — 2,
hy=1—3x,, hy=—2, h;,=1.
ReSenim rovnic

pro k;

hy =0, h,=0,
obdrzime hodnoty vyhovujfci i rovnici kiivky z; =0, y, =0.
Témito hodnotami stanc se
S= 2 —2
—2 2
t. j. bod (0, 0) jest bud ndvratnikem aneb tvratnikem,

-

*) Viz dr. Studni¢ka, ,0 determinantech®, pag. 61.
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PonévadZz pro z, =0 —% obdrii y, hodnotu laterdlnou,
jest bod ten meenim a ponévadZ souradnice x, =0, y, =0
¢inf S=0, jest tedy

h,

2h,

bl

a=—

=1,
a mimo to
0
/(k3h12"h4hzhl+hﬁh12)=0’

tedy jest tento bod wvratnikem dané kiivky (zdroven pocdtkem
soustavy rovnobéZné) a proto leZi te¢na mezi ramenami kfivky

« v 2.2 PR , n
a ponévadZ a = 1, uzavird tato spolecnd teéna hel — s osou

4
tsecek.
Chceme-li na p¥. ustanoviti zvldstni body kiivky
f@y)=y*—a@+m=
obdri{me z rovnic
hy :—-3:01~——4mac1 —m?*=0

h, =2y, =0
hodnoty
z, =—m, y, =0,
kteréZz vyhovujf rovnici kFivky.
Ponévadz ale
hy—=—2m, h,=0, h,=1,
stane se za vvhovujfci soufadnice (—m, 0)

§—= 2m Ol—4m’

tedy dle rovnice (1)

a==+ Vm,
za kterouzto pti¢inou jest bod (—m, 0) osamélyjm neb isolo-
vanym (pfidruZeny, conjugovany).

I’dzm’i-mka.
Ponévadz dle §. 3. 1ze poloziti
f,y) =2 Maxmyr

obdrzfme differencovinim funkce f ndsledujicf ¢dsteéné differen-
cidlné poméry



o
(o))
(11

fi =2 Mmam1y

fo =2 Mnamy—*

fip =2 Mm (m—1)xm—2 y»

fio = Mmnam—1yn-!

fro =2 Mn(n—1) &y,
a tedy znadi

1 1
h=f, h=f, h3='2“f11’ Iy = fis, 7‘.3:‘2"'ﬁ::-

Dle toho mé vzorec (15) §. 1. tvar

4= —

fa
- a vzorce (13), (14), § 3.,
bmg o REIEE)
! /.11 f22_2f12 fl f?. “l‘fzz f12
S Y N
! fufl* —=2f i o+ i®
P AR

fu fzz_ 2f12 fx fz +f22 fl?' '
Nazveme-li jmenovatele téchto tii vzorcd 4, jest
O’ fl ! f?
fus fins fie
foy fros fre
a je-li tedy ve zvliStnim pifpadé
4=0

cili fuf? —2h: fifo 1o 1P =0,
obdrzime tvar vzorce (18) §. 1.

Je-li tudiz 4 =0, jest R = oo, tedy stfed kiivosti jest
bodem Gbéinym danym normalou k teén¢ bodu obratu, znaéi-li
tato tedna kruZnici, jsouc s kiivkou v souvislosti oskulacni.

V § 4. zna¢i S determinant Hesse-tiv *)

fl.l fl'l
fl‘l f2‘.’.

*) Viz Studnicka ,0 determinantech pag. 56.

A= —

H=
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