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Reseni nékterych rovnic rozdilovyeh.
Napsal .
M. Lerch,

docent v Praze.

1. Bud dédna tada mocninovd

) fle) = £ apan

konvergentnf v jistém mezikruzf O definovaném nerovnostmi:
e <|z|<v¢.
Souéin (1 — @) f(x) 1ze uvésti na tvar

2 apa — X gu "t = X (an— Gn—) T,

aneb na tvar
@ (1—a) fw) =X dan. @,
znamendme-li

Ay = ap — Ap_1.

Podobné bude

1 —2) f(x) = 2 Aa, . 2",
znamenéme-li
A*a, = da, — Aay_;.

PiSeme-li pak déle
Moy, = Moy — Lay_,, Aa, = BPa,— SLay,—,, atd.,
obdrifme obecné

@ (1—a)™flx) = 3 dmay . an.

Této okolnosti uZijeme k feSeni ndsledujicf dlohy. M4 se
stanoviti fada veli¢in an, jez hovi rovnici rozdilové

c
(3) A”a,.:—;&—a,,; a, = 0.

Predpoklddejme, 7e pro hledaud a, Fada
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z::%'a,,w”

n=—=-—own

konverguje v jistém mezikruZf O. Pak mime ze (3)

SAaan= 3 = ana®, *)
n=—o N
a odtud
d

e 2 A ay . 2" = Z'caxrt,

takZe médme, vyjddiime-li obé strany jich hodnotami:
d cz
= (=) ==,
coz jest differencialnd rovnice pro stanoveni nezndmé funkce z.

Klademe-li za tcelem zjednodusenf v = (1— )%, mdme

du cu

de — e (l—w)?

a odtud integracf, znacéi-li C konstantu,

' dx

¢ili

_o_ T a=
u = (1 — ac)° )
odkudz
A=
(3a) | z2=0C A= h e,

Tuto funkci lze jen tehdy rozvinouti v fadu s celistvymi
mocnostmi «, je-li ¢ samo ¢éislem celistvym.

Tu méme pak
x° _ 3‘(—-— 1 (-—c — 2) o ,
«=0 o

*) Cdrka p¥ znamenf souétu 3’ znadf, %e dluzno vynechati &len n = 0.



71

a dale

_ ®, c% —a c*
1—t— 3 — =¥ —lﬁ( ) ﬁv
’ «=0 @ ! (1—x)* d,ﬁg ) B al *
kde v souétu «, B probthajf fadu ¢fsel 0, 1, 2, 3, .. ..

Odtud plyne

ei:‘:z'bﬂwﬂ,
=0
pfi cemZ

—( ﬂ“’ —_— c®

Spojenim téchto vysledkdi mdme
z=CZ(—1)" (—6—2) ba®tE+e
o B o [
(¢,=0,1,2,....)
a odtud porovndnim souciniteld p¥i «”:
n-e —c—2
(80 An — gfo( _l)v( v ) bp—c— s
takZe rovnicemi (3b), (3c) je n4§ problém FeSen.

2. Pokusme se nynf feSiti rovnici rozdilovou (3) pouze pro
éisla n = 2, 3, 4, . ..., takie stacf se omeziti na zavedenf ve-
litcin ay =0, a,, @y, . ... s kladnymi indexy. Kiademe-li zde

=% an X",
n=1
méme
1—z)iPz=aq, w—{-fzi?u,.w".
n=2
Rovnice (3) podd pak
> a7 = 3

n=2 n—2 n

c a,x"

aneb

d ® 2 =
a 2 Aa,xt=c X a,ar! .
L n=2 n=2
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Dosadime-li sem pak hodnoty, mdme

dx
takZe klademe-li

——d—[(l-——ac)zz——czzl w]: cxz —a,c,

u=(1—2)z,

mdme pro stanoveni této funkce differencialnou rovnici:

du c
@) o s Tal—1)=0,
jejiz obecny integrdl zni:
I 1))
u"'(l-—w)"e [A a,(c—1)e ! wa]a

pii ¢emZ A znalf integraénf stdlou.

Predpokldddme-li, Ze ¢ nenf ¢islem celistvym, a uvedeme-li
integral vnitin{ na tvar

(4a) _/e—mw"‘(l—m)"dw: 2 b+t
=0

bude t¥eba voliti A = 0, aby funkce z, tedy té% funkce u byla
rozvinutelna v fadu Maclaurinovu.

Volivie tedy A =0, obdriime

(4b) z=a, (1—¢)

a° L
—_—_ pl—2 v —c -1
(1 _w)a e é b,,w I
kterj#to vyraz md skutetns tvar
2 a, z¥ .
y—1
Tu jedn4d se ptedeviim o stanoveni veliin b, .

Z rovnice (4a) mdme
e -7 (] —x)e = b v+1—c)bd, "
v—=0
a odtud
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— 1 "'f—c—:u — c___._@_m.___
W= Fi—orm fe e S

kde iutegrace se déje v kladném sméru podél malého kruhu,
jehoZ stfed jest v poCdtku. RovnéZ nenf obtiZno vyjadfiti b, po-
moci Fady. '

1 =z, obdr¥fme
1—=a
_ 1 —cs —c+r—1 dz
by = wvF1—02m fe z e—1pF1’

kde integracéni cesta obiha bod z=1 v kladném sméru. Odtud
méme

(v—‘,—l—c)b,:TI[D’;(e"“z—c'*-”—l)]’:l

v

Klademe-li v integralu

Abychom seznali analytickou povahu této velifiny, pro-
vedme rozklad

(" )Rz (),

platny identicky viiéi =, takie g, (¢),... g, (¢) jsou celistvé
racionalné funkce veli¢iny c.

Méme pak, znamensme-li

b= § ("Frie=l)e
n=0

nl’

rozklad
d e [n) c®
Bo= 2 7.0 % () )a1
t. j.
v o w
Bv(c)—aioga(c)'ﬂ —y n—v)!

a tudiZ posléze
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v c?
B,(c):e" _2_:0 gu(c) ;,T = Gv(c).e",

o
kde Gy (c) je celistvd racionalnd funkce veli¢iny c¢. Mdme pak
' b — Gy(—c)e e
YT v 1—c
Podobné nalezneme
(1 —a)= 2 V2",
_ =0

kde pak
V,=G,(c)e

a tedy méme dle (4b):

[~ 0 G -
z=a, (1—c) 2 Gy(c)a*. = v (=) a® t1,
®w=0

v=0?+1—c
tedy posléze

B =1 Gy (=9 Gy (0
a=al=aZ —— i ’

takZe a, je racionalnou funkef veli¢iny ¢ o jmenovateli
(c—2) (c—3)... (c—n).

K vysledku tomu vSak dospéjeme piimo sledovdnim de-
finice '

C
42%27‘%,

t. j.
Un—2ap_y + ano = G,
n
tedy
®) (n — ¢) @y — 214y +na,_, =0

pro n =2, 3, 4,.... za hypothese ¢, = 0.

Tu pak médme



(f>)

(c—2)a, = 4a,
(¢c—3)a; =3a, —6a, =3aqa, +jia2‘

16a, 24a,  8.24aq,
c—2 ¢—3 (c—2)(c—3)

(c—4)a, =4a,—8a, =—

atd., pfi CemZ zdroveh nachdzime, Ze a, je vii¢i ¢ funkce ryze
lomené.

Znamendme-li
Ap—1 —_— A
aw
obdrifme redukénf vzorec:
cC—n
Aﬂ‘— -_— 2n+nA".~1 ?

a odtud retézec:
A ="

n n(c—n+1)

—2nt n—1) (c—nt9)
—2n+2+ (n—2) (c—n-}-3) —
—2nt4+ m—3)(c—ntd)
—2n-}-64- 2(e—2)
—on484f ... —m——

—4

Podrobnym stopovinfm naznafenych zde rozvojit obdrZely
by se dosti zajimavé vlastnosti souéinitelda binominalnich, &imZ
viak se zabyvati nehodldme.

K podobnym vysledkiim vede studium rovnice 4%, = cna,
a jinych vice.
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