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O teorii Markovovych fetézii a o integraci
- linearnich transformaci.
Bohuslav Hostinskyj.

(Obsah dvou pfednaSek konanych ve dnech 25. a 26. ¥ijna ve schiizich
matematické sekce JCMF v Praze.)

(Doslo 10. ledna 1934.)

Uvod. Pojem tetézu. — O Markovovych fetézech pojednal
jsem obsirné ve svych diivéjsich pracich.*) Pripomenu nyni jen
struéné zdkladni pojmy a princip Markovova dikazu z r. 1907,
jenz pravé nedavno byl s Gspéchem aplikovan k dal§imu prohlou-
beni teorie, a pak pojednam o nékterych dopliicich, kterymi-
nékolik autort v poslednich letech pfispélo k jejimu zdokonaleni.

Pridrime se geonietricke interpretace problému, jenZz v jadfe
neni nic jiného neZ problém -Brownova pohybu.

Budiz M pohyblivy bod, ktery m4 v daném okammku jednu
zpoloh 4,, 4,, . . ., 4,; body A, jsou pevné a predem dany. Prechod-
bodu M z ]edne 2 téchto poloh do druhé zivisi na ndhodé. Sledujme
bod M, jenz kona fadu takovych ,,skokii‘. Necht je pfed skokem
v poloze A; a po ném v poloze A;; pravdépodobnost tohoto skoku
budiz pg. Predpokladame, Ze py > 0 a Ze zavisi jen na indexech
it a k. Podle véty o Ghrnné pravdépodobnosti jest

r . '
;pu=1; i=1,2,‘...,'r. @)

Predstavme si nyni, Ze pohyblivy bod vykona n takovych
skokit | postupné a budiZ Puy™ pravdépodobnost, e se dostane
po n skocich do polohy A, kdyz na zadétku byl v poloze A;.
Patrné jest Py = pi a jednoduchd Gvaha vede k rovnicim

T r

Py = Z‘ Z‘ Z PiaPap - parprk: '

a=1f=1 =1

. *) Viz zejména ,,0 pravddpodobnosti z;evﬁ, Jei jsou spojeny v Marko-
vovy Fetdzy** (Sbornik pﬁrodovédecky '1929) a ,,Cty¥i prednadky o riznych
problémech teoretické fysiky* (Ca.sopus pro. pést. mat. a fys. 61, 1931).

Bibliografie praci vyslych do r. 1931 jest uvedena v mém spise ,,Méthodes
générales du Calcul des probabilités* (Mémorml des sclences mathématiques,
Paris, Gauthier-Villars, fasc. 52).
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kde se s¢ita podle n— 1 sumaénich ‘indext «, g, . . ., 0, 7; vhodnym
seskupenim sumac{ dostaneme dal§i rovnice
r
Pydtm = 37 PO Pym, (2)
§=1

Vzhledem k tomu, co jsme predpokladali, nema smyslu ptati
se na pravdépodobnost, ze M je v dané poloze; jen pravdépodob-
nosti pfechodu pfichézeji v tivahu: je-li znamo, Ze bod je v poloze 4;,
jest uréitd pravdépodobnost Pu™, Ze po » skocich (n =1, 2,...)
dostane se do jiné dané polohy A;. Systémem pravdépodobnosti pi
je definovan Markoviwv retéz. Zvlasté zajimava jest otazka, jak
se méni Py, kdyZ n roste do nekoneéna.

Nastin dikazu prvni Markovovy véty. — Budiz =«
proménnd velidina, ktera nabude hodnoty ¢;, kdyZ bod M je v po-
loze 4; (7 =1,2,...,r). Predpokladime, Ze hodnoty e; jsou
vesmés ruzny ]edna od druhé. Oznaéme- pismenem z® = q;
hodnotu veli¢iny z pied prvnim skokem bodu M ; a budte 2, z® ...
‘jeji hodnoty po prvnim, po druhém, . .. skoku;.kazdé z &isel z(®
jest oviem rovno jednomu z &isel ay. Stiedni hodnota veli¢iny x
po % skocich (vidy za predpokladu, Ze z(® = «;) jest

8. h. () = a™ = Z PyMay. (3)
= .
Vzorec (2) dava prol =1, m =n—1

r
Pa® =" pisPa1
L =1
a tedy
ai™ = “'Z‘ PisPu" Ve —Z‘ pwaé" —b. (4)
s=1k=

Tento vzorec je zvlasté dulezity pro Markoviv dikaz*);
vzhledem k _podmince (1) je jeho smysl ten, %e kazdd z veli¢in

a; ™y @, L @™ _ ‘ (@)
jest rovna (zobecnénému) aritmetickému stfedu velidin
a,*D, a0 q—D, - ()

Maximum ¢&isel (a) neni vétSi nez maximum d&isel (b) a minimum
&isel (@) neni men3i neZz minimum é&isel (b). Rozdil 4™ obou extrému
blizi se nule tak rychle ]ako ¢len konvergentni geometrické rady
a z toho plyne e )

Ilm ai® = a, (5)

. "‘) Stran podrobnosti dtikazu viz na pf."Mémorial des sc. math. fasc. 52,
Nro. 6 - v ‘ '
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kteryito vzorec vyjadiuje prvni Markovovu vétu: Stredni hodnota
zveliciny x konverguje kdyz n roste do nekoneéna, k limité, kierd
nezdvist na jeji pocdtecni hodnoté «;.

Je-li ve zvla§tnim piipadé pro urdity index &

ar=1 o=0 1=12,.. . k—1%k41,.

jest ai™ = Py™ ,
a mame lim Py™ = P;. ) (6)
n=aw

vadepodobnost Py, Ze bod M po n skocich preyde z polohy A;
do polohy Ar, konverguje k limité Py nezdvislé na i, kdyZ » roste do
nekonetna.

Veli¢iny P se daji snadno vypoditati. Polozme ve vzorci (2)
l=n—1 m=1; vychézi

Pym = Z Pygn— l)psl. (7)

s=1

a kdyz n roste do nekoneé¢na
r :
22 pskps (k = 17 25 ey ”'), (7&)

coz je soustava r homogennich rovnic pro r vehcm determinant
soustavy

— Dri, — Pras + -« 1 —,p"'
rovnd se nule vzhledem k podminkdm (1)-a ponévadz, jak snadno

r
lze dokazati, )Z' P, =1, jsou veliéiny P onou soustavou jedno-

znaéné urceny. o ; .

Fréchetovy vzorce. — Roku 1931 dokazali soudasné*)
J. Potoéek a M. Fréchet (v prednaSkach konanych na Institut
Poincaré v zimé 1931—32) nezavisle jeden na drubhém a zcela
riznymi metodami, Ze rady

=3 (Pam—Py jk=12...r (8
n=1

jsou konvergentni. Fréchet ukazal mimo to, Ze velidiny s;j; se daji
jednoduse vypoéisti. Dikaz konvergence prevadi se podle Frécheta
na Markovuv dukaz, o némi jsem se pravé zminil. Nebot rozdﬂ
mezi maximem a minimem veliéin

*) Viz préce Potodek!) & Fréchet?) uvedené v seznamu na konci t&chto
prednéSek. Podobn& budu cltovatl i dalsi prace

12*
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- Pik(n): P2l~'(”)’ L2 ] -Prk(n)

nenf mensi ne¥ absolutnf hodnota rozdilu
Py — Py

a proto n-ty dlen fady (8) je — podle Markovova diikazu — mensi
nez stejnolehly é&len konvergentni geometrické fady. Co se tyde
vypottu velifin s;;, poznamenejme, Ze fada o 7 ¢lenech

Z 8§iPik

shoduje se s pravou stranou rovnice (8) aZ na to, Ze schazi prvn{
Clen P,k(l) — P = pjz — Py; proto je

sjk — (pix — Pr) = Z Snpuc . (9)

‘Klademe-li sem postupné pfi konstantnim j za k hodnoty 1, 2,.

dostaneme r Fréchetovych rovnic, ze kterych se daji vypomstl
velidiny 8j;, Sjgy « - -5 Sjr-

Je zajimavo, ie ackoli do definice veli¢in Pi a sjz vstupuje
nekoneéns Fada iteraci, lze jak Pj.tak sj; vypodisti feSenim linedr-
nich rovnic (7a) resp. (9), aniZ bychom byli nuceni poéitati P2,
Pu®, ..., Pg™,

Disperse. Druha Markovova v&ta. — Je tieba vysvétliti,
prod zavadime velidiny sjx. Divod je ten, Ze se vyskytuji pii vy-
poétu disperse. Markov ukdézal, Ze vyraz

o p @—a) 4 @ —a)+ ... + (@™ —a)p

n

b

kde veli¢ina a je definovéna formuli (5), mé urditou limitu ;0,
kdyZ n roste do nekonelna. Ponévadz tato limita udavé jakousi
stiedni hodnotu pro miru odchylky, ktera je mezi

) + pe)) + + x(®)

n

. & mezi hodnotou a, nazveme. ji zkritka - dxspersi Vzorce, které

Markov - pivodné udal pro dlsperm, byly nepiehledné a jejich
dikazy sloZité. Proto snaiil jsem se jednak upraviti vzorce na
- jednodussi tvar a takovy, aby se hodil pro pifpad spojitych pro-
- ‘ménnych (Browntv pohyb, pfi némz vlechny mozné polohy bodu M
tvoff kontinuum), jednak odvoditi je jednodud§im zplsobem.

Piti prvnf Jpravé v r. 1929 pomdhal mné& dr. Kaucky. Pozdgji jsem
. dal vzorei zase jinou Gpravu, ale musil jsem pfi tom zavésti dalsf
predpoklady o velidindch pa; viz moje piedndSky na Institutu
-Pomcaréové %) kap IV, Az teprve v roce 1932 podanlo se dru
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J. Potockovi, jenZ se zabyval ulohou na moje vyzvani, podati
zcela novy dukaz zjednoduSeného vzorce pro dispersi; pfi novém
odvozeni vyskytly se pravé velitiny s;;; Potoéek!) dokdzal kon-
vergenci Fad §x zpisobem jinym, nez jsem nahofe uvedl. Zaroveii
s nim pracoval Fréchet a-doSel k ditkazu shora uvedenému. Vy-

poet disperse se podstatné zjednodudi zavedenim velidin sji
a vysledek zni takto:

10 =Z" Pr(ax —a)® + 22"2 Pisii (@ — ) (ax —a).  (10)

To je formule, kterou asi soudasné a nezdvisle jeden na druhém
odvodili Fréchet?) a Potodek!?).

Srovnejme piipad ,fetézu‘ s pfipadem nezavislych pravdé-
podobnosti. V tomto piipadé pi nezaviseji na prvém indexu i;
pravdépodobnost skoku do polohy A; nezavisi na tom, kde byl
bod M pred skokem, a .maime

Pik = Py™ = Pk, Sig = 0,
takZe prava strana formule (10) se redukuje na prvni ¢len.

Fréchet?) dokdzal zajimavou vétu o pripadu kdy vSechny
velitiny pi jsou kladné. Podle Frobenia ma v. tomto pnpade
rovnice

Pu—=4d P - D ]
Pa1s Prs— Ay vy Por =0 - (11) -
pn,, © Pros v oo Prr —2

jednoduchy kofen A = 1*) a viechny ostatnf koreny jsou co do
absolutni hodnoty mensi ne 1; Fréchet provedl podrobngjii rozbor
[také pro pifpady, kdy nékteré z velidin pa jsou rovny nule;
vlastnosti kofent rovnice (11) souviseji s existenci limit &isel P; k(")
pro » rostouci do nekonedna] a nasel, Ze pro pix > 0 a za pfedpo-
kladt (1) vSechny kofeny rovnice (11) jsou obsaZeny v roving
komplexnich &isel v kruhu, jenZ ma stfed v bod& pes, je-li Paa
nejmens{ z &isel Py, Pog, « - ., Prr, & jeni prochazi bodem ‘1.

O piipadech, kdy nékteré z velid¢in p; jsou rovny
nule. — Pfipustime-li, Ze nékteré z veli¢in pg jsou rovny nule,
dojdeme k vysledkum které se podstatné 1if od vét shora uvede-
- nych. Uloha, kterd nis predeviim zajimd, znf takto: konverguji

Py k uré1tym limitdm, kdy% » roste do nekonetna? Predpokla-
dejme zatim, Ze rovnice (1) platf, ale pfipustme, %e nekteré veli- -
¢iny pix jsou rovny nule (a ostatni kladné). Klademe-li v rovnici (2) '

vl =1 Pts(l) = Prs, Pym = x_;(n),
) Pfedpokldddme stale, %e plati podminky (1. .
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obdrzime

Xim + 1) = ' puxi(m), 1 =1,2," ., r, (12)
§=1

€0z je soustava r diferenénich rovnic pro r nezndmych x,(m),
Xo(m), . . ., X,(m). B&Zi tedy o asymptotické vlastnosti funkei x;(m),
které vyhovuji soustavé diferenénich rovnic (12), pro veliké
hodnoty proménné m. S tohoto hlediska fesil tlohu Romanovsky
r. 1929 a pak dr. Kaucky r. 1930. Pii diskusi asymptotickych
hodnot je pak nutno vziti v ivahu kofeny t. zv. ,,charakteristické
rovnice (11). Kaucky dokazal r. 1930 tuto vétu: Je-li mezi koteny
rovnice (11) jediny A = 1, jehoz absolutni hodnota se rovna jedné.
existuje lim Py™, a zavisi obecné na indexu i. Je-li mimo to

n=o

kofen A = 1 jednoduchy (tento pfipad nastidva, kdyZz vSechna pi;
jsou kladnd), jsou ony limity nezavislé na 4. .Poznamenejme, Ze
absolutni hodnota kteréhokoli koiene rovnice (12) je nejvyse rovna
jedné. TéhoZ roku dokazal dr. Miroslav Koneény vétu obricenou:
Existuji-li lim Py™ pro vSechny hodnoty indext ¢ a k£, lezi viechny

n=o
kofeny rovnice (12) uvnitf jednotkové kruznice vyjimaje kofen
A = 1; a jsou-li mimo to ony hmlty nezavislé na ¢, je kofen 4 =1
]ednoduchy Koneény uZil ve své praci teorie matic podle Frobenia
a Ed. Weyra.

Rozbor ruznych pifpadu, které se mohou vyskytnouti, kdyz
nékteré veli¢iny pix jsou rovny nule, je zejména podrobné& proveden
v pracich Fréchetovych. Fréchet pfednasel o teorii fetézt na Insti-
tutu Poincaréové v letech 1931—33 a doSel ke vSem vétam, které
jsem dosud uvedl, a dokazal mnohem vice. Hlavni vysledky jeho
tvah (mimo to, co jsem dfive uvedl o dispersi a o piipadé, kdy
viechna pg jsou kladna) jsou tyto tii [viz Fréchet?)].

1. Predpokladejme, Ze Pi™ jsou ohrani¢eny, to jest, Ze plati
| Py | < K,proi, k= 1,2,...,r a pro libovolné celé a kladné »;
K je konstanta [tato podmmka je splnéna, kdyZz pi > 0 a kdyz
plati rovnice (1)]. Za této podminky konverguji Py ve amyslu
Cesarové, t. ] existuji limity

- Py® + Py® 4. .. + Pik‘”)

mk = lim
n=o n

2. Aby v piipad$, Ze Py jsou ohranideny, hmlty ik nezé-
visely na ¢ a aby nebyly vSechny Tovny nule, je nutno a stad¢i
vyhovéti podmmkam

a);‘pu—fl t=12,.
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b) s = 1 je jednoduchy kofen rovnice (11).
3. Aby v pripadé, Ze P;™ jsou ohraniteny, vechny limity s
(5, k=1,2,...,7r) mély jednu a tutéZ hodnotu riznou od nuly,

je nutno a staéi vyhovéti podminkam a) a b) pravé uvedenym
a zaroven dal§im podminkdm

r
Zpik-:], Ic:l,2,...,r. (la)
1t .

Uvahy o aritmetickych sttedech jsou uz u Markova; Fréchet
je provadi presnéji a podrobnéji. Zavedeni veliin 7z zdd se mné
byti vhodné pro aplikace ve statistické mechanice. Nebot uréime-li
priblizné (statisticky) pravdépodobnosti Py, Pu®, . . ., Py®™, kde
n je velké ¢islo, mUZzeme piiblizné uréiti z; (lim Py obecné

n=w
neexistuji). Vratme se k bodu M, jenZ se pohybuje skokem. Bude
uréits sttedni pravdépodobnost, Ze bod M prejde z podateéni
polohy A; po velmi velikém poétu n skoki do jiné dané polohy Ay;
je to stfedni hodnota pravdepodobnostl pro pfechody jednim,
dvéma, . .., n skoky.

K tomu pfipojim jesté jednu poznamku o aplikacich ve stati-
stické mechanice. Ukdzal jsem jiz d¥ive,*) Ze pro piipad, kdy vSechna
pix > 0, splnéni podminek (1) a (1a) vede k vysledku hm Pam™ = 1/r

(to znamena: po nekone¢né velkém poétu skokt ma kazdy z bodi Ay
stejnou pravdépodobnost, Ze bude dosaZen). Nastiva zde tedy
,rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti’’, jez se pravé mi vy-
svétliti v nékterych otazkich kinetické teorie. Pripustime-li, Ze
nékterd p;; mohou byti rovna nule, mime, jak jsem shora podle
Frécheta uvedl, i v tomto ptipadé obdobny vysledek s tim rozdilem,

Ze nym jsou to limity mi ve smyslu Cesarové, jez jsou vSechny |

stejné za predpoklada (1) a (la).

Nékteri autori pozaduji ve fysikalnich statistickych tvahdch,
kde béii o pravdépodobnosti prechodd z jedné konfigurace do
druhé, aby

Pik = Pki. . (13)

Pak oviem staéi splniti podminku (1); drubd {la) vyplyva
z (1) a z (13). Tak Mises?) ve své knize o podtu pravdépodobnosti
zavadi podminku (13) a usuzuje z ni na rovnomérné rozdéleni
pravdépodobnosti. Podobné americky chemik G.N. Lewis**) v pra-
ci; kde se zabyva pfechody kvant energie, nazyva (13) ,,zakladm
rovnicf kvantové klnetlky Vyslovné poznamenavam, Ze rovno-

*) Viz Mémorial des sc. math. fasc. 52, Nro. 15.
© **) G. N. Lewis, Quantum kinetics and the Planck equatlon, Phys.
Review, - 35, 1930, p. 1533—37.
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mérné rozdéleni pravdépodobnosti po dloubé Fadé skokd neni
vazano na podminku symetrie (13), nybrz Ze plyne z rovnic (1) a (1a).

Zbyva piipomenouti, jak se celd teorie rozsifuje pro p¥ipad
spojité¢ proménnych veli¢in. Je-li ddna funkce dvou proménnych
- K(z, y) a definujeme-li iterované funkce K®(z, y) takto:

KOz, y) = K(z, y), Ko+D(x, y) = fK<"> (x, z) Kz, )dz (14)

miizeme si zase poloZiti otazku o existenci limity 11m Ko(g, Y).

Je-li K(z, y) >0 pro a Lzbaly=<b dase ex1stence Limity
dokazati pienesenim Markovova dukazu (souéty nahrazuji se
integraly). Pripustime-li v8ak funkce K takové, ze K(z, y) > 0,
je diskuse slozitéjsi. Koneény?) odvodil nékteré podminky*pro
existenci limit. Soudasné pracoval na témze tématu Fréchet)s);
uvefejnil letos obsahlou praci [Fréchet8)], ve které rozebira velmi
podrobné podminky pro existenci limity, a to za predpokladi
velmi obecnych. Celkem mozno Fici, Ze se Fréchetovi podaiilo
pfenésti vSechny dileZitéjsi vztahy nalezené v piipadé nespojité
proménnych (t. j. v pipadé fetézu definovaného velidinami pu)
i na piipad spojit¢ proménnych. Vypotétem disperse v piipadé
spojité proménnych veli¢in zabyval se také Pototek a doSel k za-
jimavym aplikacim na teorii Brownova pohybu [viz Potodek?)3)].

Zobecnéni Markovovy teorie o fetézech. — Ve svych
prvnich pracich o michdni karet a o pfibuznych problémech ukazal
jsem, Ze vypolet velidin Pu™ neni nic jiného nez vypodet koefi-
cient linearni homogenni substituce o » proménnych, kterd vznika
opakovanim dané substituce o koeficientech pi. Zakladni rovni-
ce (2), kterou jsem uvedl v piedeslé pfedndsce, ma tento smysl:
Aplikujeme-li m-krat po sobé linearni homogenni substituci

r
x's = Z P, v =1,2,...,7,
k=1

jsou koeficienty vysledné substituce rovny veliéindm Py,
aplikujeme-li pak onu substituci je§t& I-krat, provedeme-li ji tedy
" celkem (I 4 m)-krét, jsou koeficienty nové vysledné substituce
rovny velidinam Pk(‘+"")

Uloha ustanoviti soustavu velidin Plk(’” ¢, k=1, 2 7
n = 1 2,3,...) tak, aby Vyhovély rovnicim (2), dé se zobecniti
riznymi zpusoby Predné mieme zavésti na misto indext ¢, k
spojité proménné velidiny z, y; na misto Plk(") nastoupi pak
iterované funkce K(")(x, y) definované vzorci (14). Iteraéni
index n ztstdvd pii tom nespojité proménny (n =1, 2,3,. -
Muzeme také povazovatl v rovnicich (2) I a m za spojité promenne,
at pivodné tam mély vyznam celistvyoh itera¢nich indext. Uloha
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- nalézti vSechny sousfavy velitin Pu® k=12, r)’tak' aby

I byla spojité proménné veli¢ina a aby bylo vyhovéno rovnicim (2),
da se zobecniti takto: Nalézti funkce exl(s, t) G, k=1,2,...,7)
dvou spojité proménnych s a ¢ tak, aby
Pik(s, t) =Z @ii(s, w) pir(u, t), s <u <. (15)
i=1

Zavisi-li funkece @i(s, ¢) jen na rozdilu ¢ — s proménnych s a ¢,
prechdzi (15) v rovnici (2) pii (pikgs, 1) = Pyt

Uvadim dvoji feSeni této tlohy. Prvni FeSen{ zaloZime na pojmu
integrace linedrnich substituci, ktery zavedl Volterra r. 1887 [viz
Hostinsky?)]. Rotace télesa kolem pevné osy o thel o dd se na-
hraditi » postupné provedenymi rotacemi kolem téze osy, je-li
thel otodeni pii kazdé rotaci a/n. To je nejjednodussi piiklad,
jenz ukazuje, jak koneéna transformace vznika integraci nekoneéné
malych transformaci. Kazdy systém diferencidlnich rovnic homo-
gennich
au ———Z ar(u) xp, 1 =1,2,...,r (15a).

k=1

da se pojimati jakoZto infinitesimdln{ linedrni transformace. Jsou-li
totiz x;, x,, . . ., 2y pivodni hodnoty proménnych a 'y, «’y, . . ., 2’y
hodnoty transformované, polozime dz; = z'; — @;, du = h a tedy

. r ] :
di=ai+hY au(w) @, i=1,2,...,7. (15b)
k=1 : :

Je-li A nekoneén& malé, jest i rozdil z’; — «; nekoneéné maly
a vzorce (15b) definuji- tedy infinitesiméln{ linedrni substituci
7 proménnych z,, z,, . . ., ¥,. Substituce ta odpovida uréité hodnots
parametru . Rozdélme nyni dany interval (s, t), ve kterém se méni -

parametr u, na n stejnych dila o délce h = t— a proved’

postupné substltuce, jez odpovidaji délicim bodém ¢, t—h

t—2h, ..., s; dostaneme tak sloZenou substituci, kterd, kdyz =
roste do nekonecna, konverguje k uréité linearn{ substltum o koefi-
cientech @i(s, ). A pro tuto substituci zavidime nazev »,integral
dané infinitesimdln{ substituce podle pa.rametru u v mezich od s
do ¢. Integrujme nynf danou substituci nejprve v mezich u, ¢ (v <¢),
pak v mezich s; u (s < u); tak dostaneme dv§ substituce o koefi-
cientech g(u, t) Tesp. @u(8, ) a.provedeme-li napted prvou a pak -
druhou, dostaneme substituci sloZenou, kterd podle definice inte-
gralu neni nic jiného ne# integrdl dané infinitesimaln{ substituce
v mezich od sdot. Podle znameho pravxdla o koeflclentech substi-
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" tuce sloZené ze dvou jiriych budou koeficienty gi(s, ¢) substituce
»integralu od s do t“ vyjddfeny pravé formulemi (15).

Funkce @u(s, u) predstavuji, za pfedpokladu, Ze se dd derivo-
vati podle ¢, feSeni rovnic (15a), nebot jest

deir(s, u) .
~ =;‘ @ii(s, u) ap(w).

Integrovati linearni substituci, t. j. vyhledaﬁ funkce @i, jsou-li
dany a, neni pak vlastné nic jiného nez feSiti rovnice (15); kladouce
t=1,2,...,r obdriime fundamentalni systém r integrala takovy,
Ze @ir(s,8) = 0 pro @ F k, gu(s,s) = L
Ale pojem integralu linedrni substituce da se prenésti do funkéni
analyse; muZeme integrovati také linedrni funkéni transformace
a dospéjeme tak k ieSeni nékterych funkénich rovnic, jak pozdéji
ukazi.

Fréchet!) udal r. 1932 druhou metodu k feSeni problému (15).
Nasel, Ze lze soustavu rovnic roziesiti bez uZiti integradnich zna-
mének. Je-li ¢;(¢) soustava 72 libovolnych spojitych funkei (i, j =

- =1,2,...,7), jejiz determinant c(¢) je rizny od nuly, a je-li Cj;(t)
minor piislusny v c(¢) k elementu c;, vyhovuji vyrazy

d Cri(?) X

, _ gy ) 16

s, 1) = 3 euls) ~o (16)

rovnicim (15) a zaroveii je
@ir(s, s) = 0 pro ¢ & k, gu(s, s) = 1. ,
Vzorce (16) plati, i kdyZz funkce ¢u(s,¢) nemaji derivaci;
v tomto piipadé je problém (15) zobecnénim problému integrovati
soustavu' homogennich diferencidlnich rovnic linedrnich.

Dalsi zobecnéni. Chapmanova rovnice. — Zavedme
-namisto indext ¢, k spojité proménné z, y a zdroveii namisto
“iteradnich indexu I, m také spojité proménné s, ¢; dostaneme na-

misto soustavy (15) jedinou rovnici

Y b :
D(x, y, s, t) =f¢(x, 2,8, u) Dz, y,u,t)dz, - (17)
a
a<<zx<b a<y<b s<u<t

Tuto rovnici odvodil .Chapman 1928 v prdci jednajici o teorii
~ difuse. Zdvisi:li funkce @ jen na rozdilu ¢ — s proménnych s a ¢
(a vedle toho na z a y), pre]de (17) v rovnici Smoluchowského

¢(z Y, u +v) fQ(x z, u) @(z Y, v) dz | (18)

v prednaskach jeZ jsem mél na Institutu Pomcareove 1930,
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a v pfednaskach konanych v r. 1931 na Karlové université uvazoval
jsem o Chapmanové rovnici, ale metodu FeSeni jsem neznal. Toliko
v dodatku piipojeném k pafiZskym piedniS$kam nastinil jsem
struéné, jak se sestroji feSeni obsahujici libovolnou funkei tii
proménnych; pozdéji jsem tuto metodu podrobnéji zpracoval
a nyni uvedu piehled vysledkl, ke kterym jsem dosel.

Zrovna tak, jako rovnice (15) nebo (2) vyjadfuji pravidlo,
podle néhoz se z koeficienttt dvou substituci pocitaji koeficienty
substituce z nich sloZené, vyjadiuji rovnice (17) nebo (18) pravidla,
kterymi se Iidi sklddani linedrnich funkénich transformaci. Je-li
totiz

b
h(e) = [K(z, y) f(y) dy

linearni funkéni transformace s ,,jadrem* K(z, y), ktera prifaduje
dané funkeci f(z) funkei f,(x), a je -li dale

fo,y)f()

transformace téhoz typu, platl, Jak seznameé eliminujice funkei f,(z)
= [M(z, y) f(y) dy,

b
kde M(z, y) = [L(z, 2) K(z, y) d. (19)

Funkee fy(x) da se tedy odvoditi z f(x) bud postupnym provedenim
transformaci s jidry K a L aneb jedinou transformaci, ktera
mé jadro M slozené z K a L podle formule (19):

Integrace funkénich transformaci. — Rovnice

b 1 z—1y)?
fh(z) = [ [—me—( o+ LA, Y, u)] f(y) dy,

a-

kde a <x <b, ¢ >0 a kde A(z,y,u) znaéi danou funkei tif
proménnych a kb nekoneéné malé kladné &islo, definuje infinitesi-
malni transformaci, kterd pievadi funkei f(z) ve funkei f;(z); ob&
funkce 1li§i se nekonetné malo jedna od druhé, nebot*)

}‘m(} af 2Vﬂ o (y) dy'“f(%)

Kazdé hodnoté parametru u odpov1da. urdité 1nf1n1tes1malnl
transformace pravé uvedeného typu. Rozd&lme zase, stejné jako

*) Stran odivodn¥ni této rovnosti viz na p¥. E. Picard, Legons -sur
quelques types simples d’équations aux dérivées partielles (Paris, 1927),
deuxiéme legort. ’
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difve, interval (s,t), v némZ u jest obsaZen, na n stejnych dila
o délce b = (t —s)/n a provedme postupné transformace, které
odpovidaji délicim bodtm ¢, t —h,t — 2h, . .., s. Tak dostaneme
sloZzenou transformaci, ktera dava urmtou hmltnl transformaci,
kdyz n roste do nekoneéna; nazveme ji ,,integralem infinitesimalni
transformace podle parametru « od s do ¢ a vyjaddiime ji formuli

. b
fl(x) :f¢<x’ Y: 8, t) f(?/) d

Z definice pravé strany a z pravidla o skladani transformaci
vyjadieného vzorcem (19) plyne, Ze PD(z,y,s,t), jeZ obsahuje
libovolnou funkei A(z, y, ») tif proménnych, vyhovu]e Chapmanove
funkéni rovnici (17). Toto Fefeni Chapmanovy rovnice uvefejnil
jsem v letech 1931—32 [viz Hostinsky?!),4),5),6),%),%); ne]obsu'néjl
v préci®)]; nebudu zde uvadéti podrobnosti, nybrz napiSi jen
vysledek a poddm jednoduchou interpretaci FeSeni.

Reseni Chapmanovy rovnice. — Budi% A(z, y, u) libo-
volnéd spojitd funkce t¥i proménnych z, y, v a pfedpokladejme, Ze
a<z<b a<y<b s<u<t; dile budiz j(z, y, s, t) néjaka
- funkce, kterd vyhovuje Chapmanové rovnici (17) a nékterym
daldim podminkam [viz Hostinsky?)]. Definujme nyni symbolickou
n-tou mocninu funkce A utvoienou pomoci funkee j takto:

(A)i = f](x %8, ul) A(zl’ 2 ul J(zz’ 23, Uy, uz)
. A(z2n—1, Zon, u'n) ](z2n9 ?/, Un, t) dT,

kde [. . . dz je symbol 3n-nasobného integrilu; integraéni proménné
jsou  2q, 2g, - .« ., Zgm, Uy, Ug, . . ., Uy & integradni obor jest uréen
podminkami ’
200 =014L2...,2n0), s <ty < U< ... < Uy <L.

~_ Pii tom klademe (A);® = j. Symbolické mocnina (A);» funkee A
(pii tom n =0,1,2,...) je funkei &éty¥ proménnych z, y,s, t.
Nekonecna fada : 5 '

o=3(A)r C20)
. ’ n=0

déva hledané FeSent Chapmanovy rovnice.

Pfipojme k podmfnce ze @ ma vyhovétx rovnici (17), jesté
; tyto dalél

‘¢> 0, f@(xl, Y, 8, t)dy: I; (21

pak dé se funkce @ vy]adntl zase Ffadou tvaru (20) s tim rozdilem,
Ze funkce i musx byti pnmérené volena jeil vyraz jé dosti sloz1ty
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neuvadim jej, jen poznamendvam, Ze v tomto piipadé j zavisi
ur¢itym zpisobem na funkei A(z, y, u).

Problém Fesiti rovnici (17) s vedlejsimi podminkami (20) d4 se
interpretovati jako problém o difusi v tekutiné. Piedstavujeme si
difusi v trubici (o konstantnim nekoneé¢né malém prifrezu), ktera
lezi v ose OX ; Giseéky koncovych bod jsou a.a b. Funkce @(z, y, s, t)
necht zna¢i koncentraci néjaké latky v bodé y a v okamziku ¢ za
piedpokladu, Ze néjaké latky v okamziku s (s <) je jednotkové
mnozstvi oné latky soustiedéno v bodé x, kde ovSem je v tomto
okamiziku koncentrace nekoneéné velika. Hledame &asovy pribéh
koncentrace; zmény v koncentraci nastavaji tim, Ze difusi (Browno-
vym pohybem) v tekutiné vnik4 ona latka, sousttedéna pavodné
v bodé x, do vSech mist trubice. Na krapch trubice museji byti
oviem predepsany uréité podminky (na pi. éastice difundujici
latky se na krajich odrazeji). Pfijimame koneéné podminky (21);
druhd z nich stanovi, Ze thrnné mnozstvi difundujici latky se:
neméni. Rovnice (17) ma tento smysl: Je-li v okamziku u (s << u <<ty
v bodé z koncentrace @(z, z, s, u), piedstavme si bod z jako novy
zdroj difuse; podle definice funkce @ udava d(z, 2, s, u) dz mnozstvi
difundujici latky v elementu dz, toto mnozstvi difunduje dale
a v okamziku ¢ bude se urditd jeho &ast, totiz D(x,z, s, u)dz .
. D(z, y, u, t) dy, nalézati uvnitt elementu dy v poloze y. Integrujme
tento vyraz podle z od @ do b (element dz muZe miti jakoukoli
polohu uvnit¥ trubice); dostaneme pak skuteéné mnozstvi latky
v elementu dy a v okamiziku ¢, t. j. @(x, y, s, t) dy. Srovnajice
oba vyrazy & kratice dy po obou strandch shledivame, Ze @ sku-
te¢né vyhovuje rovnici (17).

Budiz nyni j(z, y, s, t) koncentrace, jez se pozoruje v bodé y
v okamziku ¢, byla-li v okamZiku s koncentrace viude rovna nule
aZ na bod z, kde bylo koncentrovano jednotkové mnoZstvi latky.
Rozeznavame dva druhy difuse: Pii difusi prvniho druhu vznikne:
v misté y a v okamiiku ¢ koncentrace j(z, ¥, s, £), jak jsem pravé
uvedl. Druhy zputsob difuse je tento: Je-li v okamzZiku u soustfedéno
jednotkové mnoistvi latky v bodé x (a vSude jinde soudasné
koncentrace = 0), objevi se v okamziku « + du v bodé y koncen-
trace A(z, y, u) du. Prvni druh je ,,pomald difuse, kdeito pii
druhém zpusobu piendsf se latka nahle z jednoho mista na druhé.
Vzorec (20) d4 se interpretovati tak, Ze kazdy ¢len nekoneéné fady
dévé dastetnou koncentraci; soudet Fady rovnd se koncentraci
hledané. Prvni ¢len j dava koncentraci pfi difusi prvniho druhu;
jednotkové mnozstvi latky je v.okamziku s soustiedéno v bod¢ z..
Druhy élen '

(A)t = fffl %, 21, 8, u) Alzy, 29, 4) §(20, 9, , 1) dz, dzy du

sgaa
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je koncentrace vyvolana v bodé y v okamZiku ¢ takto: od okamziku s
az do u probiha difuse prvniho druhu; pak nastane nahly pfenos
litky z polohy 2z do polohy z, (difuse druhého druhu b&hem ne-
koneéné kratkého éasového intervalu od okamziku » do » 4 du),
natez od okamziku % + du aZ do ¢ probihd zase difuse prvniho
druhu. Integrujice podle z,a 2z, 0d @ do b a podle « od s do ¢ dostaneme
koncentraci v bodé y a v okamziku ¢t pochézejici od difuse prvniho
- «druhu (jednotkové mnozstvi bylo koncentrovano v bodé z v oka-
mziku s) prerusené jednou difusi druhého druhu. Obecné je (A)
koncentrace Vyvolana v bodé yav okamziku ¢ difusi prvniho druhu,
ktera byla pra,ve n-krat preruSena difusemi druhého druhu.
Rada (20) jevi se tedy jakoZto soudet koncentraci pochaze]wlch
od vSech moznych difusnich pohybu kterymi se latka pfenasi
z polohy x do polohy y, coz pravé je hledana veli¢ina @(z, y, s, t).

Takto jsme dospéli k velmi obecné predstavé o difusi; kiademe
si otazku, jak tato teorie souvisi s obyéejnou teorif difuse (nebo
s teorii o vedeni tepla v kovech, coz je, matematicky vzato, totéz).
Kolmogorov (Math. Annalen, Bd. 104) ukdzal r. 1931, Ze funkeé @,
jez vyhovuje rovnici (17), za zvlastnich dalSich piedpoklada
vyhovuje parcidlni rovnici druhého Ffadu parabolického typu;

Y ¥

nejjednodus$im pifpadem takovéto rovnice je
op ., 0
, o0 oy

To je Fourierova rovnice pro obytejnou difusi. Otdzka o vztahu
mezi témito parcialnimi rovnicemi a mezi rovniei (17) neni jesté
-dosti objasnéna. Vedle téch parcidlnich rovnic parabolického typu,
jimiz se zabyval Kolmogorov a jez jsou homogenni, mohou zde
* pFijiti v Gvahu také nehomogenni parcidlni rovnice druhého fadu
a pak rovnice vysSich fadu. Podle S. Bernsteina!) je dulezitym
problémem této teorie vysSetfiti podmmky, za kterych funkce
vyhovujici rovnici (17) vyhovuje zéroveni néjaké rovnici parcidlni.
Chapmanova ‘rovnice a Dirichletdv problém. —
Rovnice (17) vyskytuje se také v tlohich zcela jiného druhu, ne%
" jsou ty, o kterych jsem pravé jednal. Budiz dan systém uzavienych
konvexnich kfivek obklopujicich bod O, ktery povaiujeme za pél
zobecnéné soustavy polarnich soufadnic. Piedpokladame, Ze kazdé
kfiivee - systémufpa,tf‘i urditd hodnota spojité promé&nného para-
metru ¢, a to tak, Ze kiivka {, jest obsaZena celd uvniti kiivky ¢,
kdyZ t, < t. V urdité &asti roviny kolem bodu O necht plati, Ze
hbovolnym bodem- prochaz1 jen jedna kfivka systému; poloha
bodu v oné ¢asti roviny bude tedy uréena parametrem ¢ oné kiivky,
ktera bodem prochdzi, a pak tGhlem g, ktery svira jeho pruvodi¢
'8 pevnou piimkou (na kazdé kiivce systému méni se ¢ spojité od 0
do .2n, kdyZz bod ob&hne jednou dokola; naopak kaZdé hodnoté
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thlu ¢ obsazené v téchto mezich odpovidd jediny bod na kiivce).
Budiz nyni G(4, B) Greenova funkce pro Dirichletiv problém
pro néjakou z kiivek systému; 4 a B jsou dva body leZici bud na
kiivee nebo uvnité kiivky. G(4, B) je definovana takto: Je to
harmonicka funkce bodu B uvniti oné kiivky, stava se nekoneéné

velikou jako — % log 745, kdyz B je nekoneéné blizko bodu 4

(rap znadi vzdalenost obou bodd), a rovna se nule, kdyZz B je na
kiivce samé. Pojem je vzat z elektrostatiky: Greenova funkce
G(4, B) je potencidl vyvolany v bodé B elektrickym nabojem
o velikosti = 1, jenZ je soustiedén v bodé A za piedpokladu, Ze
potencidl na obklopujicim vodidi (t. j. na k¥ivee systému) je roven
nule. Budiz 4 (¢, ¢) bod lezici uvniti kiivky systému, ktera jde
bodem B (¢, ¢’); oviem je ¢ <<¢. Pak je hodnota harmonické
funkece uy4 = A4u(zx, y), ktera vSude uvnitt kfivky ¢ vyhovuje
Laplaceové rovnici ’

®u  %u
e T 0
a kterd podél kiivky nabyvé danych hodnot g, dina formuli*)
Zn 9G(4, B) dsp
ug = —=——"— up —— dg.

Zde znaéi ng vnitini normdalu k ¢ v bod¢ B a dsp element oblouku -
na #'. Pon&vadz bodem B jde jedinad kiivka systému, je

0G(4, B) dsp R

anB d(P —‘,F(‘P; @, t! t )

jednoznaénd funkce dvou bodu A(t, p) a B(t', ¢'), oviem za pied-
pokladu, Ze ¢t < ¢'; np je normala ke kiivce, ktera prochazi bodem B.
Predstavme si nyni ti¥i kfivky systému piislu$né parametrim ¢,
t, a t,. Pfedpokladdme, Ze prvni jest uvnité drubé a tato uvnitt
tretd, Ze tedy t, < ¢, < 5. Zvolme na kiivee ¢, bod (¢, ¢,). Harmo-
nicka funkce definovana uvnit¥ ¢, hodnotami, jichz nabyva na ¢,,
muze se urditi dvojim zptisobem: Bud ji poditame piimo z hodnot
podél kiivky ¢, coz dava ' ’

2n .
u(ly, o) = JF(%, P2, b, t2) U(ty, s) do,

nebo pouzijeme formule pravé napsané k tomu, abychom nej-
prve vypodetli hodnoty, kterych ona funkce nabyva podél ktivky

*) Viz na pf. Goursat, Cours d’Analyse, 3¢ édition, t. III, No. 518.

Goursat piSe Ely—z G misto G.



182

tl‘_(piéeme v posledn{ fomiuli t, namisto {, a @, namisto g,);
a z téch teprve hodnotu v bod& (¢;, ¢,). Tento druhy zpisob vy-
poétu davé

27 2%

u(to, Po) f fF Pos P15 to> 1) F(@y, @2, 81, ¢ ) u(ty, @,) de, de,.

Srovname-li oba vysledky, dostaneme, ponevadz u(t,, @) je libo-
volné dana funkce proménne P2

(N to: tp) ;OfF(%) P1> to, &) Flgy, @a, 4, tz) de;,
e < t < tg...

Funkce F vyhovuje tedy Chapmanové rovnmici (17). Stanoveni
Greenovy funkce a tedy také FeSeni Dmchletova problému uvadi
se tak na YeSeni Chapmanovy rovnice. '

Resent Hadamardovy funkéni rovnice. — Hadamard
ukazal v prednaskach jez mél r. 1928 v Praze a v Brné,*) jak
nékteré funkéni rovnice mohou byti povaZoviny za analyticky
vyraz této obecné zasady; z niZz vychazi také Huyghensiv princip:
Vyjadifme-li poétem stav, ve kterém se naléza néjaka soustava
. v okamzZiku ¢,, jednak na zakladé stavu, ve kterém byla v okamziku
lp, jednak na zakladé stavu, ve kterém byla v okamZiku ¢, (f, <
<t < ty), a srovname-li oba zplisoby vyjadieni, dostaneme hle-
danou funkéni rovnici. Hadamard udal jakozto nejjednodussi
piiklad rovnici, kterou se zabyval difve Smoluchowski v teorii
" difuse. Vidé&li jsme, Ze tato rovnice, jakoZ i obecné;jsi Chapmanova,
ktera také vyjadfuje cosi podobného Huyghensovu principu, daji
se Tefiti integraci funkénich transformaci. Hadamard uvedl ]akozto
- dal§f piiklad rovnici, kterou nazvu nyni Hadamardovou rovnici
a ke které se dochéz{ takto: Obecn parcialnf rovnice druhého fadu
hyperbohckeho typu .

) Bt bE N fenu=0 ()

_definuje nezndmou funkei u(z, y), kdy% jsou dany t. zv. Cauchyovy

" podminky: hledané funkce u a jedna jej{ parcidlni derivace 1. Fadu
nabyvaji v bodech k¥ivky dané v roviné (, y) predepsanych hodnot.
K vypoétu neznidmé funkee u slouzf zde funkce G, ktera je obdobna
Greenové funkei pro Dirichletdv problém. A tato funkce G vy-
hovu]e pra.vé Hadamardové rovnici (26), kterd zase vyjadiuje

. *) Vlz vytnh z t&ch pi‘ednaﬁek v Casoplse, LVIIL, p 346—-366 Utivim -
této pi"ﬂeiltostl, abych opravil tfi omyly ve formulich, Jei jsou tam uvedeny
. Str. 358, rovnice (4): Integradni meze na levé ‘strand jsou Yy’ a y.
Str. 359, f4dek 11 shora mé zniti:

u(z,y.m y’)—-(J —z) B (y—=')” F’(y——z)’ﬂF(ﬂ.ﬁl d)

s
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onu zékladni myslenku Huyghensova principu*); tentokrat je to
vlastné vyraz Huyghensova principu v uZ&im smyslu toho slova,
nebot na rovnici (22) prevadéji se tlohy o Sifeni vin ve dvou
rozmérech.

Ukdzi nyni, Ze Hadamardova rovnice (26) da se také FeSiti
metodou zalo¥enou na mtegracl linearnich funkénich transformaci.

Budiz

fi(y) = f(y) + hofA(E, ¥, %) £(50) dyo + h b(E, ¥) £(y),

kde A a b jsou dané spojité funkce, & parametr a.h nekoneéné mala
veliéina, infinitesimaln{ linedrni funkéni transformace. Pfi daném &
je kazdé funkei f(x) prlradéna jlna funkce f,(z). Zavedme nynf
funkei B(e, &, ¥, Yo), kterd zdvisi té%Z na kladné proménné e, ta-
kovou, Ze -

B(s, %, y, ) = 0 pro y < w,,

lim B(ea'&’ Y, yo) = A(s’ y" ?/o) Pro Y, < Y,

Y+ s

lim fB(e, £ ¥, y0) dyo = hme<s, &, Yo, y) dyo = b(&, y).

g=0y—e

Pak miZeme psati hotejsi transformam ve tvaru -
- ‘ v . '
fi(y) = 1(y) + klim [B(z, & 9, o) £(y0) dgo- - (23)

Integrujme nyni tuto transformaci nehledice k symbolu lim pti kon-
stantnim ¢ podle & v mezich z,, . To znamen4: rozdélime interval
(%, ) na » dili o délce h, provedeme postupné transformace
odpovidajici hodnotdm & v ]ednothvych délicich bodech**) a uéini-
me pak lim % = 0. Tak dostaneme v hmlté transformam

fi(y) = f(y) + f(b (=, ¥, x,, yo) £(yo) dyo,

jejiz jddro @ je dano vzorcem

Dy(, y, T, Yo) =f B(e, £, 9, %) d'e +

- Y zé . (24)
+ [ [ ] Ble, &1, 9, 1) Ble, o, 1, 90) dfa dby dry ..

- Yo Te Zo

n-ty Elen nekonedéné fady na pravé strane je roven (2% — 1)-na-

*) Hadamard odvodil rovnici {26) v praci uvefejnéné v Bulletin de la
Société math. de France t. 31, 1003, p. 200—224.

**) P¥i skladéni tra.nsforma,ci uZije se. formule, kterou jsem di‘ive .
odvodil [viz Hostingky®), vzorec (11)]. .

* Casopis pro p¥stovén{ matematiky a fysiky. Rofnik 63. .‘ - - 13
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sobnému integralu souéinu

B(S, El» Z/, 7]1) B(E, 52’ 7717 772) ..
B(S, 571-—13 77'"—23 nn—l) B(E, En, Yn—1, yl));
integradni proménné jsou &, &, ..., & By oo oy u—1 & integgaéni
obor jest uréen vztahy A
x0< éngfn—lé...sflgx yo_g_ nn—ls T/n—-gs_ o e S 7]13 y.

Vidéli jsme diive, Ze smysl Chapmanovy rovnice (17) je tento:
integrujeme funkéni transformaci uréitého typu napfed v mezich
u, t, pak v mezich s, u. Tim dostaneme dvé funkéni transformace,
sloiime je a jadro slozené transformace vyjadiuje se dvéma zpﬁ-
soby: jednak je pfimo rovno levé strané rovnice (17), jednak pravé
strané téZe rovnice, ponévadZz sklddini onéch dvou transformaci
Fidi se formuli (19).

Zde uzije se celkem stejného postupu; ale sklddédni transformaci
typu (23) Fidi se jinou formuli nez (19). Vysledek, ke kterému se
dojde, vyslovim takto (odtvodnéni bude piedmétem jiné price):
Je-li y = y,, jest podle (24)

Dy(x, y; %o, Yo) = li_ng D(z, Y3 Ty, Yo)

spojitd funkce &tyi proménnych, jez zistdva spojitou, kdyz y,
se blizi k y. Tato funkce, vyjadiena radou (24) pro lim ¢ = 0,
zavisi na libovolnych funkcich A(&, v, y,) a b(&, y) a vyhovuje
funkéni rovnici

. Yy | . .
¢(.’l¢, Y, %o, %) -—J@(.’E, Y, Xy, 77) ¢(xlr 15 Los ?/o) dr}

.z Zy
Joena Jbeé, v ag
LT Q(xl’ Y, x07' ?/o) e’ - @(.’E, Y, %, yo) ez. =0. (25)
Vyhovu]e -li funkece G(x, ¥, %o, Yo) Hadamardové rovnici [viz ,,Ca-
sopis*’, LVIII p. 358, rovnice (4)]:
v G(x y: xo: yo) = aG( » )
(] s b b X, 9y
7 6o, y; 2, n)’[G (@21 20 90 s, ) — 2 E0 ) gy
v ‘
. , 2
_ xf b(&, vo) d§ (26)
+ G(SU, Yy Xy yo) e’ ?
vyhovuje funkece
: 0G(z, v, x,,
O, .20 ) = L1 0

'rovmm (25). Takto se pievadi feSenf rovnice (26) na FeSeni rovni-

—a(z, y) G(=, Y: %o, Yo)
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ce (25). Zbyva dokazati, Ze vzorec (24) vede k obecnému feSeni
rovnice (25); kdyby tomu tak bylo, vedl by vzorec (24) zaroveil
k checnému feseni Hadamardovy rovnice (26).

*

Sur la théorie des chaines de Markoff et sur ’intégration des
transformations linéaires.

(Extrait de larticle précédent.)

Rappel des théorémes fondamentaux de la théorie des chaines*)
et de quelques compléments qui y ont été ajoutés par Kaucky,
Koneény, Potodek et Fréchet. Suivant Fréchet les quantités sjx
qui se présentent dans la théorie de la dispersion se déterminent
par la résolution d’un systéme d’équations linéaires. Si les quantités
pa qui définissent la chaine ne sont pas toutes positives, la limite
de Py n’existe pas en général, mais la limite de moyennes
arithmétiques (limite au sens de Cesaro) existe toujours (Fréchet).

Une généralisation de la notion de chaine conduit au systéme
d’équations (14); une autre donne l’équation de Chapman (17).
Pour résoudre ces équationsil faut revenir a la méthode d’intégration
des substitutions linéaires introduite par Volterra en 1887. Volterra
a montré comment cette intégration (composition d’une suite
infinie de substitutions infinitésimales) donne la solution des
équations différentielles linéaires. D’une maniére analogue, l'inté-
gration des transformations fonctionnelles donne la solution de
I’équation de Chapman. La recherche des fonctions de Green pour
Iéquation de la chaleur et pour le probléme de Dirichlet se raméne
a I’étude de cette équation. En intégrant un autre type de transfor-
mations fonctionnelles linéaires on trouve la solution d’une équation
fonctionnelle considérée par Hadamard en 1903.

Seznam praeci uveFejnénych v letech 1931—1933

o teorii Markovovych Fetézi a pfibuznych problémech. Do tohoto seznamu

nejsou pojaty spisy, které jsem citoval v praci Méthodes générales du Calcul

des Probabilités (Mémorial des Sciences mathématiques fase. LII, Paris 1931;
viz bibliografii na str. 60—63).

Bernstein S.1): Sur les liaisons entre les grandeurs aléatoires. [Ver-
handlungen des internationalen Mathematiker-Kongresses Ziirich 1932,
Bd. I. (Bericht u. allg. Vortridge) S. 288-—309.]

Fréchet M.!): Solution continue la plus générale d’une équation
fonctionnelle de la théorie des probabilités ,,en chaine‘“. (Bull. Soc. Math.
France, t. 60, 1932, p. 242—277.)

*) Voir 'ouvrage de l'auteur intitulé Méthodes générales du Calcul
des Probabilités (Mémorial des Sciences mathématiques, fase. 52, chap. II).
La bibliographie placée & la fin de I’article fait suite de celle qui se trouve
dans ce fascicule du Mémorial.

13*
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Fréchet M.?): Sur le comportement de certains noyaux de Fredholm
itérés indéfiniment et sur les probabilités en chaine. (C. R. Acad. Se., Paris,
t. 195, 1932, p. 590—592.)

Fréchet M.3): Sur la solution continue la plus générale d'une équation
fonctionnelle de la théorie des probabilités en chaine. (Tamtéz, t. 195, 1932,
p. 639—641.)

Fréchet M.4); Surla convergence des probabilités en chaine. (Tamtéz,
t. 194, 1932, p. 1542—1544.)

Fréchet M.5): Remarques sur les probabilités des événements en
chaine. (Tamtéz, t. 194, 1932, p. 1785—1786.)

Fréchet M.%): On the behavior of the n-th iterate of a Fredholm kernel
as n becomes infinite. (Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A., vol. 18, 1932, p. 671 aZ
673.) :
" Fréchet M.”): Compléments & la théorie des probabilités discontinues.

,»én chaine*. (Ann. Scuola norm. super. Pisa, vol. II, 1933, p- 131—164.)

Fréchet M.5): Les probabilités continues ,,en chame {(Comment.
math. helv. t. 5, 1933, p. 175—245.)

Fréchet M.9): Comportement asymptotique des solutxons d’un systéme
d’équations linéaires et homogénes aux différences finies du premier ordre
a coefficients constants. (Spisy vyddavané pfirodovédeckou fakultou Masary-

_ kovy university, ¢. 178, Brno, 1933.)

Hadamard J.!): Sur le battage des cartes et ses relation avec la méca- -
nique statistique. (Atti del Congresso internat. dei Matematici, Bologna,
1928, t. V, p. 133—140.)

Hadamard J.- Fréchet M.1): Sur les probabilités discontinues des
événements ,,en chaine‘‘. (Zeitschrift fiir angewandte Mathematik u. Me-
chanik, Bd. 13, 1933, S. 92—97.)

Hostinsky B.!): Sur les probabilités des effets qui dépendent d'une
suite de transformations successives prises au hasard. [Atti del Congresso
111;;,;;1;3121011&16 dei Matematici, Bologna 1928, t. VI, p. 61—62. (VytiSténo

Hostinsky B.2): Ctyti pl“ednasl\y o riznych problémech teoretické
fysiky. (Casopis pro péstovani mat. a fys., 61, 1931, p. 33—80.)

Hostinsky B.3): O nékterych aphkacnch poétu pravdépodobnosti.
(Sbornik inatem. pfirodovédeckych kursé pro stfedoikolské profesory ko-
nanych v Brné 1931, Brno 1931, p. 1—15.)

Hostinsky B ‘) Surl mtégratlon des transformations fonctionnelles
-linéaires. (Rend. Ace. Lincei, vol. XIII, ser. 68, 10 sem. 1931, p. 921—923.

Hostinsky B.5): Sur l’mtégratxon des transformations fonctlonnelles
linéaires. (TamtéZ, vol. XIV, ser. 68, 20 sems 1931, p. 326—331.)

Hostinsky B.%: Sur lintégration des transformations fonctionnelles
linéaires.. (Atti accad..naz. Lincei, ser. VI, t. 16, 1932, p. 25—27.) -

Hostinsky B.%): Sulla teoria degli errori. (Glornale dell'Istituto
" Italiano degli Attuari, vol. III, 1932, p. 3—10.)’ ' :

Hostinsky B.S): Apphoatlons du calcul des probabilités & la théorie

du mouvement Browmen (Ann. de PInst. H. Poinecaré, vol. III, fasc. I,
© 1932, p. 1—74.) N

Hostinsky B.?): Surune équation fonctionnelle de la théorie des pro-
babilités. (Spisy vydavané ptirodovédeckoun fakultou Ma.sarykovy univer-
sity; ¢. 156, Brno, 1932.) .

Hostinsky B. 19): Valeurs moyennes des quantxtés qui varient avec le
temps. [Verhandlungen des internat. Mathematiker- Kongresses Ziirich,
1932, Bd. II. (Sektionsvortrige) S. 241—242.] :

Kolmogoreff A.l): 'Zur Theorie der stetigen zufélligen Processe
(Math Annalen, Bd. 108, 1933, str. 149—166.)
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Kolmogoroff A. - Leontowitsch M.?): Zur Berechnung der mitt-
leren Brownschen Fliche. (Physikalische Zeitschrift der Sowjetunion,
Bd. 4, 1933, p- 1—13.) ’ .

Koneény M.1): O teorii Markovovych Fet8zi. (Sur la théorie des
chaines de Markoff ) (Spisy vydavané pFirodov&deckou fakultou Masarykovv
university, 6. 147, Brno, 1931.)

Koneény M %): Trois théorémes sur la limite des .transformations
itérées. (Tamtéz, &. 163, Brno, 1932.)

Métadier J.!): Sur I’étude du mouvement brownien dans un champ
de forces. (C. R. Acad. Sc., Paris, t. 195, 1932, p. 649—651.)

Métadier J.%): Surla ‘théorie du mouvement Brownien et la méthode
opératorielle. (TamtéZ, t. 197, 1933, p. 29—31.)

Mises R. v.1): Vorlesungen aus dem Gebiete der angewandten Mathe-
matik. (Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig und Wien, 1931, IV. Ab-
schnitt.)

Mises R. v.2): Théorie des probabllltes Fondements et applications.
(Annales de I'Institut H. Poincaré, Vol. III, fasc. II, 1932, p. 137—190.)

Moisil Gr. C.!l): Surl'intégration des matrices. (C.R. Acad. Sc., Paris,
t. 195, 1932, p. 456—458.)

Moisil Gr. C.2): Sur les sauts de probabilité dans les évolutions sto-
chastiques. (TamtéZ, t. 195, 1932, p. 456—458,)

Potodek J.1): O dispersi v teorii Markovovych Fetézi. (Sur la disper-
sion dans la théorie des chaines de Markoff.) (Spisy vydavané p¥irodové-
deckou fakultou Masarykovy university ¢. 154, Brno, 1932.) .

Potoéek J.2): Piispévek k teorii Brownova pohybu. (Contribution
& la théorie des chaines de Markoff.) (Tamtéz, &. 171, Brno, 1933.)

Potodéek J.3): K Brownovu pohybu torsniho zrcatka. Casopis pro
péstovani matematiky a fysiky, sv. 63, 1933 p. 45—51.)

Schulz G.1): Uber Markoffsche Ketten. (Zeitschrift fiir angew. Math.
u. Mechanik, Bd. 11, 1931, p. 444.)

Schulz G. %) Uber Markoffsche Ketten hoherer Ordnung (Tamtéz,
Bd. 13, 1933, p. 235—238.)

Schulz G.3): Uber das Summenproblem bei Markoffschen Ketten.
[Verhandl. des internat. Mathematiker-Kongresses Ziirich 1932, Bd. II,
{Sektionsvortrage), S. 230—231.]

Romanoyvsky V.1): Sur les chaines discrétes de Markoff. (C. R. Acad..
Sec., Paris, t. 191, 1930, p. 450—452.)

Romanovsky V.%): Sur une classe d’équations intégrales linéaires.
(Tamté¥, t. 191, 1930, p. 552—555.)

Romanovsky V.#): Sur les chaines biconnexes continues de Markoff,
(Tamtéz, t. 191, 1930, p. 695—697.)

Romanovsky V.4): Sur une classe d’équations intégrales linéaires.
(Acta mathematica, t. 59, 1932, p. 99—208.)

Urban F. M.}): Das Mlschungsproblem des Daniel Bernoulli. (Atti
del Congresso internazionale dei Matematici, Bologna 1928, t. VI, p. 21-—25.)
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