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Rady vhodné k pouz1t1 pii piiblizné 1ntegracx.
Pplk. Jan Gebauer.
(Doslo 15. prosince 1933.)

I. Uvod. V ruznych potetnich metodach vnéjsi balistiky
uZiva se k integraci systému diferencidlnich rovnic fady Taylorovy
nebo Eulerovy -Mac Laurinovy.

.V této své praci hleddm jiné rady vhodne k pouziti pii prlbhzne
integraci podobné jako se v balistice uziva fady Eulerovy-Mac
Laurinovy v metodé G. H. M. .

Sumaéni vzorec Euleriiv-Mac Lauriniiv je v matematice viude
zafazovan do integralniho poétu a vSecky zpisoby jeho odvozeni
uzivaji mtegralmho poétu

- Ruzné fady, jez zde odvodim, vyvodim viak ]en ryze alge-
braickym postupem (bez uiiti integraci) z fady Mac Laurinovy
uZité na danou funkei a na vSechny jeji derivace. Tento algebraicky
postup skytd zajimavy prahled do vzniku vnitini stavby vSech
téchto fad (Eulerovy-Mac Laurinovy i fad novych).

Panu prof. dr. Petrovi vdéé¢im za laskavé upozornéni, Ze systém
fad 25, ktery ]sem zde odvodil, je totozny s formuli, kterou on
bez dukazu v jiné formé a s jinym zbytkem uvere]ml 1) o ¢emzZ
jsem nevédél

Postupnym derivovanim Mac Laurinovy rady

(n) 0 -
y—%+2% m
dostaneme rady
(ﬂ)z”—l
y(l) = y,® + Z l)' pro l= cee (2)
n=l+1

OméZime Se jen na takovy interval argumentu z, v némi gy, y®
jsou spopté a fady (1), (2) stejnomérnd konvergu]i

II. Algebraické odvozeni fady Eulerovy-Mac Lauri-
novy z fad (1) a (2) Z rovnice (2) plyne
gl ) "~ - Yeman
T+ 0+ VW‘ — %)= a+>'z(m—m‘“"

101 1) Petr, (o) ]edné formuh pro vypoéet uréltych mtegré.lﬁ Casopis 44,
5; 454.




153

a pro ! = 1 dostaneme

’y"ox2_—x— ’_' ’ yo(")x"
o —or ¥ Y~ o Ln—1)

l n=w

coz dosadime do (1). Vyjde
x ’ ’ 1 o ?/o(n)xn
y=%+5 ¥ + ¥ —g 23‘”—2)—W‘_ @
.n= . :
Odtud a z rovnice (3) (pro l = 2) vyluéme y,®; dostaneme

v=tt+ 3+ y’o)——m(y”—y”o) + |
_ SR )
1 n=co (n)pn
T Qe DECES

. Z rovnic (3) (pro I = 4), (5) \fyluéme Yo®, Vyjde

Y="Y + —(y +yo)——(y )+7—23(y“’—yo“>)+ .
7202(7» 3)(n—5)(n—6)(n+8)"’° h
Odtud a z rovnice (3) _(pro =6 vyluéme y0(7), dostanemie
Y=t G YD~ (y — ') + 55 (y<4>— W)+
30240 U v* (0

+ e 30240 Z (n— 3) (n—5) (n—7) (n—8) (n? + 8n + 36)
Z rovnic (3) (pro I = 8), (7) vylucme yo(”, Vy]de nam
=00+ S+ YD) — D 00 g GO — ) F
. xﬁ xs . Lo
— 30220 ¥ — %) + 1200600 (?/(”—.— %) + _
: “n=o (8)
1
1209600 Z( —3@—=9 (”_7) '

. (n—9) n— 10) (n3+ én? + 4 40n + 128) y“ Ap—

11*
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Tak jsme.tu.postupnym vyluéovanim %6, %P, %, Y9, y® od-
vodili fady (5), (6), (7), (8), jejichZ prvni &leny ]sou prvniml éleny
- znimé fady - Eulerovy-Ma,c Laurinovy '
k=p
Y="Y%+ —2‘(3/ + ') + Zazkx”‘ (Y@ — y,20) + Rzz}+s, (9)
k=1

jejiz zbybek Ropys je v rovnicmh (5), (6), (7), (8) nové vyJadren

ve tvaru
. 7=

R2p+s = —0Qagp Z Pyy(n ) yon!  (10)
n=2p+3 -
kde Pz,,(n) je polynom ‘jenz je v n stupné 2p-tého.
O fad® Eulerové-Mac Laurinové je dokdzéno jinymi dikazy,2)
%e m4 tvar rovnice (9), proto mizeme hodnoty jejich daliich koefi- -

cientd agr pro k=5, 6,... vySetfiti snize aphkam fady 9 na
nékteré jednoduché funkce

Pro celistvou funkei y = z?? _dostaneme tak rekursm vzorec

' - p—1 @y ay A2(p—2)
Gaio—n = [(2p)! +[2(p—1>]' [2(p Tt . 2>']
. (11).

platny pro p = 2, 3
' Pro Y= x21’+1 dosta,neme jiny rekursnf vzorec

il 21)—1 . . Qg azp_z 7
o= [2 CEmy e TR ] (1%
platny pro p=1,2,3,. - ‘

. Pro y =sin 22 nebo y = cos 2z vyjde ndm

_cos2x4+1 - sin2z L . ey 0%k 2k
© sin 2z x‘l—cos2x~,‘zCOtng1_2<—.1_) 2 g,
- o SR 1= SRR ] 9\

" kmom

o - :
Avéakxcotg z=1 ——Z bopa?* = 1 ——[ +Z—5 + ... in_inf.],(13’) _

Z parovnani md +(13),: (13) plyne

=g a9

kterymi vzorcem (14) vypoéteme koeflcmnty ay, nejsné,ze z koefi-

-_ elent\'x bk zné.mé fady (13’) Pro y= ezf dostaneme S
e . ') sz na pi‘ Petr, Podet mtegré,lni str 134 .

P
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- k= : o .
x Cotg = 1 —‘Z (— ¥ bgga2t (15)
: : E=1
a opét pfijdeme k rovnici (14).
III. Odvozen{ nové Ffady
k=p
Y=+ Y an_ 1221 (kD) y @=1) 4 Rspi1prop = 1,2,
= (16)
Vdeeme z vyse odvozene rovnice (4), jez ]lZ mé tvar rovnice (16)
pro p=1. -
~ Z rovhic (3) (pro I = 3), (4) vyluéme ™. Vy]de nim

Yy=14%+ (y + 90 —35; (y“” + %) +

242(n Dnn—1—121%7 )
nw=b

Odtud a z rovnice (3) (pro l = 5) vyludme y,®. Dostaneme

Y=Y+ 5 (y’ + ') ——(.W’ + %) + —(y“’ + yo‘ﬁ’) +
—515 ), (r— 2 [n(n—1) (n—3) (n—4) + . (18
n=7 .
: B '» '—10{n(n—1)-—12}]ﬂ'm_.

Z rovnic (3) (pro I = 17), (18) vyluéme y®, vyjde - !
. 3 .
Y=Y+ ;—(y' + ¥ —x—(y‘s’ + %®) + ,
7 , | " (19)
55 (Y7 + %)+ By, -

kde tvar zbytku R, vy]de obdobns ]ako tvary zbytkovych fad
R;, R7 v rovnicich (17), (18). Rovnice (4); (17), (18), (19) majf tvar -
Tovnice - (16) Podobnd-jako u fady (9), téZ:u fady (16). odvodime..
hodnoty " dalffch™ koeficientd asr—; snéze aphkaci fady (16) na '
nékteré jednoduché funkece.
© Utijeme-li fady (16) na cehstvou funkei y= :1:21’ dosta.neme
vzorec
e 1 @y Aop-3g .
=1 = (gp)i- [(2p— i+ et ] @
' Uiueme-h rady (16) na cehstvou funkei y= :c2’"1 vyjde na.m.
TOVnice '

)
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oo = L1 i Y (21)
e 2p— nt 2 [2 (?—k)]‘]

Rekursni vzorce (20), (21) plati pro hbovolne p= 1,2,... in inf.
Pro y = sin 2z dostaneme

k= .
sin 22
cos 2z + 1 . =tgr= Z (— 1)¥+ 22l ag 221, (22)
k=1 .
coZ porovnejme s radou
' k= . 3 95 o .
tgx= an——lzzk—l =z +~%+—i%+...in:inf. (22')
=5 ' '
Dostaneme : .
bor—
Ay = (— D 2= (23)

i(tei'ymz vzorcem vypocteme koeficienty asi—; ne]snaze z koefi-
cientil bgr—; zndmé fady (22'). Pro y ='e** vyjde ndm

k= 3 5
Tgx = 2 (— 1)k+1 bgp_ 221 = x—% 4 2115 — ... in inf.
i=1 _ (24)

a zase dospjeme k rovnici (23).
IV. Odvozeni nekoneéného poétu (k= 1,2,...ininf.)

fad tvaru
i=k

Yy=1% +Zak.( ) (¥ + [— 1]'+1 Yo u)) +

neE m—k—1)] g (2O
—(~) Wr Y m—2—1)i nl
n=2k-+1" .
Z fady-(25) dostaneme fady (4), (5) pro k = 1, 2. Pies to odvodim
fadu,.(5) .znovu, zpusobem ]ehoz v, dal$im uZiji k -odvezeni-dalsich -

‘fad (25) pro k= 2,3, 4, .
Uil]me oznateni

_ _ n—2 yo(")z” Yoman—2 _ x_z n—2 o
Jom = — 2 n! (n— 2)! 2n(n— l) . (26)
Ponévadi - .
: - . . I A AAY
L yo"‘>x" _ b e ySptan—?
A]est e Z m—2)f = — T 3( ) (n — Y

n-a

" cok dosad’me do rovnice (4) Ponévadi fada (2) pro ! = 2 davé
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n=4 (ﬂ)xn—Z , "“""yo(n)xn —2
P n—2)' =Y TV, 2y (n—2)7
dostaneme.” 1hned fadu (5) kterou plsme ve tvaru
1 "
Yy="Yy+ ——(y + Yo — T 3< )(y Yo +
(1) n -
+353 2<n—3)<n—4)-"" e
n 5 )
1 n=cw yo(n)x”
' » +223Z7(n—3)(n—4)_n|_
. : n=
UZijme oznadeni
(n—3) (n —4) ?/o(n)xn _n— 4 yo(")xn_2 -
Jon=""9 3 n! (n — 2)! ] :
i (27)
_ _ 2 3 n (n — 1)
Pontvadi gss = gse = — s (), platf
onevadz Jss = Js6 = 3-5(2),1)3
- o .

(n—3) (n—H LT =

22.3

n=>5

I

= 315( )[ 2 ;(1/1:(”)—3:"2—)2']

cot dosadme do rovmce (5"). V8&imneme-li si zaroven, Ze rada (4)
(uzita na funkci y” misto y) dava

17"%=8. mgn—2 g -
_“2_2(”—4) ?i?n_2y Yy —y 0.'___(?,(3) + ?/o(a)) +
n=>5
' n= yo(n)xn—z
Z (n — 2)'
vypoéteme R

V=v%t+5 + ¥ — [1 13 + —31—](—5)2(3/—3/..)+

1 " — ) gman )

\+3 5(2)(y(3’+y"(3)’— 3. 52(7&—7);"

coz je fada (25) pro k = 3. Porovname-li ji s piedeslou (k = 2)
fadou (5), vidime, Ze koeficient u % se zménil, pnstoupll ¢len -
obsahujici 23 (y® + y®) a zbytek je v z tadu 7.
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Podobné dale uZijeme oznadeni
(n — 4) (n — 5) (n — 6) yo™a"

_ 28.3.5 n! ¥ n—4
I = T T ") (n—6) ygma= 2. 5am—1) (29
2.3 (n— 2)]
. 1 z\2
Za,se jest gu7 = gug = — 57 (?) , tedy
' n=8
. . yo(n)xn‘—
%, 3 52(" (n—35) (0 —6)= =
1z 1§ YoMan—2
,“—5.7(2)22 3127( 5)(n —8) o —5v

co%, dosadme do rovnice (28) a zdroveii si vSimnéme, Ze fada (5')
{uZita na funkei y” misto y) dava

1 =8 (m)gn—2 ) ) z
ﬂZ(n—& (n —6) %‘:“_%2“)‘!= Y —Yo—75 (¥y® + yo®) +

n=7
1 z\2 . -] tEE YoM a2
— = 4) — 9, (H)) — — —g)L = .
+1.3(2)(y %®) 22.329,,(” ) —8) gy
vyjde ném ' '

) 1 1 1 2
Y=Yt T+ "[‘ﬁ; +3 5+ 5—7] (—Z—) (v — 90 +
1 1 1
+ [5—5 + 5—,7]( ) (y® + Yo®) — —T_ (_) (3/(4)—310<4)) 4

n=w n i 5 yo(n)x”

o 3 5. 72 w0 a &Y

Rada (30) m4 tvar (25) (pro k = 4). Porovname li ji s pFedesly-
i fadami (28) (k = 3), (5) (k = 2), vidime, %e s rostoucim k se
stale méni viecky koeficienty ay; krom& prvniho (az; = 1).
(U fady E. M. L. (5) i u fady (16) s piistupujicimi. dVO]éleny se
neménily koeficienty dvojélenti piedeslych.)

‘ DokéZeme nyni, #e timto postupem mo#no odvodit nekoneény
podet Fad, jeZ maji tvar (25), a zaroveii odvodime vztahy urdujici
koeficienty as; viech téehto fad. Zde k znadf potadové &fslo fady,
7 znali exponent argumentu z a ziroveil fad demva,ci y(‘) y,,(‘>
obsazenych v dvojélenu, jenZ mé koeficient az;.

Pii-edvozeni fad (25) pro k = 2, 3, 4 jsme méli odvozeny i‘ady,
» jez nazveme poslednf a predposledni a hledali j jsme Fadu nésledujici.
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Rady predpoaledni jsme’ wrili na y" (mxsto y) a z této fady pro y .
a’'z posledni Fady- pro y jsme vZdy rdzem vylouélh oba prvni &leny
.druhé sumy na pravé strand rovnica (25). To nam bylo umozZnéno
ste]nosti podila

Jr2k—1 = Jr,2e : (31)

pro k= 2,3, 4 [rovnice (26), (27), (29)]: DokaZme, Ze- (31) plat{
pro kazdé celé & > 2. Podle rov. (26), (27), (29) pro k = 2, 3, 4 jest -

. z\2 2 (n—k)
on = — (7) Zk—3) (n—Dn .32
y fo o _n(n—1)
‘Oznadime-li | o Tkn = _._.2 n —-_k_)’
. ' . z\? 1 '
Jest Tkn = — ( ) m (33)
Se zretelem na (33) podmmka (31) #4d4, aby bylo o
B =Gu=2k—1l=q . (39

-CO% plati 1dentlcky pro kaidé celé k.- '

Vidfme (34), Ze hodnoty tyto tvofi fadu lichych ¢&isel a proto
pro né postadi kratsi oznadeni ¢z jen s jednim indexem k, jimz jsou
uréeny. Podle rovnic (31), (33), (34) pro £ =2, 3, 4 jest

z 1

- 2
9x,2k—1 = Jr,2k = —(?) ?{ZM—L =.9k

(s krat¥im oznagenfm gr).
Porovndme-li rovnice (25), (4), (5), (28), (30) -vidime, Ze:

1
all—a21—a31—a'41—1—’é-
1
a, —1 1 a1;1 a —2 a 1.
2= g = ——= —— ’2_—_————-.: .——,
3 49 92 : 5 22 9293
—3 . a 1 S
Q4,2 T = 3,2 qaq"_
1 1 ‘A2 2 : 1
as’3=—=——-=—-—" a.' =:———=a' + >
15 g 6 P21 M gy,
- 1 - agg -
=TT T -

Jiz v téchto rovnicfch pro k =2, 3,4 se Jevi nékterd z hleda.nych .
-obecnych vztahu mezi koeﬁclenty @k, Na pf.’
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Pro urtité k (na pt. k = 4) zndme ay; i tvar zbytku fady (25).
Hleddme az,1: a tvar zbytku nasledujici (¢ + 1) fady. k-tou fadu
(25) napiSme takto:

Y— Y= +?/o)+ak2( )(y — ') +

Zak;(*g‘)'[yw + (— 1+ ] +
_l n=2k+2 (n_ k— 1)] .yo(n)xn . (36)
(n — 2k — l?! n!»

7) T
n=2k + 1

(n—k—1)! ggman
( )“"" Z n—2k—1) al
n=2k+3
Piedeslou (k— 1)-ni fadu dosta,neme dosadime-li £ — 1
misto k do (25). Vyjadfime-li ji y” — y”, (misto Y — %), vyjde ndm
i=k+1

Y — ', = Z T ies (125_)1—— [y® + (— 1)i+1 @] +
1=8

"=y n=2k+2 (n—k— 2)! y(n)x”—2 .
—('—) Grt ) s —1)im—on T 7

2
} n=2k+l

7 1\k—1 (n—k — 2)! yman—2
_(?) Th—1k—1 Z mn—2k—1)! (n —2)I'

. n=2k18
_ .- n=2k+2
Cleny ¥ad (36), (37), ob'sa;hujici 2‘1', ma;ji::pomér
. o n=2k+1 ,
: 2 ap n—k—1 z\* 1
—_—— L = ——} 38
B =T o =1 = ()
nebot podle rovnic™(35), (33) jest -
: mp n—(k+1)_ 1 1
ar—1,2—1 n(n—1) 0 2Gx+1,n

Ponévadz pro n = 2 (k + 1) jest
- Qe+1,n—1 = Qet1m = Qr+1 = 2k + 1 1,
rovnice-(38) zde da

(2 1
gk+l 2(b+1) - (—) (2k— l) (2’0 + l) "— Jk+1-

Opét stadi kratéi oznaten{ g+, pro pomér jenZ umoziiuje vyloudit
z rovnic (36), (37) sumuod n = 2k + 1 pon = 2k + 2. Dostaneme
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tak pro koeficienty hledané (k + 1)-ni fady rekursni vzorce

1 Ap— i
Tt = Bhg — oo Ar+1,4 = Oiyi 4 Ehie,
QG+ QQr+1
(39p
Garpr = AL ek (—1 CN — '
’ Qrgr+1 qr+1 g2 - qr+1 -
a zbytek (k 4 1)-ni f'ady vyjde jako soufet
— l)k“ Ag—1,k—1 Z (n—k—2)! ymzn
(2 Gr+1 2k+3(n——2ic— 1)'(n—2)'
(n—Fk—1)! ymar '
( )a"" Z mn—2%—1) nl (40)

n=2k+3

= _1_ kH a N (m—[k4+1]—1)! YoMz
2 k+1,k+1 ( —2[k+1]—l)‘ oy

n=2(k+1)+1
kterouz rovnost jests dokazeme
Na levé strand rovnice (40) je souéet dvou rad ]echhz koresp
¢leny oznaéme A,, B,. Jest

B, .n—.(k+l)__ — (k 4+ 1)
Moy = 2D TN
nebot plati (35), a jest gi+1 = 2k 4 1. Z rovnice (41) plyne

hot B A BTGk
="v—-(—1_>k+1ak+.1 k+1 ( -—k — -2)! yo(n)zn
' 2) [n—(2k+3)]!
nebot jiz plati tieti rovnice (39) Z rovnosti (42) zre]mé plyne
rovnost (40). Q. e. d. -
V. Odvozeni vzorcl pro pi'imy vypodet koefzmentu Q5
fady (25). Pro k = 2, 3,4 jest _ _
k—1- k—1
| o T . (43)
kteryZ vzorec platf pro celd k£ 2> 2, nebot podle prvnf rovnice (39)
Jest , )

(41),

(42)

' a2 =

k=1 ! o (k+1—1 ,
WA= TR =1 (@1 (2Ic+ ) - 2(k+1)—T Q‘_ e d.

Dile dokézeme, Ze

k=2 k—2

8= FEE—1) . 3 . (44)
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pro celé k' > 2. Ponévadz dk_1,1 = 1, druhd rov. (39) pro 7+ = 3 dd '

ak+1 3 = Q3 +
qqu+1

. tedy vzhledem na prvnf rov. (39) z rovnice (43) plyne (44).
Déle podle druhé rov. (39) jest

k—2

T4 = Ot — p 3 2k — 1) 2k + 1) (45)
nebot’ jest ' )
ak—12=——‘]f:2—"—‘ =2k—1, @z =2k+l.
> 92 (k' — l) +1
- Podobné z rovnic (39), (44) odvodime ‘
Ar—1,3 ' ' k—3
s = os o~ smo @ — @1 O

Rovnicemi (39), (43) az (46) vypoéteme tabulku koeficientti az ;.

V této tabulce si povélmnéme zlomk, jimiZ jsou koeficienty az ¢
dany pro k < 10. Shleddme, Ze jest

e e—3k—2y _ (k—4(k—3)
BT TRk —3)(2k— 1) % 30(2k—3) (2k—1)
. (k— 3) (k — 4) (k — 5)
W0 = 50 (2% — 5) (%k — 3) (% — 1) (47)

. (k— 6) (k— 5) (k — 4)
kT = §30 (2k — 5) (2k — 3) (2k — 1)
X dukazu Ze rovnice (47) plati téZ pro k + 1 (na. pt. k + 1 = 11),

postadi dosazovati z niich do rovnic (45), (46), po pi. uZiti rovnic (39).
Uplnou indukef plyhe pak. platnost rovnic (47) pro kaZdé celé k > 2.

- Z"odvozenych vzorcd (43), (44), (47) miizeme jiZ- _uhadﬁoutt
obecny tvar. koeficienti ag;. deime Ze obecnd

| pr06>z—~2s>2]est
' 2 (k—s8)(k—s—1).. (k 2s 4 1)

MR T (2 — 1) 2k—3).. (2Ic 25 + 1) (‘7‘8’\
pro 7> i=28—12>3 jest -
: N (k—-s)(k—s—l) (k—2a+2) "
"”“‘1”‘(23—1)1 (2k—1) (2k—3)...(2k— 25+ 3) ( )

Vekutku pohled na tabulku koeficienti a4 pf'esvédéu]e %e vzorce )
- {48), (49) (odvozené jen pro i < 7) plati pro <10, k< 10.
.. Ze plati obecnd pro kazdé k > 2, k 2 & > 2, dokédZeme, ukéieme li,
S ﬁe vyhovuji rovnicim -(39). Ze vyhovu]i prvii rov. (39), }sme do-

s
«
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,}\i 1] 2 3 4 5 6 @ |
11| — — — — e 1
—1 _ . . -
25 3t
) —2 1 1 _ . _
31 1vi5 | s357® 5t
3| 2 2 | —1 - _
it = 533 557 7
‘-4 31 1 —2.3_—1 11 _ :
5 ‘l‘g“ 99 |79~ 6 |35790- 08 M
6l =8l 4 _af-s4_—2 )23 1| 1 _—1 ||
’ 11 3.11 33 |6.9.11 30.9.11 ~ 495 3.5.7.9.11 ~ 10395 .
L
7! j_si 5 _5 |—4.5 _—to| 3.4 _ 2| -—234 _ —4 |}
13 3.13739 {6.11.13 ) |30.11.13~ 715 90.9.11.13.7 19305 .
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kézali jiz na podétku odst. V. Dokasme, e vyhovuji té% druhé
Tov. (39) Pro i = 2s jest

2 (k+1—s)(k—s)...(k—2s+2)

Gitm =" o @ F D)2 —1)... @ k—2+3)
) _ 92s—1 (k__,g)(k—s—l) (k—28—|—2)
FE-12—2 = " (9s—2)l (2k—3) (2k —5) ... (2k — 25 + 1)

"Dosadime-li z téchto rovnic do druhé rov. (39), dostaneme identitu
platnou pro kazda k, s, jak se miZeme snadno presvédéit. .
Pro i = 25— 1 jest
2t (k4 1—s)(k—s)...(k—2s43)
Be+1,20—1 = 9 )1 (2k + 1) (26— 1) ... (2k — 25 + 5)
22 (k—s8)(k—s—1)...(k—2s+ 3)
Ap—1,28—3 = .
(2s—3)! (2k — 3) (2k — 5) . .. (2k — 25 + 3)

-co% zase dosadme do druhé rov. (39); zase dostaneme 1dent1tu platnou
pro kazdi £, s.

Presvédéme se, e vzorce (48) (49) vyhovuji téz tfeti rov. (39).
Pro &k = 2s rov: (48) d4 ihned totéz, co dava tieti rov. (39) pro -
k 4+ 1 = 2s. Pro liché &k = 2s — 1 rov. (49) da totéz, co dava tieti
TOV. (39) pro k4 1 =2s—1.

Tim je dokézédna platnost vzorci (48), (49) pro kazdé celé
k>2,8<k.

VI. Srovnévaci posudek o vhodnosti ¥ad (9), (16) (25)
pouzityech k piiblizné integraci. Zbytek Eulerovy-Mac
Laurinovy fady (9) jsme oznalili Rgpis, ponévadz je v x fadu
(2p + 3). Pfed nim je v této fad® derivace nejvyssiho radu 2pA

.Zbytek fady (25) oznaéme Ry, nebot je v x fadu (2& + 1).
Pied nim v Fad& (25) je ne1vyés1 derivace fadu k.

Zbytek fady (16) oznatme Rgpyy; jefadu 2p" + 1 a pred nim
v fadé (16) je nejvyssi derivace fddu (2p" — 1). 4

- Rad (9), (16), (25) uZijme nyni k piiblizné integraci, t. j.
k vypodtu rozdilu y — y,. :
. a) Uzijme jich k vypodtu rozdilu y — y, tak, %e interval z,
jenZz k tomu rozdilu piisludi, nerozdélime v mtervaly mendf, t. j.
Vypoéteme hodnotu omezeného integrilu '

fy dz=y—1y,

- jen ze .znémych hodnot yw y(,“) pnsluénych kra]um mtegraémho
intervalu .
Ptesnost vypoétu ruzny'ml fadami (9), (186), (25) smfme po-
' vazovatl za ste]nou, jestlize zanedbané chyby (zbytky 'R) Jsou‘
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v z stejného fadu, tedy kdyz jest 2p + 3 = 2p" + 1 = 2k 4 1,

nebali " =k =p+ 1. T. zn.,, Ze v -Eulérové-Mac :Laurinové

Fadé (9) musime vziti v polet hodnoty y’, ', a krajni hodnoty viech

sudych derivaci az k f4du 2p, v fadé (16) musime vziti v podet

krajni hodnoty vS8ech lichych derivaci az k fidu 2p"'—1 =

=2(p+1)—1=2p+ l, tedy az k fadu o 1 vyS88imu nei

u fady (9), v fad® (25) musime vziti v podet kra]m hodnoty viech
derivaci, aviak j jen; azk¥fadu k = p + 1, jenz pro.p > 1 je vidy

mensi neZ nejvyssi ¥ady derivaci uz1tychv faddch (9)a (16). Tu

se z fad (9), (16), (25) fada (25) jevi nejvyhodné&jsi.

b) Utzijme Fad (9), (16), (25) k vypodtu y — y, tak, Ze interval =
rozdélime na = stejnych diléich intervald - = x/n. P¥i tomto
postupu je uziti Eulerovy-Mac Laurinovy rady (9) nesporné vy-
hodnéjsi nez uzit{ fad (16), (25), a to proto Ze suma v Fadé (9)
obsahuje jen rozdily y©® — 2%, takie pfi soudtu téchto sum
piislusnych dfléim intervaltm zmizi (rusi se) &leny obsahujict
hodnoty sudych derivaci v diléich bodech a zbudou jen rozdily
krajnich hodnot (pifsluSnych krajim integragniho intervalu z).

Piiklad. Vypodtéme ptiblizng ClSlO e uzitim rad (9), (18), (25)
a Mac Laurinovou fadou

e”=l+x—|-2'+ +—+Rn+l (50)
‘Poloime v nich z = 1. Zvolme stejny ¥ad (9) zanedbanych zbytkd R,

tedy 2p4+3=2p"+1=2k4+1=n+1=29, neboli p=3,
p=4n=8 k=4 Rada (9) (Eulerova-Mac Laurmova) da

e—lig(e-f- )—*“(e )
‘Odtud plyne

1 A
7e0¢— 1 — 30240 e—1)

. 47839

= {7599 — 2,7182/794.

Rada (16) zde da

R | 1 1 ‘ 17 .
odkud? plyne ~
' 58951
-  e=5iem =2 718|01
Rada (25) zde ds

e—l=glet D—ggle— Dt gglet ) — 16180( —1,

odkudz plyne
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2721

= Too1 = 2,718281/7.
Rada (50) zde da e==2 71828,77

PonévadiZ e = 2,718281828..., dala. fada (25) vysledek nej-
presnéjii, pak klesa presnost vypoétu Fadami (50), (9), (16)

*
Sur des séries applicables dans l’intégration approximatiw.
(Extrait de l'article précédent.) ’

I. Remarque sur 'application des séries & l’mtégratlon a,ppro/-
ximative dans la balistique.

II. L’auteur donne une démonstration nouvelle de la série
d’Euler-Mac Laurin, en éliminant successivement 3", et toutes les dé-
rivées d’ordre impair de la série de M. L. et de ses séries dérivées.
. 11 fait voir que le reste de la série E. M. L. est donné par la somme:
fournie par I’équation (10) (du texte tchéque) ou. Pyy(n) demgne
un certain polynonie de l'ordre 2p. -

"III. L’auteur déduit une série nouvelle (16), en ehmma.nt»"
successxvement toutes les dérivées d’ordre pair de la série M. L.
et de ses séries dérivées. Il donne des formules.récurrentes pour le
calcul des coefficients de cette série, ainsi que des relations directes
entre ces coefﬁcxents et ceux de la sene ‘M. L. pour les fonctlons
tgz et Tgz. i
. IV. La formule (25*) donne - -(pour = 1 2,...) un nombre

- illimité de séries, dont les coeffmlents agi, ak & satlsfont aux formules
-récurrentes (39), (35). '

- V. La démonstration du fait que les coefﬁcxents ags de la.
séne (25) sont donnés, en général par les formules (48) (s entler ‘
> 1 k> 2s), (49) (s entier > 1, k > 28 — 1)

VI. L’auteur fait une étude comparative des séries E M. L
(16), (25) et M. L., en ce-qui concerne leur utilité pour l’mtegra.tlon
approximée. . Il fait voir que la série (25), ot k est Choisie d'une
~ maniére convenable, se préte mieux & I'application que: les autres.
. 8éries; -8i: I'on ne pubdivise pas I'intervalle d’mtégratlon Dans Ie
- cas “contraire, c’est la série” E. M. L. qui vaut mieux.

L’auteur apphque toutes les sérles consldérées au Calcul du ‘
: .nombre e S

Ly Cotte® io a 4t4 donné, dans o Jo
“forme’ différbnte ot _sans' démonstrntmn, par
, ,;,1gnormt au’ début da son travml e

1915 p: 464 da.ns ine
K Pet:r, ce que Lanteur A
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