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‘Ponévadz E plli vzddlenost mezi g awv, proto, pohybuje-li
se K na y, pohybuje se N na v, takie ¢ obaluje parabolu %
majicf E za ohnisko, v za teénu vrcholovou. Znaéime-li I bod
t.x jest NH=IN a tedy jest H bod dotyku piimky ¢ s para-
bolou %, proteZ piimka » jest normalou paraboly % v bodé H.

(Dokonéentf.)

0 vlastnostech Newtonova a logarithmického

potencialu i jeho prvnich derivaci v nékterych

jednoduchyeh singularitach  hmotnych ploch
a krivek.

Napsal

Dr. Frantiek Graf v Praze.

V elementdrni theorii potencidlu pfedpoklddd se, Ze hutnost
fluida jest spojitou funkei mista na plo§e resp. kiivce; ptestava-li
tato funkce byt spojitou, je tieba dle jeji povahy specielni analyse
o vlastnostech potencidilu. Chci se na tomto misté nejprve za-
byvati piipadem, Ze sice hutnost fluida nenf nikde nekoneénou,
ale jest nespojitou. U ploch budiz ¢ vyjddieno funkei, kterd
neni spojitou, prekrotime-li dané kiivky na ploge; u hmotnych
kiivek pak mysleme si hutnost jako funkeci, kterd jen v diskret-
nich bodech mé po obou strandch rozdilné hodnoty. Jelikoz zde
jedndm o analyticky definovanych plochdch resp. kiivkdch, chei
z nekoneéné rozmanitosti dtvard tdchto vziti v ivahu nejdtlezi-
téj8i druh: plochy, majici v kaZdém bodé& jen omezeny potet
rovin teénych, obdobné pak u ktivek rovinnych. Ddle piedpo-
kldddm, Ze v okoli kazdého bodu plochy rovnice jejf d4 se vy-
vinouti ndsledovné: ' '

7 = ax'* 4- 2bx'y’ +-ca’* - -
je-li XY rovina teénd. (Obr. 1.) Podobné oviem co setyde éar vro-
viné. Je-li fluidum na takto vytéenych plochdch resp. kfivkédch uve-
denym zptsobem dislokovéno, pouéi nds, jak pozdéji uvidime,

studium jeho potencidlu o vlastnostech této funkce odpovidajici
plochdm s hranami a kraji, resp. kiivkdm neuzavienym.



N4§ problem dd4 se tedy formulovati ndsledovné: Budiz
ddna plocha uvedeného druhu, na které hutnost u jest viude
koneind, vSak nespojitd podél jisté kiivky S a sice tak, Ze na
jedné jeji strané lim g, = f,(s), na druhé pak lim g, = f,(s),
pFi temZ s znatf délkn oblouku. Hodnoty f, a f, budteZ nezi-
vislymi od zplsobu, jakym se pfibliZujeme na ploSe k jistému
bodu |kiivky S. Jaké vlastnosti vykazuje potencidl V v okoli
bodu ktivky S? Jak zndmo, rozumime integrdlem funkce, kterd
v bodé c integratnfho intervallu & — «¢ se stivd nespojitou,
limitu :

c—¢ b
lim ff(x)tlx+limff(x) dex pro lime, ¢ = 0.
a e+’
4 y

/1

}/'

A
Obr. 1.

Mysleme si nyn{ ¢dst plochy, ohrani¢enou kfivkou, uréenou
primétem kruhu malého poloméru g, ktery sestrojime v teéné
roving urcitého bodu plochy M. Tento bod budiz zdroveii stredem.
Je-li osa X tefnou kiivky S, oznaéime Cislicemi 1 a 2 oba dily
plochy, odpovidajicf polokruhim, které povstanou prisekem
osy X a kruhu o. Mdme tudiz:

dw
v=[2,
kde o je tast plochy nad plochou kruhu,

_ odedy ,— @
cos(n, Z)’ T cos 9’
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Nazveme-li dédle thel mezi normdlou plochy » a osou Z 1,
jest

1 1
cos y =

TVIt 4w 1oy 1407 Loy VIt S

pti temz S znatf homogenni funkei drubého Fadu s argumenty
sin @ a cos .

/.

Obhr. 2.

Vyvinujeme-li cosinusy @hlé # a & i jich reciproké hod-
noty, ndsleduje:

°°S”:1—%89”+21——:i’ St — ..

1 1
_1 — o 2——— 24‘ ..
o= by S gy Se
COS'ﬂ':l.._%,R292+;.iR{94_

R=a cos’p + 24 sin @ cos @ -+ ¢sin’p.

Potencidl V rozpadd se ve dva dily, jez vztahujf se na
¢dsti plochy 1 a 2:

Vo:‘/l‘l‘xd:?+~/;5‘2dr_wa
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pfi ¢emZ oznatenf limit vynechdme, jeZto index hutnosti w jiz
uddvé dotylnou &4st plochy hmotné. Z toho vyplyvd:

. deo = d
W <iel Jwl [2,
1 -2

kde |, | & |4, | znadf absolutné nejvétsi hodroty hutnosti v do-
tyéné Ctdsti.
PonévadZ jest ddle o <<r, plati

, de de
W<l [+ Ll [

a po dosazenf{ hodnot:

| o 1.,
vi<lml/ [awde[1+ s~ ]
’ 0 0
P11 ilﬂ . 1- .
timl [ fapae|1s ) s |
0 0

Oba integraly jsou, jak zfejmo, téhoz radu jako velicina o,
a funkce ¥V md v bodu M kiivky S konetnou a urtitou hodnotu.
Jest Vspojitou funkei ve sméru teény ku kiivee S? TédZeme
se tedy, k jaké limité blizi" se [Vy — V] (N znatf bodu M
blizky bod osy X), konverguje-li z, ‘abscissa bodu N k nulle?

Vzu:fuli—%r fu_rdrﬂ, V‘V:/l‘lc%?"{"\/r‘!‘z ‘.
M—VN—-fu [————1dw+/u [—~ — ]dm

Uvdzime-li, Ze

lr—r | <z
rr’ > 00’ > 0(o — %)
obdrzime: .
. d«pdg )

+|m| —dq—)i"—[l—l— S* —- ]
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Hlavn{ hodnoty integrali jsou:
Iulfmlg(l—%), _iyeiﬂrxly_(l—-%)-

Dluzno nyni vySetfiti, jaké jsou. limity téchto vyrazg,
annuluje-li se ¢ i « a nejsou-li snad zdvisljmi od pofadu,
v jakém se tyto dvé veliéiny stivaj{ nekonetné malymi.

Zlomek % stane se rovnym nulle, konverguje-li diive 7

a pak z k. této hodnoté, vzristd véak do nekonecna, obrdtime-li
tento porad. Vyslovng zde podotykdm, Ze obé tyto proménné
representuji konetné inkrementy neodvisle proménné, tedy veli-
¢iny fddu prvého. Annuluje-li se nejprve g, ptejde dotyény vyraz
v nullu, i kdyz « neklesne pod koneénou hodnotu. To znamend,
Ze nd§ vyraz moZno udéiniti nekoneéné malym, zvolime-li jen
velikost hmotné plochy dostate¢né nepatrmou, pti temz bod N
se nalézd od bodu .J/ v konecné vzddlenosti. Klesd-li viak d¥ive
x pod kazdou konetnou hodnotu, bude

xlgo — xlgx

velitinou nekoneéné malou, i kdyz o konec¢né se annuluje. Nase
funkce tedy v obou piipadech se bliZi nulle. Sprdvny potad je
ovSem ten, Ze dtfve x klesne pod kazdou konetnou hodnotu.
Nebof ¢ jen proto volime malym, bychom sviij pocet zjedno-
dudili, jak tomu téZ jest na pf. v theorii funkei komplexnf
proménné pifi vyéisleni modulu periodicity.

Prvni integrdly naSich fad tedy zmizi, blizi-li se bod N
k bodu M; ostatni ¢leny fady jsou vSak vys$§iho ¥ddu, a z toho
vyplyvd spojitost potencidlu ve sméru teény ku kiivce S.

Pozorujme nyni kontinuitu ve sméru osy Y, tedy kolmo
ku ktivee S v roviné tetné. Mdme jako diifve:

o fio (2 2] ¢ o (E L) e

pii éemz N lezi nyni na ose Y. Podobné jest: -

lr—r|__ ¥y

rr’ 0(e—y)
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a obdrzfme diivéj8f vyraz, ve kterém viak misto = jevi se y.
Tedy i v tomto sméru ziistdvd funkce naSe spojitou.

Zbyvé jesté smér normédly. Bod N, poloZeny na norméle
bodu M, méjZ koordinatu z, tseéky PN resp. PPN budteZ opét
7" a ¢’; pak obdrifme:

=S = e

|7

Sledujeme-li differenci —% ;L|, Ize nahraditi |» — 7’ | opét

vétsf stranou 2z, » pak vétSf dsetkou ¢. VSak »’ nemoZno vice
nahraditi vzddlenost{ ¢’, jezto 2/ méni své znaménko uvnitf

kruhu ¢. Aviak lim lif,:: 0, a je-li ¢dst plochy velmi mald,

0=0

stdva se 2/ nejméné veliinou fddu druhého. Jeito ddle ¢’ a »’
maji se k sobé jako sinusy protilehlych 1hld, zlstdvd pomér
tento jisté koneinym a bliZzf se pro lim ¢ = O jedné. MiZeme
tudiZ poloziti »* — qo’, kde ¢ oscilluje mezi 1 + ¢, pfi emzZ &
“rychleji blizi se nulle neZ ¢. BudiZz g nejmen§f hodnota tohoto
poméru na ploSe. Z toho plyne:

lr—r|_ 2
rr’ 900’
_ L] [2do | |uy| [ 2de
|Vae— Vi < Lo f )+ 18 [99,
aneb:
m.I 7 dgde 1o, ]
V l< ffvo —_f:? 1—}—2 S\’ —!—.

+H'2J //V,iq)foz[1+‘)s" +. ]

Integraci prvnich élend obdrzime:

“lmlzlgo+\’m—7, 7 |, |
- p

o + Vor +2*,
q 2

zlg
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Vyrazy tyto annuluji se pro lim 2=0. Jelikoz

So?

cos—lp = V1 + S << 14 ;

dluzno jen druhé ¢leny jeSté vySettiti. Vyéislenim integrdlu
povstane:

% {() Vo? |2 — 2%g (o + V@T-F?)}

a ponévadZ integracf dle ¢ povstanou jen konecné hodnoty,
konverguji téZ druhé ¢leny k nulle, V jest spojitym i ve sméiu
normdly; je-li z negativnf, zmé&nf se jen znaménko integrélu,
jezto tato soutadnice ptichdz{ jen pied integrdlem v prvé moc-
ning. Potencidl V je tudiz ve vSech smérech okolf bodu M
funkei spojitou.

Zajimavéjsi vlastnosti skytd prvy differencidlny quotient
funkce V v okolf bodu kfivky S. Sledujme nejprve smér tecny :

— :—/ deo'f—_———ﬁ
:fydm;%
=) [nio® 1 [ [nio

Jeito pak:

a pro x =0:

cos® &
cos 7

=1 4+ G,(S, R*)o* + G,(S, R*o* +--
kde G znadf celistvé rationdlnf funkce forem S a R, obdrzime

ha
QX

,/f (p"£03¢['txo+u119+ JL+ Gy 4]

27 o

+f[%‘f’i’cosqo[um+umo +ol 00+ Gt .
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Prvnf tleny téchto dvojitych integrdld zmizi jednotlive,
at —;-sté,va 8e nekoneénym pro lim ¢ = 0, jak ihned vyplyvd

z vlastnosti funkce cos; ostatnf ¢leny jsou jen positivni potence
radia @, ndsobené celistvymi, rationalnimi funkcemi sin ¢ a cos g,
derivace naSe ziistane tudiz konetnou.

Jednd se nynf o jeji kontinuitu. PonévadZ lze pro bod M
element osy X nahraditi aZz na veli¢iny vys$iho Fddu differenci-
dlem oblouku ds, jest derivace funkce V' dle obloukus v kazdém
jejim bodu konetnd a pfispévek okolf kaZdého bodu kiivky S
k hodnoté této derivace stiva se zdroveii s timto nekonetné malym.
Jeito v8ak V jest spojitym ve sméru tangenty £, mohou se
hodnoty

Obr. 3.

Vv a Vy jen o veli¢iny nejméné druhého ¥ddu od sebe liSiti.
T a I! .,
Nisledkem spojitosti zakiivenf nemohou tedy hodnoty %;TA a —?‘—
ddti kone¢ny rozdil; jsou-li body M a N’ dostatecné blizko sebe
poloZeny, lze kolem nich omeziti ¢4st plochy tak, Ze
D_V:z_v 9 VMI
ot o

se stane libovolnd malym. Jest tedy spojitost této derivace dle
sméru_tecny dokdzdna. Presnéjdf dikaz toho dal by se provésti
tak, Z%e bychom porovnali potencidl vytiené &dsti plochy s po-
tencidlem kruhového vyseku roviny teéné, na které fluidum

mélo by hﬁtnbsﬁ(—zo—!;? , jelikoZ jeho potencidl lze lehce vy¢isliti;

zde v8ak omezuji se na tdvahu ptedeSlou. -
Jiné -vlastnosti vykazuje viak derivace dle sméru na kfivku
S kolmého. o
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Jest totiz:

DT/__/ Y —y
ay'— y.dm ’3
aproy=20:
3T T oo iy 27 o ,
wy:/‘/Vpldco%:i—ﬁ-/ﬂ‘/‘yzdm -
00 x 0

a dosadime-li pfisludné hodnoty:

%4 ff sm(pdq) do cos’% cos’d | /‘/‘ smq)d(p do cos*¢
ay oS 7 cos 7

:/\./‘ 4‘10+V119+ ]smq)d(pdg[l+(‘n +]

27 o

+ff“”m+“’21 + ]SIHq)dq)d)[l+Gn(’z+ ]1

ax 0

integrovdnim prvnfch ¢élend obdriime:

o 7 d .
u,ofsm qrwlqof—nE = 2p0 g0,
0 o " )

27 0

. 7 dy Y
a0 / = — 2y [lge]]

T

a Cleny ostatni obsahujf jen kladné mocniny ¢. Tudiz pFispiva
okolf bodu M k derivaci hodnotou:

2 [0 — a0l [lg0]5 >
kterd jest tedy logarithmicky nekoneénou. Jen v pripads, ze
hutnost zistane spojitou, lze g vyvinovati dle mocnin ¢; souéin
inkrementu této velitiny a jeho logarlthmu déd pak oviem za
vysledek nullu.
Konecné prlchazi na fadu smér normaly N. Mime pak:

§ — V(z - 21)2 WT
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K jaké hodnoté bliz{f se tento integral, stdvi-li se z ne-
konetné malym? Mdme ptedevifin:

g]——fydw +/ydco-—

N

!

Obr. 4.

- 14
Prvnf integral porovnati chceme s ndsledujicim: f pdo e

=z f pde [r’ 5 ,3}

tvotice jich rozdil:

1 1 1 1
;'—3—2)73: (7___) (r;2+ .+ '2)’
tudiz:
11 .1
;;'5 2)75 <‘0 —-r ‘ (r'30’+r’20"+ ’ r3)

Jak lze lehce dokdzati, plati pak nerovnost:

1 1 1.1 1
gt <3 gt

7.;30
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r o
=4 zistane ko-

N

37 3¢z
< 1
0 [ + ] ()14

a ponévadz, jak jiz difve bylo uvedeno,
netnym :

1 1
o3 58

)

kde do ¢ dluzno dosaditi nejmensf hodnotu g. Z toho ndsleduje:

Ro*dod 1 o
| D|<3¢|u, |z/f(”j’+z;’)’ l:l—{—?Sg']
2T o

i ] ]

/‘ o’do 7 Vot -+ 22 1 0>
(,) +zz)4 g 2 2 T

Integrovdnim dle proménné ¢ vznikaj{ jen koneéné veliciny.
Nésobime-li tudiz faktorem 2 konverguj{ prvnf &leny k nulle,
blizi-li se N bodu M. Integraly druhych ¢lendl, jichz éitatelé

obsahujf ¢ v pdté mocnosti, davaji pro lim z=0 hodnotu 2 L
kterou nutno jesté ndsobiti z. Z toho ndsleduje, Ze lim D =0

pro 2 =0, a zbyvd vytknouti mez integrdlu, jejZ s plvodnfm
porovnividme

2 z 2
f”dm?:/!‘1dmzﬁ+f2!‘2dm?
1

Kaidy z integrdld dle ¢ md formu:

B ede 1
2 / COS"YV_(JT—{—- 53 [1+ S@ + ]

kde M(p) znatf stfedni hodnotu v intervallu integratnim. Vy-
¢islime-li urgity integrdl prvého &lenu, vychdzf:

1
Vots
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a jest proto:

odp
Ilmz/vI‘ —}—z"’

" Prvaf ¢leny jsou tedy Tt o & Tla,. Zbytek jest menSl nez
integrdl ¢lenu druhého a soudin tohoto s velidinou # konverguje
k nulle pro lim 2 =0. Jest tedy limita prvnf cdsti nasi derivace

— 7 [ty - o).
Ve druhé jejf c4sti nabradme +” soudinem g¢o’; pak jest

‘fﬂdw i __% fdm ’3+|ll21/d
T0 23 o
[ | /dq)d:» Ro? e / fdwde Ro®
< wm S e

kde za ¢ dosazena opét jeho nejmensi hodnota. Prvnf ¢len dd
integraci:

odn _ 2*
v =V

astivd se tudiz pro lim # =0 nekone¢nd malym; integrujeme-li
dle @, obdrifme co faktor opét celistvé rationdln{ funkce sin ¢
a cos @; ostatni éleny pak jsou vySifho fddu a nd$ vysledek znf:

lim — = — ® [, + ).

Je-li # negativni a tvofime-li differencidlnf quotient dle
dtivéjStho sméru, ménf prvnf édst derivace své znaménko; nebot
vzhledem k ¢dsti roviny jsou oba sméry normdly stejné opriv-
nény; ostatné prichdz{ v fetené CEdsti koordinata 2 v prvni
mocnosti  V druhém integralu pak vyskytuje se, zaménfme-li
r radiem g, v mocnosti druhé a tudfz:

. V-
lim “_z—‘: 7 [y ]

lims=0 p)
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a oznatime-li oba sméry normédly n, a n,:

vV, dV
st 5 = — 2% [y + ).

m, ' dmy

Jest zfejmo, jak by se modifikoval nd§ poéet, protind-li se
v feteném bodé vice kfivek, podél nichz hutnost p ptestdvd
byti spojitou,

Z uvedeuych vysledki vyplyvajf ihned vlastnosti potencidlu
a jeho prvnich derivacl v bodech kraje hmotnych ploch t. j.
v bodech ktivek, podél nichz plochy konéi; miZeme si totiz pted-
staviti, Ze hmotnd plocha rozklddd se dle libovolného zikona
i za kiivkou fetenou, majfc v8ak stdle spojité zakfiveni a na
ptimyslené €4sti vSude hutnost ¢ = 0. Vytkneme zde vyslovné
jen ony vlastnosti potencidlu, kterych nenachdzime v ptipadé
obvyklé dislokace fluida:

Prvnf derivace dle sméru lezfciho v rovind ku ploSe tetné
kolmo na kraj plochy stivd se v bodé kraje logarithmicky ne-
konecnou.

Prvnf derivace dle normély ziistane v bodu krajnfm ko-
neénou, jest vSak nespojitou pii ptekroceni plochy a sice tak, Ze

IV oV

— 4+ —=— 2nu.
om ' m, am

Dle principu geometrického s&itini seznime na zdkladé
ziskanych vysledk@ beze vSeho dal§fho vlastnosti potencidlu
v bodech kfivek, ve kterych hmotnd plocha tvoff hranu aneb
sama sebe protind.

Prejdeme nynf ku vlastnostem potencidlu rovinného ¢i
logarithmického v bodech hmotnych kiivek, ve kterych hutnost
fluida jest nespojitou funkef. Pripominidm je§té jednou, Ze kiivky
feCens majl spojité zakiiveni (opatné piipady lze jako diive
redukovati rozlozenim v jednotlivé vétve) a Ze p nikde nestivd
se nekoneénym. Jak zndmo jest logarithmicky potencidl bodu NV
v jeho okoli, tedy na pi. v bodu M aZ na additivni konstantu
roven Newtonovu potencidlu homogenni hmotné pfimé ¢ary velmi
znaéné délky dle formule:

2
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_ LT
f"vv—raa“ e

—}— const.,

pft éemZ a jest oprotil velice malym a hutnost bodu hmotného
rovnd se dvojndsobné hutnosti linedrnf, oviem jen co do éfselné
hodnoty, nikoli vS8ak co do dimense. Bude tedy prostorovy po-
tencidl dlouhého vilce, na némz hutnost dle povrchovych piimek
se neméni, pro body této plo§e velmi blizko lezicf rovnati se
Iogarithmickému potencidlu rovinného fezu vélce, prochdzejiciho
timto bodem, pfi &emZ linedrnf hutnost jeho fluida jest dvakrét
tak velkd, jako povrchovd hutnost na vilei. Rez veden jest
kolmo k povrchovym paprskim vdlce. Méni-li se tedy hutnost
@ vnékterém bodé hmotné kiivky zpiisobem nespojitym, nastdvd
tyZz pifpad pro hutnost na vilei a sice pfevezme povrchovd

Obr. 6.

pfimka jeho tdlohu dffv&jsf kiivky S. Smér ptimek téchto jest
bez vyznamu pro potencidl rovinny. Vyvodime tedy ihned nd-
sledujfcf véty:

Rovinny potencidl zlstdvd i v bodé& nespojitosti funkce w
a% na konstantu additivn{ urlitym a v kaZdém sméru roviny
8pojitym.

Prvni derivace funkce Vdle sméru tangenty jest v feteném
bodé logarithmicky nekoneénou.

Prvnf differencidlnf quotient potencidlu dle normily ktivky
zlistane koneénym, nabyvd v8ak rozdilnfch hodnot, bliZfme-li se
k bodu ktivky s rozdilnych stran ve sméru normdly. Tyto limity
stoji k sobé v relaci:
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oV vV
n, a—n;:;"”(!‘lo‘*'ﬂzo),

kde gy & g znadf limity, ku kterym konverguje hutnost linedrnf,
blizime-li se na kfivce hmotné bodu nespojitosti s obou stran.
M4-li tedy hmotnd kiivka bod konelny, myslime si ji pro-
dlouZenu v tomto sméru zpisobem libovolnym, v3ak s podminkou,
Ze v tomto bodé smér teény zlstane spojitym. Na ptipojené
césti dluZzno w poloZiti rovno nulle. Protind-li se v nékterém
bodé vice vétvi hmotnych kiivek aneb konéf-li zde tyto, ovSem
v obmezeném poétu, staéi pouziti naSich vysledkdi, bychom po-
‘znali vlastnosti potencidlu a jeho prvnf derivace v libovolném
sméru roviny. (Dokongent.)

Descartesiiv list jako cissoidala.
Dr. K. Zahradnik.

V roénfku II. pg. 183 tohoto casopisu dokdzal jsem, Ze
kaZd4 kiivka raciondlnf tfetiho stupné je cissoidalou a Ze ji dle
toho téz konstruovati miZeme. Mdme-li ve zvldstnfm pifpadé
Descartestiv list, miZzeme jeho rovnici

22 y*— Baxy =o
pséti
(@ —ay+y") (¢ +y) —3azy =0

@ —ay+y)(r+y+a) —a(x+y’=0,
z tehoZ vysvitd ihned, Ze je zdkladni kuZelosetka
C=a*—ay+y'—a@+y=0

a rovnice piimky

aneb

P=x+y+a=0.

Jest tudfz piimka P redlnou asymptotou Descartes-ova
listu, a kuZzelose¢ka C, je ellipsou, kterou snadn& lze konstruo-
2l
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