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() urteni grupy hyperge.mnetrické differencialni
rovinice.
Napsal Dr. Frant. Graf v Gottingen.
Integrdl hypergeometrické rovnice :
QY g dy oty
Q=)+ — @+ + DL —apy=0
jest dén dle Eulera vyrazem
F(?') p—1 N —p—1 L — ol
@) Ty —) fu ¢! . w) (1 —2u) du,
pH ¢emz urtity integrdl ten veden jest pfimocdrné mezi dvéma
singuldrnimi body.
Zavedme novou proménnou substituei

u = Z:; z:z = (bexa),

t. j. dvojpomér v zdvorce naznalenych ¢ty hodd. Bude pak
1 —u= — (bxca),

a polozime-li obdobné

2 == (abcd),
vychdzi

(1 — zu) = (acxd).
Misto puvodnich singuldrnich bodd 0, 1, « vyskytuji se
nyni, jak ziejmo, libovolné t¥i body «, h, ¢. Dosadime-li tyto
vyrazy do integrdlu, obdrzime :

— = [t e T = )
b—o @—a T@—p !

) —_af
@—0" " T@—d " da
Zavedme nyni veskrze homogenni proménné :

a
a=

d, Y
a,’

h c
2, =2 d=3, 2=
b, Cy dy Lo

a vynechdme-li viechny od x mnezdvislé faktory, vyplyvd

b=

y=_f @’ @ T @ T @ (o de)

=J= f (za)" (@b)’ (o) (2d)” (2 dx),
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pfi Cemz
a=pf -1 p=y —p —1, y=d —, 6 =—2d.
Mezi témito exponenty stivd relace

a+p+yv+0=—2.

Za zékladni integrdly lze zvoliti na p¥. dva integrdly pii-
moldrné, vedené mezi dvéma pdry singuldrnich bodd. Hodnota
integrdlu J zdvisi jen od dvojpoméru z = (abcd).

Urceni grupy zdlezi v tom, bychom vySetfili, jaké substi-
tuce dozndvaji zdkladni ¥eSeni y, a y,, kond-li bod z ob&hy
kolem singuldrnich bodi. PovaZzujeme-li tedy a, b, ¢ za body
pevné, jest dvojpomér z pouhou funkei polohy bodu d a dluzno
stanoviti, jaké zmény dozndvaji y, a y. pii obézich bodu d kol
bodit a, b, c. :

Obr. 1.

Abychom nemusili interpretovati funkei pod integrdlem na
Riemannové ploge, zvolme libovolné pomocny bod 7 a dejme
tomu, ze v tomto bodé md integrand urtitou hodnotu. Oznatme
pak pfimocdrné integrdly ndsledovné:

JIma = A, Jmb = B, Jmc = C, Jmd = D.

Integrovinim kol dotytnych trojuhelnikd vyplyvaji pak
relace

Jab 4 Jbe + Jea = 0 l
Jab + Jbd + Jda = 0
Tbe + Jed + Jib = 0 |

jak téz ihned pozndme z rovnic:
Jab=B — A4, Jac=C - A, ... Jed=D — C.
Integrujeme-li konetné dle drdhy v obrazei naznacené,

obdrzime
1—¢)A+ el —8)B+ e,e0(1—&)C
+ a6 & (1 — &a) D = 0,

1)
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polozime-li

Ea = eg”i“,' & = eQ”iﬂ, e,.'-_— e2miy , &= PRLLE
Posledni rovnici 1ze psdti ve formé
&qdab 4 &, & Jbe + &, & ecded + Jda = 0. (1D)

Pomoci rovnic (I) a {(II) lze &tyfi z vyskytujicich se inte-
grali dvéma zdkladnimi vyjddfiti. Polozme na pf.:
Jab=y,, Jed= Y.
Zskladni tyto relace jsou:

Jac = ¢, 1—s ___1—&181,8(-?/
1—e,8 7" 1 —é,8 72
Jad = &, Il—_—:e%;yl — & & 11—__-;8%%
Bem— Sty 1zt
de:—]}—;j—;)yl—eaab 1]_—;% y

Piikrotme nyni k uréeni zmény integrdlu A, vykond-li
bod d obéh kolem bodu e ve smyslu kladném. Drdha integraéni
ustupuje pfed pohybujicim se bodem d a ptejde ve kfivku
v obrazci silné vyznalenou, jiz moZno deformovati v dréhu &4r-
kovanou, resp. pfesunutim pfes pél Riemannovy koule v drihu
terchovanou. .

Vysledek integrace podél obou téchto drah zni:

OA=1— Y C+a'(Q—eah )B4 e e 4,
nebot drdha prvni povstane, pfipojime-li k drize drubé kiivku,
podél které jsme integrovali pii odvozeni rovnice (II); integrand:
md v konetném bodé této kiivky svou pivodni hodnotu.

Probéhne-li bod ¢ uzavienou kiivku kolem b, resp. ¢, ne-
kolliduje dréha jeho nikde s integratni piimkou mu; integral
A zistane tudiz p¥i ob&hu bodu d kolem b neb ¢ nezménén.

Podobnym zptisobem obdrzime pro zménu integrdlu B pfi
obéhu pohyblivého bodu kolem b

@bB:. (1 —_— é'b)B + 8[;(1 —_— Sd)D + é‘bé‘dB,
aneb ‘posunutim této drdhy pres pél koule
OB=(N1—eHYA4 &' 1 —a)CF et e
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Tyto dva vyrazy jsou si rovny ndsledkem. rovmnice (II).
Ddle ndsleduje pro integrdl C
OC=(1—¢&)C+ el —eéea)) D+ geaC

a drdha posunutim pies £ = oo povstald dd za vysledek

0.0=(01—¢e-)B+& (1l—e)A+sa & C

Zbyvd je§té urtiti zménu integrdlu 7). Jezto vSak pohyb-
livy bod d jest konetnym bodem jeho integraéni dréhy, nelze
touto mechanickou methodou zménu tuto urtiti. Mohli bychom
oviem misto pfimoddrného integrdlu D vySetfovati integrdl ve-
deny dle uzaviené kiivky kol bodd (m, d), jejiz deformaci lze
pfedeslou methodou lehce stanoviti.

Obr. 2. Obr. 3.

Se zfetelem na relaci (II), kterd stile poji dotyéné inte-
grély, obdrzime vSak piimo

O, D= "L [0 — &)@ A4 + o (l — &) @B

I—&
+ ec8 (1 — &) 0;C].
Pro zmény prvnich t¥ integrdli mdme tudiz ndsledujici
schema :
OuAd=¢6"6"'A—& &' (1l—&)B—c:(1-—&)C
@b A = A4
0. A=A
0,B=2~H
BB=6"''B—&'e'(1—e)C—e,' (1—&) 4
©0.B= B
0,0=C
0.C=¢c'6'C—elea'(l —e) A—& ' (1— &) B.
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Konetné lze tedy stanoviti zmény integrdli zdkladnich :

—1 .
Oty =0,B—0, 4=— 2 L Fel—e)

1l —¢.8 %
8—‘ £d—l (1 - ec) (1 —é“d)
+ 1—6.,61, 2
[ — €a€d(1 —&z) (l—éb)
0.9, =6,D—0,0=— 200wl =0,
f(l— &) + & (1 — &)
+ 1—64&) Yo
@byl:@bB-—G)bAI(l_éb)1+£b£‘l(l—5a) Y,
— &q &p
56 (1 _— Gc) (1 —Ed)
11— ¢&.8
&' (1l —e)(1—e
@byg=@5D——@bO_ l—é‘aeb b) Y,
‘:b(] _ea)+5c (1—85)
1—-8(“?5 2
@a%:@cB—@cA: yl
@c?/g—-:@cD’— @cO: Ecedy‘z.

Vykond-li bod d uzavienou drdhu kol ostatnich ti singu-
ldrnich bodd, musi obé zdkladni feSeni rovnice aZ na spoleény
faktor se reprodukovati. Skuteéné vychdzi :

11 —&éea
Outh = =& T3 0¥
a
: _11 ~— & €q
Oape Yg = — & —

1 — e, 872
Kvocient g—‘— — 1 jest polymorfni funkei nedvisle pro-

meénné 2z, .jez zobrazuje polovinu z na kruhovy trojihelnik
o thlech Am, yn, vm, p¥i Cemz:

=—@+r+he=—@+etl)r=—(+F+1.

_ Funkce 2 = 2 (%) jest vzhledem k stanovené grupé sub-
stitucf funkei automorfni.
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Integrdl J rovnd se pfimo formé

a b ¢
H(/l pov d)
0O 0 0

ndlezejici k dané differencidlni rovnici, z tehoZ nasleduje, ze
determinanty nalezenych substituci jsou resp. '
c?nil’ eQni;«} eﬁﬂiw.
Vypottem obdrzime skuteéné veliciny
Ea édy  EpEay  Ec Edy
a jelikoz

e4+0=1—1, pf4+d=u—1, y +0=v—1,
znamendme shodu obou téchto vysledkd.

Jsou-li exponenty pod integrdlem mensSi nez negativni jed-
nictka, zirdei integrdl, vedeny k dotytnému bodu, svij vyznam.
Jest nutno vziti v tomto piipadé integrdly podél dvojobéhi kol
jednotlivych dvojic bodd. Pokud pfimoldrné integrdly nejsou
illusornimi, plati pro dvojobéh kolem bodi ¢ a % relace

D,'k = (1 —_— 61') (1 —_— ék) J;‘k.

Nahradime-li tedy v odvozenych rovnicich p¥imoldrné in-
tegrdly veli¢inami Dy, obdrzime pro libovolné exponenty spravny
vysledek.

Vysetiujeme-li piimo deformace dvojobéhii v roviné z,
stdvaji se obrazce piili§ slozitymi. V tomto pfipadé jest lépe,
vySetfiti substituce formy

H(O}T 2 :‘/ e, — e eg—ez,\),

kterou mozno uvésti na tvar

. _—l+p.+7r—1 h—u v —1
. i [} -~ 9
H:‘/(x—el) - (x—e) 2
.;k+p__1’—1
(x—e) 2 dz.

Zgkladni integrdly vedeme na pi. od bodu z = w k bodu
Z=¢,, resp. * = e;. PouZijeme-li ddle relace
G:U

2
r — 6 =\|— T = pu
gL —
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obdrzime
—A+pupr A—p gy Apu—vy —A—u—vr

I= [ o5 (u) o, (u) oy (u) o (u) du,

a meze integrdli zdkladnich jsou 0 a @, resp. 0 a @,, znadi-li
20, a 2w; periody funkce pu. Integraéni drdgha probihd v ro-
viné u jen sméry rovnobéznymi ku strandm parallelogramu period
a jezto obéhy kolem bodd e; se zde zobrazi jen jakozto polo-
obéhy kolem bodi ekvivalentnich polovi¢nim perioddm, jevi se
jednotlivé Cdsti dréhy sefazeny jen za sebou, kdeZto v roviné z
nalézdme az osm dili drdhy integraéni, vedenych rovnobézné
kolem téhoz bodu roviny.

Nahradime-li kone¢né funkce o pod integrdlem funkcemi 4,
obdrzime tak zvanou Wirtingerovau formuli, z které moZno vy-
vinovati zpisobem aZ doposud nejpohodlnéjsim, viak pfec jesté
velmi obtiZnym, integrdl hypergeometrické rovnice, konvergentni
v kazdém bodu roviny. Z téze formule lze téZ odvoditi grupu
differencidlni rovnice. o ¢emz hodldm se zminiti v pojedndni
pristim.

0 tlaku sveételného zareni.
(Dokonceni.)
Napsal prof. J. Najman v Rakovnice.

Uspokojujici shoda vysledki experimentdlnich, jichz docilili
Nichols a Hull, s uvahami theoretickymi zarutovala do zna¢né
miry moznost applikace radiaénfho tlaku na rizné, do té doby
velice zdhadné tkazy kosmické a pozemské.

_ Zprvu vy3etfovdny byly hlavné vztahy mezi tlakem zdfent
a gravitaci. Tak Lebedév*) odvodil pomér obou téchto sil pro
tmavd télesa kulovd, jichZ rozméry jsou veliké proti délce vlny,
a fefil pottem interesantni problém velikosti odpudivé sily
svétla na téliska v ohonech kometf. Pro tmavé koule zdvisi
radiaéni tlak pfimo na intensité svétla, na absorpéni a odrdZeci
mohutnosti plochy a prifezu télesa osvétleného, kdeZto gravi-
tatni pritazlivd sfla je Umérna objemu a hustoté; bude tedy

¥) P. Lebedéy. Wied. Ann. ¢5, p. 292, 1892.
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