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O prisecich kuielosééky s fokalou.

Dr. K. Zahradnik.

Sest bodd us (h =1,2...6) fokly lesi na kuzelosetce,
aneb jinak fefeno, tvoii Pascaliv Sestiihelnfk vepsany fokéle

cu
=
a + bu) (1 + u?’ i
il ®
Y= "(a+bw) (L + ¥y
plati-1i 1)
Uy U st Uty = (u) = x%, (2)
kdez je
——
T b
Parametry imaginarnjch kruznjch bodd jsou
U=+ 1.
Je-li tedy ‘
Uy =+ ¢, ug = — 4,
prejde relace (2) ve
U Uy Uy Uy == %%, 3)

kterdZ vyjadfuje podminku, kdy étyry body fokdly lezf na kruhu.

Ti#i body fokdly lezf na pfimee, vyhovuji-li jejich para-

metry relaci: ' .
U Uy == . 4

1y Srovnej Dr. Em. Weyr: »>Uber Durchschnittpunkte von Focalen
mit - Kreisen und mit Lemniscaten<. Zprdva o zased4ni kr. spol. nauk
18/. 1873 Praha, »Zur Geometrie der Curven dritter Ordnung< ibid. 37/,
1870. :
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Z relacf (2) a (4) plyne:
1. Prodlou%ené strany Pascalova Sestiiihelniku vepsaného

fokdle protinaji fokdlu v bodech tvoficich opét Pascaliv Sesti-
sihelntk.

Je totiz
UpUn+ 108 = %, h=1,2...5.
Ul Vg ==

Nésobenim t&chto Sest rovnic plyne vzhledem k rovnici (2)
(v) =%

2. Tangencidlné body vrcholi Pascalova  Sestitihelniku
vepsaného fokdle tvori opét Pascalitv 3estitihelnik.

Je-li v, tangencidlny bod bodu w,, plati

wp o, = x. h=12...6.
Nésobenim obdrzime
(1)? (v) = %,

(v) = #2.

3. Spojnice protilehlych vrcholic Pascalova Sestidhelniku
vepsaného fokdle protinaji fokdlu ve trech bodech leZicich na
primee.

Oznatime-li uy priisek spojnice

tudiz

UnUx
s fokdlou, bude
Uy Ug¥yy
UgUg Uy
UgUgUzg — %,

®

z ¢tehoz misobexﬁm se zfetelem na rov. (2) plyne
Uy 4Uqslzg — *-

4. Spojime-li vrcholy Pascalova S3estivihelniku na fokdle
podvojmo s vrcholy Pascalova Sestivihelniku 2z tangenmcidlinich
. bodd vrcholé a sice tak, by Zddnd spojmice metvorila teénu
fokdly, obdréime dalsich Sest priseki s fokdlou, tvorici Pas-
caltv Sestivihelnik.
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Jsou-li us, v dva takové vreholy a u priisek spojnice wavs
s fokdlou, platf: )

UV = * (h=1,2...6)\
Ndsobenim plyne se zfetelem, Ze je (u) = x2, (v) = x%, té%.
(w) = »*

5. Spojnice priseki protilehlyjch stran Pascalova Sesti--
whelniku s fokdlow protinaji fokdlu v bodech, jes leZt ma jedné
pFimee.

Je-li u, uq, wgus par protilehlych stran, u,,, u,, priseky jejich
s fokdlou, vy, priisek spojnice u,,, u,; s fokilou, bude

Uy UgUyg = %, U UUyy = %y Uso¥ysT36 — %,
tudiz ‘
Uy U U U Uy g%y == %2,
tedy téz
U U Uyt == XUy 3

podobné plati pro ostatni pdry
Uty — “5“'6a Uty — Ugly
Uy UgUs Uy == XV,
UsUhgUgthy, = xVy,.
Zndsobime-li posledni t¥i rovnice, obdrzime (rov. 2.)
V36V41V50 = %

6. Prolotime-li vidy C&tyFmi vrcholy Pascalova Sesti-
dhelnilku ma fokdle, tak zvolenymi, Ze kaZdd takovd skupina
Ctyrbodovd md s ostatnimi skupinami pouze dva body spoledné,
na priklad

Uy UgUgty, UgU Uz U, U WUy Uy
kuZeloselky — obdrzime nma fokdle dalSich Sest boda, tvo¥icich
opét Pascaliiv Sestivihelnik.

Kuzeloselka body

Uy UgUgU,y
proloZend protind fokdlu v bodech
T4y Vg
plati tudiz o
Uy UgUa Uy Vs Vg == %2
1*
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podobné plati

Ugt U Ug ¥, Vg = x*
U Uty UV 0, == %°.
Nésobenim té&chto rovmic plyne se zfetelem k rovnici (2)
(v) = »*
1. KaZdd kufeloseéka dotykajici se ve dvou bodech
o Uy, Ug
Sokdly, protind tuto v dalsich dvou bodech
uly, u'.
Spojnice jejich protind fokdlu v témé. bodé, ve ktenm je spoj-
nice tangencidlugjch bodi

Uy, Uy
bodu
Uy Uy
protind.
Z
2,309, 10 — ,,2 3 — [ F—
ulugu'n' = x2, Y, = %, Ugly = %
plyne
u'u" = v,0,.

Spoletny prisek spojnic w'u", v,v, s fokdlou je

— X —_ %
—— W-—— E-
8. Kuselosedky dotykajici se v bodech w,, u, potazmo us, u,
a uy, ug fokdly protinaji fokdlu v bodech w'; w'y potadmo w'y, u’y a
w5, w'g. TvoFi-libody un Pascaliv Sestiihelnik vepsany fokdle, plati
totés o bodech wh, a praseky spojnic w' W, wu'y, w'u,
protinaji fokdlu v bodech v,,, vy,, v, leZicich na przmce

Plati totéz
u’u’u‘lu o = x*
uzuiu u'y = x*
ugugu'su'y = x*
tudiz téz
(w)? (u) = #°
z &ehoZ:

(') = «*



Déle médme: .
. w'yWolyg = %
WU W3y = %
Ut e = X.
Nésobenim plyne vzhledem k poslednf rovnici
V10V34V56 — *-

9. ProloZime-li tfemsi vrchcly Pascalova Sestivihelniku na
fokdle kuzelosecku jakoZ i ostutnimi tiemi vrcholy, obdriime
novyjch Sest priiseki s fokdlow tvoFicich Pascaliw Sestivihelntk.

10. Ctyrmi body fokdly lze proloZiti dvé kudelosecky,
literé se dotykaji fokdly. Body dotyku déli teény drojného bodu
fokdly harmonicky.

Parametry bodd dotyku plynou z rovnice (2) pro 1, — u; — w
jako kofeny kvadratické rovnice a harmoniénost vysvitd tim, Ze
soutet parametrii bodid dotyku rovnid se nulle.

Jsou-li ', u" parametry bodu dotyku, je
2
URTRTRTN

w'u' = — =1, w 4+ u" =0.

_ Body dotyku kuZzelosetek se neméni, neméni-li se soudin
parametru téch &ty bodd na fokale zvolenych. Ménf-li se 2,
tvoii body dotyku kvadratickou involuci na fokale Spojnice
sdruzenych bodd obalujf parabolu

bz 4 ay — ¢)? — dabzry = 0,

kterdz arci se neménf, kdyZ dva z danych bodd, na pt. us, u,, jsou
imagindrné kruzné body. Pak mame kruhy jdouci dvéma body
%y, u, fokély a dovykajic se této v bodech u', u".  Cznatime zde
priseky spojnic u,u,, u'u" s fokdlou v potazmo v‘, obdrzime

w' = — 1,

t. j. body v a v* vidime z dvojného bodu fokdly pod pravym
ihlem. Spojnice takto sdruzeugch bodi v, v' probihaji ohniskem )
_fokaly, jehoz parametr je v — — «.

_ 11. TFemi body u,, uy, u, fokdly miteme prolozztz 743
kuéelosecky, magici s fokdlow dotyk troﬂ;odovy Parametry

1) Srovnej odstavec 18.
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bodd dotyku w'u'u" téch kueloseiek ledi s damymi body opét

na kuelosecce.
Parametry «’, u”, u

~stavime-li v nf

"

bodd dotyku plynou z rovnice (2),

Uy == Uy = Uy == U
jako kofeny rovnice
%2
ud— — — =0,
U, Ug g

Ty body dotyku lezf s danymi body na téZze kuZeloselce, neb je
U ugu, = %

Dokud se soudin u, #,u, nemé&ni, neméni se body tro_]bodového
~dotyku kuzelosefek trojihelniku u,u,u, opsanych.

Jsou-li dva z danych bodd imagindrné kruzné body, na pft.

= + ia Uy — — 7:1
budou u’, ", u*’ body oskula&nf kruht oskulaénich probfhajicich
-bodem u, fokaly, a jelikoz zde plati

w'uu" u, = %%,

“vychézi (rov. 3.), Ze body oskulaénf kruhi oskulaénich, probfhajicich
bodem «, fokdly leZi s bodem «, na témz kruhu Pravime, Ze osku-
laéni trojina ', »”, " je bodu w, pfidruzend. Tato véta byla nej-
-dffve dokédzéna J. Steinerem *) pro kuzelosetky; Ze plati téZ pro
fokdlu, dokdzal E. Weyr %). Piipad zvldStni pro @ — b, tedy pro
strophoidu, vySetfil jsem na jiném mist& 3), a plati téz pro
lemniskatu ). ‘

Jest jasno, Ze plati obecné pro kifivky vzniklé inversf
z kuZelosetky, neb kruhu odpovidd opét kruh a kruhu oskulag-
nfmu kruh oskulaéni.

1) J. Steiner: Creller, Journal for Math. Bd. 32, pg. 300.

2) Em. Weyr: ,Zur Geometrie der Curven dritter Ordnung“ Stb. d.
boéhm. Ges. d. Wissensch. 27/, 1870,

8) Zahradnik: ,Rationale ebene Curven dritter Ordnung.“ Grunert-
Hoppes Archiv f. M. a Ph. Bd. 61., pag. 15.

%) £. Weyr: ,Die Lemniscate in razionleer Behandlung.“ Abh. d. kg.
bohm. Gesell. d. Wissensch. Prag 1-~73.

Zahradnik: ,Zur Theorie der Lemniskate* Grunert-Hoppe, Archiv
1. 16, pg. 327. (1899.)



Stavime-li

U Uty =< T,

miizeme psdti
u3t = %2,

t. j. body trojbodového dotyku kuZelosetek opsanych trojihelniku
u,uyn; na fokdle tvoiri trojinu oskulaéni kruhdé kiivosti ptidru-
"Zenou bodu

t = u,Uglty.

12. Dvéma body u,u, fokdly lze prolositi &tyri kuZelosecky
magjict s fokdlow styk étyFbodovy. .

Parametry bodu dotyku plynou z rovnice (2) pro u; — u,
= u, — u, = u jako koieny rovnice

wtu,u, = x>

Jsou-li #,, u, imagindrné body kruhové, piejde posledni

rovnice ve
ut = «2,

Kotfeny této rovnice jsou' parametry bodd dotyku kruhid
majicich s fokdlou dotyk ¢tyfbodovy. Tyto body jsou vrcholy
fokdly, z nichz dva jsou reelné, a jsou body dotyku tefen
z bodi + 1 a — 1 na fokdlu vedenych.

13. KuZelosecky majici v prasecich primky s fokdlou
styk étyrbodovy s fokdlow protinaji fokdlu v dalsich Sesti
bodech tvoricich Pascaliv Srstiibhelnik.

Jsou-li v, v,, v, priseky piimky s fokdlou, bude

4 — 2
ViU, = %

4 ]
ViU Uy == x

4 —_— 2
Vo = %

Z tehoz nisledkem relace v,v,v; = x plyne nésobenim
(u) = 2.

14. Bodem u, fokdily lze prolositi pét kuZeloseiek fokdlu
oskulujicich. Oskulaéni lody tvoFi pétinu, kterd? s bodem ji
p¥idrufenym u, tvori Pascaliw Sestiihelnil fokdle vepsany.

Parametry bodi oskulaénich plynou z rovnice (2), stavime-li

Upg == Uy == Uy = Uy == U = U
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jako kofeny rovnice
udu, = x*.

Jelikoz je soutin ko¥end

. nkh=1,2...6)

roven

. 2
V109030,%5 =

plyne ihned u,v,v,v3v,v; = x%

15. RozloZime-li priseky libovolné Kuseloselky s fokdlowu
na dvé skupiny trojbodové, a proloZime-li témi skupimami
kruhy, obdriéime na fokdle dalsi dva body prislusné kvadra-
tické centrdlni involuci.

BudteZ w,u,u, & v,v,0, takové dvé skupiny, Kruhy jimi
proloZené protinajf fokdlu v bodech

%2 %2
%= —— Tesp. v =
U, Ugls ¥1V9Y3

tudiz je

uy — %% .

Stted té involuce je priisek w spojnice uv s fokdlou, totiz

1_ b
W= —=——
. % a
Soutadnice jeho jsou
o abe _ ab%
T=— A Y= A

Spojnice »v md rovnici
[6(x*— 1) x%x — a (x* — 1) y + x%] — (u + v) [az + bx%y] =0,
kterdz za pfi¢inou libovolnosti faktoru (w -+ v) probfhd bodem
pevnym, danym rovnicemi

b=z —a(x*—1)y+ #%=0
ax + bxty = 0.

Resfme-li a stavime-li do vysledku x = — ?’ obdrzime
opét difvéjsi hodnoty pro = a y.

Parametry dvojnych bodi involuce jsou

u:j_-x:'-i’-’%.
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Jeden dvojny bod piisluiny parametru + %, je "redlny
b&Zny bod fokdly, druhy odpovidajicf parametru — x =% mé

soufadnice
g=1 b
T 2a%*}bt
1 ac
y= 2 a4 b2

a to je ohnisko fokdly, spoleény to tangencidlny bod » imagindr-

nych kruznych bodd, neb plati .
(F1)v=(—19)%v=ux

tedy v = — =

0 sestrojovani vzorcl empirickych.
Pise V. Laska.

I
Pozorovani fysikédlni diavd ndm Ciselny materidl vyjadfujici
v nejjednodus$im pripadu vzdjemnou zdvislost dvou velitin « a v.
Vyjadienf oné zivislosti v tvaru funkce, t. j. rovnici
F(u,v)=0
byvd pak jednim z hlavnich dkold védy. VSeobecné v pifrutkich
uvddénd methoda zaklddd se na parabolickfch vzorech inter-
polatnich. Nebude tedy od mista, poddme-li methodu novou a
vieobecné&jsf, zaloZenou na znidmych vétich geometrie polohy.
BudiZz ddna fada hodnot
Uy Uy Uy .
. v, Vg Vy... :
odvozenych empiricky. Velitinami », v stupiiujme dvé piimky,
U a 1. Tim obdrzime dvé& fady bodové, jez bude lze uvésti do
polohy perspektivni, kdyZ dvojpomér &tyt libovolnych bodd jedné
Fady rovnati se bude dvojpoméru bodd sdruZenych fady druhé.
Méme-li ¢tyti hodnoty
LUy Uy U, U,
Uy Uy U, U,
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