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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

O Malfattiho problému.

Napsal V. Rychlik.

Problémem Malfattiho nazyvd se po italském mathemati
kovi Malfattim, ktery ji vénoval pojedndni, iloha tato: Do da-
ného trojihelnika vepsati tfi kruhy tak, aby se kazdy z nich
dotykal dvou stran a obou kruhi ostatnich.

UkdZeme, ze tuloha tato, pojimdme-li slovo vepsati v nej-
uz§fm jeho smyslu, tak totiZ, aby kruhy vepsané lezely uvnitf
trojahelnika, m4 v¥dy jediné feSeni, a Ze lze sestrojiti toto fe-
Senf nédstroji obvyklymi v elementdrni geometrii, pravitkem a
kruzitkem. Vylozfme-li si takto tzce znéni tlohy, budeme nuceni
ukdzati, do jaké miry pfipousti dloha toto omezenf; nesmime
zajisté vidy u mnohoznalné tlohy libovolné vybrati si jedno
feSeni a to sestrojovati. A bez toho omezeni je nale tloha
mnohoznaénd, jak ihned nahlédneme, sestrojime-li feSeni tlohy
obricené, opsati kol tfi kruhd navzdjem se dotykajicich trojihel-
nik tak, aby kazd4 strana dotykala se dvou kruhé. Takovou
tetnu redlnou lze sestrojiti pouze u kruhd, které se dotykaji
zevné, Je tudiZz nutno, aby dané kruhy lezely kazdy vné obou
ostatnich; pak ale existuji tfi pary spoletnych teten, a z téch
1ze vybrati celkem osm trojihelnikd. Vidime tedy, ze mohou t¥i
kruhy navzdjem se dotykajici zaujimati vzhledem k trojahelniku
osmerou polohu, dle toho, dotykaji-li se stran ve vnitfnich nebo
vnéj§ich dhlech, nebo jakou polohu zaujimaji k strané tieti.

Z toho miZzeme souditi, ze tloha je mnohoznatnd, a bude
tudiz radno, dfive neZ obritime se k fel3enf spotivajicimu na
zdkladech ryze geometrickych, zjistiti povahu feSeni methodou
algebraickou. Vysledek této uvahy ndm potvrdi zcela bezpeéné,
7e konstrukei lze provésti pravitkem a kruZzitkem, a Ze pro
kazdy tvar trojihelnfka jedna soustava kruhd lezi uvnitt troj-
uhelnfika.

Oznatme tedy vrcholy trojihelnika 4, B, C, kruhy vyhovu-
jici uloze K,, K,, K,. Déle oznaéme bod, v némz se kruh K;
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dotykd strany AB, C,, bod, v némz se K; dotykd AC, B,, a
podobné ostatnf body dotyku na stranich C,, 4,, 4, B;. Kruhy
K,, K, dotykaji se v bodu @;, K,K, v @,, K, K, v Q,.

Pro potet oznaime AC, — AB, = z,, BC; = B4, = a,,
BA; = CB,; = z;, poloméry kruhd »,, r,, 7;, a konetné

C.Cy =1t,, 4,4, = ¢, B,B, = t,.

Obr. 1.

Podminky dlohy vyjddfeny jsou rovnicemi:

z, + 2z, + 6, =c
T, + 23+t =a ()

2y + # + =0,
-—;—-, T, =17, . cOt J;—, T, == 7, . cot l—, 2
6= 2\/"?';’ ty = 2\/;;"'—1; i3 = 2\/;1;;' (3)
Rovnice (2) jsou na misté pouze tehdy, omezime-li se na
soustavu kruht, jiz dotykaji se stran trojihelnfka vesmés ve

vnitinich thlech; kdyz jich uZijeme, vyloutime tim kruhy, jez
dotykaji se stran jinym zplisobem.

x, =1, .cot
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Dosadime-li z rovnic (2) a (3) do rovnic (1), dostaneme

rovnice pro poloméry kruznic Malfattiovych

r cot — —|-r2 cot o ﬁ -+ 2\/r1r2 =c
rgcot 6 +racot i +2Vr2r3_a

rscot——l—r cot —+- —{—2Vr31_b

4

Méme tudiz k urdeni hodnot \r,, Vra, Vrs t¥i rovnice
kvadratické. Obecnd soustava tii rovnic kvadratickych s tfemi
neznamymi elementdrné fediti se nedd; avSak soustava (4) nenf
zcela obecny piipad, a miZeme dosti jednoduchym obratem pie-
vésti fefenf na kvadratickou rovnici. Obrat ten zdlezi v udel-
ném zpisobu vylutovédni jedné nezndmé. RozieSme druhé dve

rovnice systému (4) dle \/ry; dostaneme

Vrg . cot —— = — \lr, + \/a cot 7 — 7y (cot—é—cot% — l)

— A Ve 7 @ oy
\lr, . cot 5 = —\r, + Vb cot —Q——rl(cot?cot?—

Rovnici vzniklou srovndnim pravych stran

I\ 7 B v
\/r1 — \/r2 :\/a cot? — 7, (cot—é—cot? — )

— A X oot Lo —

\/b cot o) " (cot 5 cot 5 1)

umocnime dvéma, a upravime pomoci zndmych rovnic
@ ¢ B _ e 7 _ e

t‘g—2"=s—a’ o= Yo =g

o __(s—a)(s—b)(s—c)
- s

(4
tak Ze obdrzime

n+m—2v?;?;=(a+b>cot—’;~

(r1 cot — — - r,cot g )cot -;— G r oy

1).

fab
—-2\/%(9601’-;— . tg )(gcot?’ rltg—g—).

6*



84

Uzijeme nyni prvni rovnice ze soustavy (4), pfi emZ za-
vedeme délku tetné C,C, = t, = 2\/r,r, dle rovnic (3); kdy
po druhé umocnime, nabude rovnice tvaru

[ts (1 —+ cot -72—)+ 2 cot%—(s— c)]ﬁz

— 4 B ot ottty Etg b 12 i
_4?[9 cot 5 gcot2t92tg2(rlcot2+r2cot2

« B
-+ r,r,.tg? t_q——2—-] .

I v pravé strang odpadnou », a 7, zavedeme-li #,, a
mime tudiz pro ¢, rovnici kvadratickou. Kofeny kvadratické
rovnice umime sestrojiti pomoci pravitka a kruzitka, je tedy
nale tloha elementirné fteSitelna, nebof zbyvajici &ast, totiz
uréiti poloméry r z teénych, lze téz elementdrné provésti, jak
zfejmo z rovnic

2r, = -—t—t-—, 2r, = byt y 2y =

Lty
1 2 ’

ts

Rovnice pro ¢; velmi se zjednodulf, vyjadiime-li strany
trojihelnika pomoci poloméru kruhu vepsaného a whli, uziva-
jice vzorci z trigonometrie zndmych

@, B

ab tg +tg-— = a'b . o’ = ¢* = %1+ cot? -1
272 (s—a)(s—b) sin® 1 P A
2

® ot Dot L =5
cot200t2cot2_—g,

§s—c=o9.col % .
Na konec dosp&jeme k rovnici
2 + 2 (cot%— 1) t, — 20" cot-g- =0,
jejiz koFeny jsou '

ty = — e.(cot—;——l) + e cot* L4 o2,
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Odmocnina, kterd se v tomto vyrazu vyskytuje, totiz

\/g‘2 cot”—;— + o= ¢ ,

Sin—%—
md jednoduchy geometricky vyznam; je to totiz -vzddlenost
stiedu kruhu vepsaného od vrcholu C. Lze tedy # snadno
sestrojiti, nebof zndme i ostatni veliéiny, totiz ¢ i o cotézl =s—c¢
jakozto délku tetné s vrcholu C' vedené k vepsanému kruhu.

Jesté jednoduSeji utvdfi se konstrukce bodd dotyénych
kruhd Malfattivvyeh, t. j. Gsetek z,, z,, ;. Oznadime-li vzdale-
nosti stfedu kruhu vepsaného od vrchold m,, m,, m,;, miZeme
rovnice pro ¢ pravé dokdzané psédti ve tvaru

t,:@—(s-—a)—{—ml
ty =@ — (s — ) + m,
ty =0 — (s — ¢) + m,.
Ze soustavy (1) dostaneme, dosadime-li tyto hodnoty ¢
T, 4 Xy =8— 09— my
Ty + 23 =5—0—m
2+ 2, =85 — 0 — m,.
Regeni této soustavy rovnic je
2, =3( —o0—m — my—my) 4 m,
Ty =3 (s — 0 —m —my —my) + m,
Ty =3 (s — @ — My — my — My) + my, _
Zbyvd jeité dokdzati, Ze kruhy takto sestrojené lezi vizdy
uvnitt trojihelnfka. Je patrno, Ze tomu bude tak, budou-li polo-

méry kruhd men8i neZ polomér kruhu vepsaného do troj-
thelnfka. Vzorec pro délku C,C, — ¢, mizeme upraviti takto

4

1——003—2—

tb=o 1—~cot—7—+c’osec—7— =eo|ll4+——
? ? sim L

2

=9 (1 + tg—i—).
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Dosadime-li tyto hodnoty do vyrazu pro polomér

tyt.
7'1:%_;&';
1
dostaneme
(1+44) (1+tg%)
71:—2—-. .
2 (1+ tg—Z—)
Tu jsou tg —Z~, tg —%, tg% éisla men$i neZ 1, nebof
ay & B 7 { ney - B
1hly 1 4 4 s vesmés mensi neZ 1" Z ) + )
— T - o l
=7 g phyme
o
1—tg—
4
tg—i—+tg—1—:<1- tg—ﬁ--tgi) C—
Dosadime tuto hodnotu do 7,.
AP AP
1419 i tg i tg i
hn=0.— o \2
(1+0 %)

( tg{—(2—ty%t9—f;+tg%))

=90l 1— . o \f .
(1 +tg Z)

V tomto ‘vyrazu je menSitel pro nafe whly vzdy kladny, tedy

vskutku polomér », mendf nez .

Toto feSeni, jak je zfejmo z vyrazi pro z a r, plati pro
Jjakykoliv trojahelnik a vyhovuje vzdy tloze v uZiim smyslu.
Druhy kofen kvadratické rovnice pro ¢ je vidy zdporny, a vede
pii jinak stejném postupu k tfem kruhiim, jeZ probfhaji z Cdsti
16z vné trojuhelnika. Ostatni fefeni ulohy v SirSim smyslu

bychom obdrzeli, kdybychom vzali v Gvahu téz vné&jsi dlohy
trojahelnfka. (Pokragovani.)
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