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Plochy, jichz éary charakteristické jsou é&arami
geodetickymi.
Dr. Fr. Velisek.

Zékladni velitiny theorie ploch budtez E, F, G; D, D',
D", kdyz lin. element dén jest vyrazem

ds? = Edu® + 2Fdudv 4+ Gdv2 @
Splituji-li zdkladni veli¢iny relace
D'=0, GD = ED", ©))

jest lin. element vztaZen na &iry charakteristické. Aby ééry
soufadné byly geodetickymi, nutno splniti rovnice
Vg_ o F _ VE_ 3 F
du w\ye 7 w  wu\VE
Rovnice Mainardi-Gaussovy
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se redukuji vzhledem na rovnice (3), které mozno pséti
OF 9E FJE __ oF 929G FaG

na jednodus¥f tvar

W u
D" ( G ‘z)E) D"

2 (EG — Fﬂ)ai’z(a?l’ —FBG)I),

4)
2 (8G— P) S —=(E5 —

DD" 2 1 FIE G
\/EG—F” U VEG — F* E % )
Dle prvni rovnice (3) a pomoci 1denﬁity
2 F? F oF - oE G
= E9G2(2EG — FG % — FE 3 )
lze pséti
dlgD__ 1 F E G
w —2(EG—F2)E<2GE3 — CF 5, —EF )
_ EG* 2 Ft
T 2F(EG — F% %u EG’

' . 2 F?

a obdobné dle druhé rovnice (3) a relace 20 BC
dlg D" E*G 9 F
du ~ 2F(EG—F* w EG’

Oznadfme-li thel soufadny w, plati

) 2
F=\EG cos w, sinw= \/EG r . ®)

Vylouenim F' transformujf se rovnice (3). (4) na tvary

NG 2, o WVE 2 . _
W—B—J(VEcosw)—O, 2 (VG cos w) =0 (ﬁ)
gD __ -_@__ we gD’ _ __Iz wy
W E sinw’ wm Gsinw’

DD" =VEG sin w . )
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Dosadime-li do rovmic (6) hodnotu G dle rovnice (2),
obdrZime po kratké redukeci

" ”
\/D l_qV_ cosw%lyVE—l—sinww,, BVD =0
/Dn \/D
\/ D oS W s lg \/E—— 1g \VE — sin w w, D

DH
-+ cos w ’()u\/—lT =0.
ReSenfm rovnic t&chto dle

2 = 0 -
ngan 31719\/1*4

jde
‘alq\/E _\//l) o €OS ww. l \/D"
D" sinw sin w g L
’al_qVE__cosww,,__ D" w.
w sin w D sinw’

tudiz pfi pouziti rovnic (7) a (2)
2IgVE _2dlg D" 2y sinw__ D, D"
—"ow  ou w I VDo
dIgVE_2d1lg D 2dlgsinw
W T W w
Vyjdd¥ime-li podminku integrability,

221D dlgsinw 2 D"
[ g _ 0wy —i)—lg\//'ﬁ]

0} qu ou
2 [olgD 2dlgsinw
— T (.l !

obdrzime relaci
2? D" _
Integrace této rovnice dévé, znaéi-li U funkei », ¥ funkei v,

n
W =1 U+l 7,
nebo
D_U
=7

£
o

25*
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Spojime-li U s E, ¥V s G, miZeme kldsti
U=1 V=1,

E=G, D=D".
" Rovnice (7) ddvaji pro tyto hodnoty relace
2lg D __ we dlgD__  w

w — sinw’ duw — sinw’

tudiz

z nichZ obdrZime pro w relaci

9 w., _ 0 1w
du sinw - dv sinw’
neb

a“lgtg—%;— bzlgtgi‘;—

dul - 2 ’

integréci pak
w

tg 5 =S+ 0).9@—0),

z tehoz jde déle

—_— 2
cosw_l e 2fp

TF g "0 =14 g
Neptipojime-li k g D, lg \/E additivnich konstant, obdrZime
pomoci pfedchozich vyrazi

VE=Ve=ELE, p=p=2. @

Dosadfme-li tyto hodnoty do poslednf rovnice systému (7)
DD" = \EG sin w W,
dostaneme pro funkce f, ¢ funkciondlni rovnici

fo 1+ 199 = (9" —f9'") A + F9*) — 2fe (f"9* — w’“);‘g)-

PiSme rovnici tuto ve tvaru .
14 gt =L =T o — pgy" — 21 + 2"
a derivujme dle (u + v):
wrer =L L1 fyip — offoe” — F'9 + 47
(10)
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Derivace (10) dle (v — v) ddvd
2ff’q>q)’ — f‘Pf”"P' . ff'qnp"' . 3f’ uq)q)v + fo'(p’(P",
neb pro f'3=0, ¢"' 30
" " e
AR AR TP Y |

(44

J 34 _ — = 2.
f' / 9’ P
Musi tudiz byti
“ i ar r
ff' %_1 ~ E)%——+—1_—_—konsif._:k.

Rovnice tyto daji se psdti ve tvaru

(7)== G)="2" (v

z &ehoz jde integraci
’r 1 k 1 —_ k
==tk =15 g 4 b
kde %,, %k, znati mtegraém konstanty.

Dosazeny tyto hodnoty do rovnice (10), ddvaji

29" = ko' + (1 — k) 9* — ky,

a do rovnice (9) s ohledem na vyraz pfedchozi,
e Qf* =k A+t k) +2=0. (11)
Pomoci rovnice
2" =2k, f* — (1 4 k) f,

z ni7 integraci jde

o't —kaf*+ A+ B S =k,
transformuje se vyraz (11) na

ok, + k) +2=0

proti pfedpokladu ¢’'==0. Musi tudiz byti jedna z funkef

f; @ konstantou. BudiZz ¢ = k. Pak se redukuje rovmice (9)
na tvar:

Ef (1 + B = (1 + &%) B — 283,
neb pro kf =1f,
A+ =20 1—H0Q4fD)=0.
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Integrace ddvé, oznatime-li integraini konstantu c,
fi=Ne@ + A — A+ /D), 12)
f df
Ve@ + 7/ —a+7)
Oznatfme-li invarianty formy
ot 4@ —1)f 4 e—1,
resp. S, 7, obdrZime

neb

=u-+

S = 16¢* — 16¢ 4+ 1 7= (2¢ — 1) (32¢% — 32¢ — 1)
- 12 ’ 63
Polozime-li déle
16¢2 — 16¢c -+ 1 __(2c—1) (32¢2 — 32¢ — 1)
92 = 12¢2 ? JE T 63.¢3
obdrzime pro f, feSeni
of, = Ve o) (13)
pVe (u 4 v) — ¢,
pti temiz
2 —1 2c—1+6\/c‘l_—'0)
12 — —_—
re= ( T % ),(p 12¢
( _26—1-—6\/6“—0)
b 12 :
Rovnice (8) dévaji pak
i i 1—12
2 1 —_— “w o < f— 1
VE=VG =k , D=D = csw=14,

tudiz pro lin. element (1) jde

2_"7 (1+f’)2 2 _f’
ds? = T A (du +21+f’

K tvahdm predeslym dluzno p¥ipojiti, Ze pii rtiznosti zna-
meni D, D", to jest pro plochy zéporné kiivosti, jsou &dry sou-
fadné imagindrni. V tom p¥ipad® stati zmé&niti znamenf jedné
z funkef U resp. V.

du dv + dv?). (14)
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Cary kiivoznadné jsou uréeny pro lin. element (14) rovnict

Ddu® — D' dv® = 0,

tedy v naSem piipadé
du® — dv* =0,

jsou tudiz téry kfivoznalné symetrdlami Car charakteristickych,
jak zfejmo jiz z definice téchto tar. Zavedme parametry éar

kiivoznatnych
utv=—ea, u—v=24

Lin. element (14) nabude tvaru

ds? = 1;— 1 _}}f' (de® 4 fiap?),

kde
f=L p'Vee
! 2 p\ew —e,

Polozime-li jeité pii zachovéni Car soufadnych

do: —e .
7,‘-:05,:::2 2 7 ! de,
obdrzime integraci
1 »—e,
Oy == .
2Ve (e, —e;) P63
neb pro
1 1
2VE (en f"’ 2
‘p - Pi — 81{11
pP—¢6
z tehoz jde

Poné&vadz plati

(15)
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obdrzime
A4 242VaT 4
PTAT T RwE sy
A2 —aViT¥4
CTeTT Ty
eg —e e, — e;) el
eﬂ_e3:v3—*—2+4’ p—e = 2 11_‘-__(_;;.“1 3) )
. e, — e,) et e, — €
p—a="800 p_a=pp,
14+1_ 1

fi 7 (eg—e5)? [(es — &) eo1 + (e, — &) + (ey — €5)*
— (g — &) — (¢, — €3) €]

=§%[(l’ 424 AV F dyeta —4
+ (24 2 — 22T+ 4) eta].

Volime-li additivni konstantu pfi «, rovanu

A4242Vir+ 4

2 )
moZno psati
9 -2 i
1 _}Eflz—i-‘; (2™ —e 3%1)2,
’ 2
Jelikoz konstanta % neni nulou, polozime %— =1, a pak
lin. element (15) pfechdzi do tvaru
) 2
a5t = 7 (™ — ¢3)2 (da? + 4p). (16)

Plocha jest tedy rozvinutelnou na plochu rotaéni. Abychom
jejl tvar poznali, najdeme pravouhlé soufadnice bodi plochy
charakterisované rovnici (16). Polozime k vili krdtkosti

1 4, _’;al_U
7(32 —e ) =1,

a oznatfme rotace trojhranu tvofeného normdlou k ploSe a ted-
nami k ¢ardm soufadnym p, g, p,, 4,, 7, r,, dilatace &, &,, #, 7,.
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Jezto pak plocha jest vztazena na &ary kiivoznatné, plati
E=U,m=0,§=0,n=U,p=0, ¢, =0,
a rovnice Codazziho redukuji se na jednoduché tvary

r=0,7‘1:—g—, g—ﬁi: 2q—:O %

Jsou tedy vSechny rotace funkce jen u. Z rovnic
) d dr J'
a% = —qnr, d_al, = qp, r1=7
jde
p? + r} = 1% = Fkonst.
Jeito: pak derivace dle «, kosind ahli soufadného troj-

hranu s osami pevnymi ddny jsou vyrazy (Darboux, sv. L,
str. 3., 4.) .

aa’” pe— 7] di ab“.__ " i ac“-. " i
a‘xl_‘..br———cq, 5a—1_cp—ar, a—al_aq b'p,

derivace dle g pak

da’ . " 2b" dc”
Tﬂ =b"r, — gy, 7ﬂ‘ =c"p, —a''n,, 55——_— a’q —b'"p,,

obdr#ime v nafem piipadé pro tuto skupinu kosind

an:_p71’ p'=0, c" =—rZL
Pro dhly Eulerovy jde pak
sin @ sin g = — pl' , sin O cos ¢ = 0, cos@:rll-,
tedy

— 7 sine—= "
=5, sin (O T
Pro thel ¢ ddvaji rovnice

sin@%2 = psing 4 g cos @,

sin @ ﬁ_p, sin @ -+ g, cos @,
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neb

in@¥ =0, sine¥—
sm@aal_O, sm@aﬁ_p1

2
B=—h v=—I+0
Pro tyto hodnoty druhé dvé skupiny relaci Eulerovych
a = cos O sin @ sin Y + cos ¢ cos v,
b = cos @ cos @ sin Y — sin P cos P,
¢ =sin O sin VY,
a' = cos O sin @ cos Y — cos @ sin U,
b’ = cos @ cos ¢ cos Y + sin @ sin Y,
¢ = sin O cos Y
dévaji
a= —l‘— sin (I, — 1p), a = 1} cos (I, —1p),
b= —cos (I, — 1p), b =sin (I, — 1),
6= — %1- sin (I, — 1B), c,:__p_; cos (I — 1p).
Pro soutadnice x, y, # bodu plochy obdrZime z rovnic

0 __ 2?[__ A ' _a_z__ —_— "
sa = bn, g o=atttn g =dTE b
? 2 , (]

Ta% = aé, + b1y, % = d'§, + by, "5‘3 =a"¢ 4+ b"ﬂu
da =fl‘— U sin (I, — 1) dey — U cos (I, — IB) dB,
@:%Um@—mm+umm—mm

ds = !“l—Uda,,
z toho

U
y=7 cos (I, — IB),

____1_ 2 __ {2
o= sz‘U U™ de.

z= —IZI— sin (I, — 1p),
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Explicitnf vyraz pro z

= lf\/( )(elzl——e i%l)“—ldu,

pfejde substituci

na tvar

jest tedy 2z déno elhptxck;’rm integrdlem druhého druhu. Jezto
pak zékladni veli€iny D,, D", dle znimych vzorci vypolteny

davaji
. 1

1 , b
i 1% 1 Aoy Aoy
\'(F_Z) e —e )t =1

=VE—) e -y

jsou dany hlavni poloméry kfivosti R,, R, vyrazy

Aoy Aoy

U 7 —e 7)?
D 1’2\/(—27—_> (plgl — e —)2__1

A A 2 A Ao
R Y e s

kiivost totdlni pak

R, =

1 _ At
BE - o
Pro A imagindrni pfejdou v lin. elementu (16) funkce
exponencidlni v trigonometrické.
Pro plochy kiivosti negativni stati kldsti 4, «, § imagi-
narni, ¥m% element (16) nabyvé tvaru

A A
ds? = 71? (™ 4 6~ T9)2 (dad - dpY),
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tudI'Z pro velitiny D,, D",
—1

“—VG;—%y£w+r%w+f

' " \/ 7 1\ 1 o
oy =[G —g) @i,
& pro totdlni kfivost ,
1 #
R, R, (e'}i;“l + e %0’1)‘1
Céry charakteristické Ddu? — D"dv® =0 jsou v tomto
pifpadé imagindrni.

Redukce funkcf elliptickych definovanych rovniei (12) na-
stdvd pro

c=0, ¢c=1
Pro ¢ = 0 obdrzime z uvedené rovnice
fi =1 sin (u + v),
tudiz pro lin. element (15), klademe-li
2u=—u@a 4 18, 2v—ua — if,

- f de? :
| Jp—— 2 2
ds—dga@wa+dﬁ}
neb pro
de @
Sina=ltrg=u

ds? =‘7}: (91 — e=m1)i (da? 4 dpY).

Jsou tudfZ soufadnice pravodhlé plochy timto elementem
lin. definované

g = li (=21 — em1) sin (I, — IB),

y = %— (e "—.eo”) cos (I, —18),

£ = lifV(l’—— 1) (71 — e*1)? — 4da,,
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a totdlni kiivost, jeZto
1

D, =
VO =) (e — eyt — 4
D" =\(@* — 1) (71 — em1)? — 4,
1 16
R R, (e*1 — e—1)4’
Pro ¢ = 1 dava rovnice (12)

_ 2
fl - e—@wty) evtv?

lin. element (15) vztaZeny na Cdry kiivoznatné
ut+v=—ea, u—v=243
pitechdzi pak do tvaru
ds? = a} (da? + dpY),
pi ¢emz kladeno
_Qf%:e“—{—e—“ = 2«,.

Soutadnice rotani plochy o hotejiim tvaru lin. elementu jsou
tudiz

ac:——ﬁl'«sin g8, y:—“l—lcoslﬁ’,

r= VT T,

a ponévadz
D, :Vi?Tl_I’ D', = \ife? —1,
o, — ’
jest totdlni k¥ivost
| 1 _ 1
RR, — o}’

1 . '
Stane-li se totdlni kfivost O, na pf. pro = 0, jest pro

1
lin. element ds?=— E du®+4 G dv?® vztaZeny na tiry kfivoznatné
i D = 0. Rovnice Codazziho redukuji se pak na
2E D" _ 1 D"

22 /= 1 [AS
=0 3aVE=0 =gy
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klademe-li = 1. Z druhé rovnice jde
VG =7, + uV:V(—I—;’- —I—u),

kde V, V; jsou funkce argumentu ». Zavedeme-li misto — —171

novou proménnou a oznatime kritce v, obdrZime
G="V2(u—)°
Tieti rovmice divd pak, znali-li ¥, funkei argumentu v
D" =7V, (u—v).
Obdrzime tudiZ charakteristicky tvar lin. elementu ploch roz-
vinutelnych
ds® = du® 4 V; (u — v)? dv®.
Rovnice ar charakteristickych redukuje se na
dvt =0,
t. j. v = konst, kterouzto rovnici jsou dény i Cdry assympto-
tické.
Jsou tudiz plochy s &Carami -charakteristickymi nulové
geodetické kfivosti plochy rotalni uvedenych tvarti a plochy
rozvinutelné.

Integral Poissona jako primy dasledek integralu
Cauchyho.

Pige V. Ldska.

Integral Poissona lze, jak zndmo, odvoditi z integrédlu Cau-
¢hyho bud pomoci integrilu Hadamarda (viz n. p. Kowalewsks,
Die komplexen Verinderlichen und ihre Funktionen §52. a §53.)
aneb na zékladé funkce Greena (viz Osgood, Lehrbuch der Funk-
tionentheorie I., str. 633). V tomto pojedndni hodlam dokazati,
Ze 1ze i p¥imou cestou dospéti k efli.

Budiz f (¢) analytickd funkce v kruhu K o poloméru R,
vyjimaje pdl 2. Dle zndmé véty Cauchyho jest

F@ = [LE . )

2nik {— =2
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