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Prispévek k theorii Darwinovych oscillujicich
satellitd.

Dr. Viadimir Vaclav Heinrich v Praze.
(Dokonceni.)

Nage biquadratickd rovnice (5) pfejde ve

W+ w4 S =0
Pokud je (1 4 u)? > 27u, mé rovnice kofeny redlné pro A%
a to oba negativni, i vidno, Ze hyperbolické funkce naSeho obec-
ného feleni piejdou tu ve trigonometrické, a feSeni je stabilni
t. j. koordinaty zistdvaji ustaviiné konelnymi, pokud p << %4— .
Polozme E' — F’' — 0, i bude zniti rovnice uzaviené po-
hybové kiivky:
= G cos vt + H sin v,
n = G’ cos vt + H' sin t.

Pii tom konstanty vazény relacemi (7) jen misto A — v
H, — Hi
H' — Hi

i ’
Eliminujme &as (ndsob resp. { g,g a selti a utvof sin cos),

pak najdeme rovnici dréhy oscillujiciho satellita L, (L;) v rotu-
jicim systému

(G* + B%)q* + (G + H™) & — 2 (GG' + HH') &y

= (GH' — G'H)*
(— R+ M) & + (=hi + N)n* + 2Qéy
An%h?

—_— 2 ’

e R (G' 4 H").
Je to patrné ellipsa. Transformujme ji na osy ototenim o thel ©.
Nalezneme pro A2, h2 dvé ellipsy, jichz vedlejii osy mii pi-
blizné k centrdlnimu télesu (slunci'.

£+ in=(x + iy) e®

E=zcos O+ ysin O

n=—2xstn O+ ycos O

tg20 = 2% _— 4\l —k
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Pro periody ob&hd v ellipsich ¢ najdeme 1. c.

2 2 2
) —m = (2_"_) — 6By,  2) — k! :(—f) — 1 — 575u,
T 7

1 2

vzpomeneme-li, Ze pro rusivou planetu platilo

. — 2
" Vi4au'’
najdeme
T
= 7, =7 (1 3375 )
1 \/6°75y, ) 2 1+ U

Viimnéme si, %e u ellipsy 1) bude vzhledem k malé hmoté

u <21 perioda obéhu velmi velikd. Nalezneme na pi. v kon-
kretnim pfipadu Jupiter-slunce
1 — 12z = 144 let sluneénich

”—1000 = = 12 ,

Dle toho budeme pro prvnéjsf ellipsu olekdvati, Ze je hodné
protdhld. Skute¢né najdeme pro pomér os v naSem piipadé

at =4 (G"* 4+ H'?), b®* = 12u (G'* 4+ H"), %-i—llg.
Excentricita je témé&i rovna jedné.
Pfejdéme nyni k diskussi podminky 8°) —— — 0.

019

Ptedevifm vidno, Ze ¥y = 0, t. j. centra tato jsou vesmés
na spojnici centrdlni téleso (slunce ©) — planeta rufivd (Ju-
piter 4.). Zveme je proto centra syzygetickd L,, L,, L, (viz obr. 3.
str. 421).

Dle definice ¢,0, (absolutnf hodnoty vzdélenostf od ), ¥.)
bude v bodé& )

L) a+r=¢, a—r,=—0g ¢,=1—0¢,

L) a+r =0e, @ — 7y == 0y 6 =09 +1,

L) a+r=—0¢,a—1r,=—0y ¢, =0, — L

Dosadime-li posledni systém do jedné z podminelnych
rovnic ad (8), najdeme k urdeni délek o, resp. rovnice pdtého
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stupné (Lagrange-Bohlin)

220 Q2 [ u\'s
az—a;—"ll o =(5) "+
22 Q2 které daji _{ w\s

0, ' Do, 0 i pro koteny % — (’3— ) + -

20 20 _ 7
301+T%—0’ @,_1—Ey+...

Zbyvé nalézti hodnoty derivacf M, N, @, i bude

[M=14pu+ 3+2‘u

0;

1 w .

AT..—-l _________
T T

| o=0

S pouzitim téchto hodnot obdrzime z nasi rovnice biquadratické
(b) pro h, klademe-li pro struénost

9f — _“f.
f 01+

=—(1+u—NtV9—40+pwf

Lze dokdzati (3 conférer Plummer, Monthly Notices of the
R. Astr. Soc. LXII. 1901), Zze ve vSech tiech bodech L,, L,, L,
je jeden z kofenti 2% positivni, druhy negativni. Z toho vidéti, ze
jen dvé z hyperbolickfch funkei v naSem obecném FeSenf pie-
jdou v trigonometrické, ostatni dvé rostou s ¢asem do nekonetna.
Jsou tedy feSeni periodickd v okoli Z,, L,, L, obecné instabilni,
coZ jiz ostatné Liouville-ovi bylo znamo (Journal de Mathéma-
tiques vol. VII. 1845).

Jsou-li poédtetni pohybové podminky tak specielniho razu,
ze koefficienty u exponenciel vymizeji, zistivd pohyb periodickym

LE=F—F — F —=0.

Draha oscillujiciho satellita je pak zase ellipsou s rovnief

4n2h?
(= bt o+ M) 8 (— B+ V) ot = e (G HY,

jejiz rozméry i excentricitu lze snadno uréiti.
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2. Oscillace vynucené.

Chceme nyni abstrahovati od supposice kruhové drahy pla-
nety ruSivé predpoklddajice jistou excentricitu e. V systému ro-
tujicim az posud slunce (téleso centrdlni) i Jupiter (planeta
rusici) repraesentovdny klidnym bodem. Jinak tomu bude nyni.

nt

Obr. 2.

Planeta rudivd opiSe jistou v sebe uzavienou kfivku kolem
bodu, v némz difve pevné stdla. Rozméry jeji budou patrné
f4du excentricity. Planeta pohybujici se dle Newtonova zdkona
attrakéniho kol centrdlniho t&lesa v ellipse nepostupuje v nf
rovnomérné. Néco rychleji v perihelu, pomaleji v aphelu. Systém
rotujici otd¢f se rovnomérné, a jeho pohyb sklddéd se s pohybem
planety v zminéné uzaviené kiivece ve vysledni nerovnomérny
pohyb, ktery v pevném systému XY jevi se jako ellipsa. I bude
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prvnim ikolem najiti pohybovou kiivku planety v systému rotu-
jicim (viz obr. 2).

Za tim 1dlelem nutno zjednati znidmé vyrazy koordinat
pohybu elliptického jako funkei tasu (Besselovy funkce) a trans-
formovati je do systému rovnomérné rotujictho s rychlosti

n=— Vl + u.
Necht znalf = excentrickou anomalii, @ velkou poloosu,
¢ excentricitu, pak plati zndmé formule pro Keplerovy pohyby
v pevném systému XY

a a _;
x=a (cosu — e):—ae—l—-E-s“‘—}—Tz—e—“‘

9)

y=asinu\l—¢* = —gl.—(s"" — e—i) \[1T —¢2
Uvazme napied rozvoje exponenciel ¢ jako funkei Casu

. t> .
@it — ¥ Amemzl [ — nt
—o
2 27

2 An = / gpiv g —mil g — % f gpin g=mil (Jgy
. 0 v
pomoci Keplerovy rovnice v — ¢ sinw — I obdrzime
2
2 Am o J)_ /E(p——m)iuez'mesinudu'
"

Integrdl je az na faktor 27 koefficient p¥i e™P# v rozvoji
gmesine - tedy ex definitione Besselovy funkce (srv. na pi. Gray
and Mathews, Treatise of Besselian fonctions, srv. téz Charlier
Mech. d. Himmels 1. p. 214) roven 2z I (me).

m—p
Méme tedy dle formule ¢ #sine — 3 J(x)emn
—
4o = Tone

Pro m — O méme vSak

2 2T

2md, = fep‘“ dl = fepi" (L —ecosu)du

0

0
27
= /(gpiu —_ _%_ e+ _%_ gp-1) iu) du’
0
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tudiz
1 p=0
r0
A, = _—%ﬁp p=41

Utvofme nyni z rovnic definujicich zy (9) vyraz

+< I(me)
w+w——-24- u+VL—wzﬂ78m
_+ o I(me
R o

_wm

Predpoklddejme na okamzik poditek ve slunci a trans-
formujme na rotujici soustavu pomoci

E=1xcosnt + y sin nt

n = — & sin nt -} y cos nt
neboli
Et+im=(z+ e
. 3
Et+m=— (e 3 S 14 Vi—= 62) Z I(:;nel)gl(m*l)

m
+eo I(me) t

— 2 ¢! _Vl_ e“)z 1 gi(m— )t

m

Takto najdeme jednoduchym roz$t&penim

o 1(me)

3 + m—1
g:—ﬁwsH-U+W~@2 cos (m — 1) nt

+» I(me)
— —-(1 — V1= ——e’) 2 "“"1 cos (m — 1) nt

ae +o L(me)
=5 sinnt + o (1+V1——e“)2 m—1 " gin (m — 1) nt
m
a 4o L(me)
— 5@ —Vi= e‘) S -'%— sin (m — 1) nt,
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pii temz

1 me \! me \it2 1
I (me) = 37 [(‘2‘)—(*2—) TFD
me |+t 1
+('2’) 1.2G+1)( +2+“‘]
znaéf Besseliiv dikon prvnfho druhu. (V soudtech vynechati slusf
m=0.)

Sestavime-li termy jako dignitni a Fourierovy fady dle
potenci excentricity e a ndsobkl nf, nalezneme pro a — 1

u
§:1+§1:1—ecosnt—%(1—0032nt)

+ s—)f;a (cos 3nt — cos nt) +
o ce (10)

2
n=n1, :2esinnt+ﬁ4——sin2nt

3
+ 44 (7 sin 3ut — 9 sin nt) + . ..

jakozto hledanou rovnici kiivky, kterou opiSe ruSici planeta
v rotujicim systému. V&imnéme si, Ze je symmetrickd vzhledem
k ose £ Na obraze ¢is. 2. vyznalen perihel (p) a aphel (a).
Potdtek Casu polozen do priichodu 2% perihelem, nebot kladeno
! = nt. Takto zjednané koordinaty rufivé planety vsadime nyni do
pohybovych rovnic rozvinouce dle potenci excentricity. Rovnice
tyto, které az posud byly linedrni s koefficienty konstantnfmi
a bez druhého ¢lenu, zméni se v Euleriiv typ rovnic s druhym
tlenem, ktery tvoif pokaZdé aggregaty termi exponencidlnych,
resp. trigonometrickych. To usnadni integraci, kterd by jinak
jen variaci konstant byla moZnd — a vede k urdeni tak zvanych
vynucenych kmitd (obdoba z theorie struny), pfi ¢emZ i obdobu
resonance vytkneme.

Vzhledem k tomu, jak sejmuty v prvanim odstavei rovnice
systému v jedinou, pomocf fetené Hill-Brownovy substituce, na-
lezneme jedinou rovnici typu Eulerova.

Volme nyni zase podatek v t&zisti slunce-Jupiter, a transfor-
mujme pak koordinaty xyz,
resp. ve x, Y, 2
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o, 8¢ mneméni, p, piejde ve > =(z —r, — &)+ (y — n)°
-+ 2% i najdeme takto systém

éé—?ngj:a—g—Seycosnt—Se’ucos‘znt...

dxe
y + 2nx :%—Qg — 3e%u sin 2nt . . .
.8
F =%

20=2 4 +u(@+2)
¢ Qs
a=@+rnr)+y +2
E=@—r—&+ G —n)+
O =0 (z=0)
0 =10, (¢=0)
Ptejdeme-li zase k sousedstvi uréitého jinak libovolného
bodu @, y, 0 kladouce

Ix:a— Zi{;‘
=b— ,
= 7

nalezneme systém rovnic linedrnich, ale s druhym ¢lenem (typ
Euler).

E— 2 —Mf— Qn=K—xM— 1Q — 3e,uwsnt+..|.(11)
Nt omE— QE—Nqg=1L—xQ—AN+... [
Treti z rovnic

822
§=RcOS[t\/~;£——+—;:’§—+S}*)

Zbyva rozvinouti L, K, M, N, Q, které nejsou vice kon-
stantami dle potenmcf &, m, (resp. excentricity), a obdrzime se
zanedbanim druhé potence téze rovnice tvaru

§—— 2n{) — M§ — Qn = + ¢, cos nt + ¢, sin nt, (12)

N+ 20 — Q€ — Ny = + ¢, cos nt + ¢, sin nt

*) Na str. 181. 2. ¢isla Casopisu v druhém Fadku shora a v sedmém
zdola &ti tyZ argument co zde.

F= 4 (‘m) ¢ a8 jako dffve



kdeZ %, 2 voleno obdobné jako ve (4) viz (16).
K=K, + M§ + @7,
L =L, + @&, + N

&y M, definovany pomoci (10)

E=1+¢
N = M
1”1:_3*@——9;2)% + é—ts—u
@:+@@§ﬁwﬁ (13)
A;—*%E-F%—M

Ze stanoviska fysikdlniho fekli bychom, v pravo pristupuji
ke difve udanym sildm potencidlu (attrak. a centrif.) jesté sily
povahy periodické s periodou ob&hu rusivé planety (perioda
resonanéni).

Je dilezito pfFipojiti jedté pozndmku o tvaru rovnic (12)
Jak zminéno, omezili jsme se zatim na prvni stupeii excentri-
city. Dle zndmych principi o superposici partikularnich integrald
(partidlnich kmitii) moZno identickym zpiisobem prejiti k vy3sim
stupiiim excentricity, pe¢ujeme-li jen o to, aby v pravo rovnic (10),
(11) tak zvané druhé ¢tleny byly sefazeny dle mnohondsobnych
argumentd %n¢ (Fourrierovy fady). Tato okolnost ukazuje, Ze pro
cely poet stati jednou pro vzdy rozfesiti rovnice tvaru néco
obecnéjsiho

E—2nn — ME — Qn =+ ¢, cos knt + ¢, sinknt | «
N+ 20 — Q& — Nmp= + ¢, cos knt + ¢, sinknt |
K ieSeni sejmeme zase obé v rovnici jedinou pomoci

§ =&—uwmy u =§+

D*u, + 2n Du, + y—;‘—{ul (14)
M—N .
+(—T-— + Ql) A
-+ (¢; + ¢;7) cos knt 4+ (¢; + ¢48) sin knt = O.
*) ¢k obsahuji vedle rozvojii K, Z té% rozvoje M(§—=x), ... kde za

zivorky jest dosaditi termy approximaci dfivéjsich.
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w, =& + i = (4 4 Ci) cos knt 4 (B 4 Di) sin knt

Polomme o & _ in = (4 — Ci) cos knt - (B — Di) sin knt
nalezneme
[—a=Fn+ M)A + QC —+2n% D
—Cy= +(k*n*+M)B— 2n%*: C + @D
—c,=QA —2n*k B + (k*n%4N) C :
|—ca=2n"% 4 + @B + (n*%*+ N) D
Jest tedy vyéisliti determinanty
k*n® + M 0 Q 2n2k
0 E*n® 4+ M — 20% Q
Q — 2n%k a4+ N 0
2n%k Q 0 nik® 4+ N
= [(%* 4+ M) (0% + N) — (* + 4n'k)]?
— ¢ 0 Q 2n%k
—c, k@t M— 2n% Q
— — 2n% k*n®* 4+ N 0
— ¢ Q 0 nk® 4+ N
= [2n% ¢, + ¢; Q@ — ¢, (W%* + N)][(n%?® + M) (n*k% 4+ N)
— (Q* + 4n*k%)]
B4 M —c . @ 2n%k
0 —c — 2n% Q
Q —c¢ kEW*+ N O
2n%; —ec¢ - 0 n%* + N
={Qc; — 2n%cz; — c, (n*k* + N)] [(»%* 4+ M) (n*k* 4+ N)
— (Q* + 4n%?)]
k*n® 4+ M 0 — ¢ 2n%k
0 Enm?4+ M —¢, Q
Q — 20% — 0
2% . 0 —c¢ w24 N
=[Q¢; — 2n%c, — (n%2 4+ Mec,)] [(n*k* + M) (n%* 4 N)
— (Q* + 4nth2)]
k*n® + M 0 Q C—0
0 4 M — 2% —oc,
Q —2n% kw2 4+ N —uq
2n% Q 0 — ¢

= [2n%k ¢, + Qc, — ¢y (%2 + M)] [(n%k* 4 M) (n%* + N)
— (Q* + 4n*k?)],
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tim nalezneme
20y + ¢, Q) — (n%* 4 N)c,

S @) 0+ W) — @+ Q)
B— Qc, — 2n%ke; — ¢, (n%%® 4 N)

(n%k* 4+ M) (n*%* 4+ N) — (dn*k* 4+ @) . 15)
0= Qc, — 2n’kc, — (%k* 4+ M)e,

(n*h* + M) %2 4 N) — (4n*h? 4+ Q*
2nhe, + Qc, — (0 4 M) ¢,
(n%Q + M) (n*h* 4 N) — (dn*k® 4+ %)

Specielné v centrech libraénich syzygetickych L,, L,, L, plati
dle odstavce prvniho @ — O, bude tedy

20key — ¢, (n*k* + N)

A= G M) (0% N) — At
B—_ 2n%kc, -+ (n%* 4 N) ¢,

(% 4+ M) (n%2 4+ N) — 4dntk®. (15%)
0= _ 202k ¢® 4+ ¢y (W% + M)

n*%* + M) 0% &+ N) — 4n'%?

D W% e, — ¢, (0% + M)
(n%%E - M) (n°k* + N) — dn'k®

I zni celkové Feseni pohybovych rovnic v obecném piipadu
x=a—x - G cos hyp h;t + H sin hyp h,t + E cos hyp h,t
+ Fsinhyp hot + S A cos knt + 3 B sin knt

1 1
y=>b— A4 G'cos hyp h,t + H' sin hyp h,t + E cos hyp h,t (16)
+ F' sin hyphqf-;-jf’ C cos knt + 3 D sin knt
1

z:Rcos( \/l ”—i—S)

Pii tom je:

_Lo— KN
QQ

__KoQ—Lol‘_f

h= S

27
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Zaroveli poznamendvdme, ze berou-li se v tvahu vy$sé po-
tence excentricity nez druhého stupné, jsou pak funkce M, @, N,
K,, L, hy, h,, které intervenuji v rovnicich (5) (15) (16), o termy
zminéného fadu (ue?) od onéch pro kmity volné (6) odchylnymi
tvar feeni zistane identicky.

Excentricitou drahy ruivé planety vynucené kmity jevi se
tedy obecnd jako termy ryze trigonometrické periody ob&hu planety.
Naskytd se otdzka, kdy mize vzniknouti pilisobeni takové, ze
termy perturbatni obsahuji ¢as mimo funkce trigonometrické.
Stane se to — jak z theorie linedrnich differencidlnich rovnie

zndmo — tehdy, je-li koefficient ikn, n — - = Vidpu u argu-

mentu ¢ hyperbolickych funkei pravych stran druhého ¢lenu
(rovnice 14) kofenem rovnice charakteristické (5) (resonance).
M4-li tedy naSe biquadratickd rovnice (5) koien ¢kn. Bu-
deme dile v specielnich pfipadech vySetfovati, kdy je to mozné.
— Jinak lze téz ¥ci, resonance nastane, vymizi-li jmenovatel
nafich koefficientd 4, B, C, D. Pak jsou amplitudy oscillaci
nekonetné veliké. Pak nutno klasti za partikularni integrdl ne jiz

(4 + C%) cos knt + (B + Di) sin knt,
t (4 4 C%) cos knt + t (B -+ Dv) sin knt.

V tom piipadu porufuje vliv excentricity planety rusici
stabilitu, an rostou koordinaty s &asem do nekonena. V astro-
nomii zoveme terhy tohoto tvaru smifend saeculdrni.

VySetfujme nynf, miize-li nastati zmin&€nd instabilita reso-
nanénf. Piedev§im najdeme pro body L,, L,, L;, ze dle nasich
vyrazi pro .? (b*) nemize nastati instabilita pro mald u, kterd
nés hlavné interessuji. Za to pf.pro L, u = 2. V bodech L,L,
bylo nalezeno ‘

nybrz

T =

bVETou
Jak patrno, je perioda 7, nekonetné dlouhd pro u =20,
to odpovidd tomu, e dle naSeho vyrazu pro osy jedna
a? 1
% Bu
redukuje se viak cely problém na pohyby dvou téles (neruSené,

osa protahlé ellipsy roste do nekoneéna Pro n =0
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Keplerovy). 1 pravi naSe analysa asi tolik, Ze pocdtetni
podminky pohybu jsou takové, jaké odpovidaji pohybim
Keplerovym. Instabilita resonan¢ni v piipadé periody z nenf
moznd.

Pro 7, nalezeno v bodech L,, L;, 7, = ¢ (1 4 3'375u),
takze pro p =0 je
2 _  __ 2m

2:1, T =Ty — — = N.

Zdalo by se tedy, Ze nastivd ndsledkem resonance instabilita.
Ale neni tomu tak vzhledem k tomu, Ze jednd se o svrchu
zminénou singularitu @ — 0. Skutetné zistdvaji 4, B, C, D
koneénymi.

Shledavdme tedy, ze v bodech rovnovdznych instabilita na-
sledkem resonance je vylou¢ena (pro velmi mald u).

V obecném piipadé dény body resonanini instability velmi
slozitou kiivkou o rovnici

flxy) = % + M) n%? + N) — (4n*k* 4+ Q% = 0.
P#i tom jsou M, N, @ dény pomoci rovnic (1). Kfivka jest

jmenovatel amplitud vynucenych kmiti (15), jinak feceno. je to
charakteristickd rovnice (5), klademe-li v ni % = ikn.

Pfipomindme je§té, Ze pii odvozeni vzorcl (16) nikde
nebylo rozvinovino dle potenci hmoty, takZze vyrazy odvozené

plati i pro w libovolné veliké, resp. — 1 (Darwin L e ‘u:%).

Nage obecné vzorce nutno pak dle pifpadi specialisovati.
VSimnéme si zv14sté ndsledujici okolnosti. Jezto v pravo diffe-
rencidlnf rovnice (3), (14) piistupujici rusivé sily periodické po-
vahy (druhy ¢len) jsou ndsobeny hmotou, bude obecné jich vliv
na vysledek integrace takovy, Ze vynucené kmity budou ¥ddu
hmoty, tedy resp. celkem malé. Skutetn& obsahuji koefficienty
Citatele, které jsou linedrnfmi formami ¢, jeZ samy p jako
faktor obsahujf.

Tedy A4, B, C, D jako funkce argumentu x maji nullovy bod
prvého fadu w = 0. Po oddé&leni faktoru u zbyvaji obecné holo-

~morfnf funkce téhoz argumentu v okolf uvazovaném. Ale vhodnou
27*
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volbou parametri ostatnich, od nichz tyto funkce visi, stanou
se zminéné funkce meromorfnimi, vykazujice p¥. pdél prvniho
fddu u = 0. :

Snadno najdeme, ze tomu tak prdvé v bodech L,, L,, L,
L,, L,, které po této strdnce singuldrnimi se jevi. JeZto pak
zkréti se w v Citateli i jmenovateli, prestdvaji byti vynucené
kmity fddu hmoty a stanou se velmi znainymi, fadu excentricity,
coz i jinak v poslednim odstavci odvodime.

3. Specialisace. Zaveér,

Bychom nynf pfesli k specialisacim, uvazme napied vrcholy
rovnostrannych trojihelnikt L, (horni znam.), L,. Zde méame

n=2a4w v=2a4w o= a—pn

Dosazenim do naSich vzorct (15) najdeme pfedeviim, Ze hmota
se krdti a ze (horni znameni vzdy pro L)

‘A:—%e, B=T\3e C= _T_%%e, D=—c¢e
o _ .38V3 9
2 :_"1—8‘“’7 Cp = ’*2**3.“: Cs = + —\i_e.‘h Cy = _"Q'/"’e

Vzorce (16) ddvaji pak pro vynucené kmity:

r=. . .—ﬁ%g—ﬂ$\/§esinnt
3 1o
y=. . ._T_\gecosnt-{-esinnt

Prve neZli vzorce zkusime prakticky, odvodime vysledek jesté
jednou, cestou geometrickou. Za tim telem dokdZeme jedno-
duSe — zpisobem odpovidajicim naSemu tkolu — jistou vétu,
jinou cestou odvozenou jiz Lagrangem (voir Laplace Méc. cél. 1V.,
Lagrange Oeuvres VI. p. 320., Tisserand I. p. 181.):

Jmenujme koordinaty Jupitera (rusivé planety) vzhledem
k bodu (1, 0) &, #,. Pfi tom pfedpoklidejme — jako az posud
— rotujici systém Hilldv definovany v prvnim odstavei. Potdtek
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budiz na okamzik v slunci (télese centrdlnim). Hledejme koordi-
naty bodu, ktery tvoif se sluncem a Jupiterem (v ellipse) usta-
viéné rovnostranny trojuhelnfk.

// \
/
/ \ :
N
T T t
Ly © L, (12( /1 L,
\;\‘ l/,/
\ ,‘/

Obr. 3.

Tvrdime, %e geometrické misto téchto bodd bude ellipsa
shodnd s ellipsou Jupiterovou (systém rotujici, uzavfens ktivka)
jen o 60° pritocensd a miffef k slunci (viz obr. 3.). Skuteéné
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najdeme transformaci soufadnic, zveme-li koordinaty hledaného
bodu

. 1 2 iy 2
(1 +§1)Q+"7?=(?+ 5_1_ g1)+(i‘?+"7""71)
=14 &)+ 7. g.ed
Navazeme-li nynf naSe variace & 5 ne jiz na klidné centrum
L,,L,, nybrz na nalezené centrum pohyblivé (v ellipse), najdeme
skuteéné tytéZ vzorce pro vynucené kmity. NapiSeme dokonce
ihned vysledek pfesnéji az na IV. potenci excentricity exklu-
sive se zanedbdnim velitiny &e:
£=...— 2 cosnt T3 e sin nt — ¢? 1 —cos2nt
2 4
o\/3
+ g/ 3 sin 2nt
——ie3 (cos nt — cos 3 ni) Iy;ge“ (7 sin 3nt — 9 sin nt)
48 48
_ o /E
y=... -T-\g e cos nt + e sin nt:ﬁ_}l/_i’» (1 — cos 2nt) (18)

o Vs

+ 3 sin 2nt F %I e3 (cos nt — cos 3nt)

3

+:~8(7 sin 3nt — 9 sin nt).

Obdobnym zpiisobem bylo by lze postupovati u ostatnich
center Lagrangeovych, nebof i zde existuji obecnd FeSeni kuZelo-
selkovd tif téles na pifimce (general straight line solutions).

Ob& télesa, hmota nullovd (v bodé L,, L,, L,) i rusici,
opisuji ellipsy kolem slunce, ale tak, Ze ustaviéné zistdvaji na
pfimece a proporce radiii vektord zachovédvaji touz hodnotu (srv.
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Euler, Considérations sur le probléme de determiner les mouve-
ments de trois corps qui s’attirent mutuellement, Berlin, Histoire
de T'académie des sciences 1763, T. XIX).

Obdrzime tu po snadné dvaze se zanedbdnim velifiny e
tyto hodnoty vynucenych kmitd:

V bodé L,
17/ 2
X :...[1—— (—‘g-) /3...] | —ecosnt — % (1 — cos 2nt)
3
-+ %64—(003 3nt — cos nt) + . . .}
1/ 0
y=... [1 — (g_) s ] {2 sin nt +- Z— sin 2nt
ed .
+ —2*4— (7sln 3nt — 9sin %t . . .’
v bodé L, (19)
, 1,
J«‘:---(l—f-(-g—) 3) {-ccosnt—e"’sin‘lnt...}

_ un\s . et .
y_...(1+(3) ) {chz;znt+T32112nt...}
Konetné pro bod L, bude:

7 .
;n:...~(l~—ﬁy...) [—ecosnt —e*sin®nb. .. |}
— ! % sin nt + o sin 2 '
y_,..—1—1~2—‘u... {e.sznn+4 sin 2nt . . .}

Srovndme-li oba vysledky (16), (17), (18), (19), shleddme :

Predpokladem exentricity drdhy rusivé planety mizi
smysl pevného librainiho centra (L), a zbjvd jediné (existujict)
centrum pohyblivé, volné oscillace satellitd v jeho okoli jsou
tytéz jako v okoli cemtra pevného.

Pohyblivé centrum jakoby strhuje s sebou nejbliz&i okoli
roviny.

Piimy dilkaz véty obdrzime bud dosazenim (18). (19) do
rovnic differencidlnich (11), neb jeSté kratéeji, uréime-li, vycha-
zejice z daného bodu roviny integraini konstanty rovnic (16),
(17), (18), (19).
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Proti tomu v p¥{padé obecném nutno uziti vzorci (15), (16).
resp. naznalenym zpisobem (odstavec 2. pag. 415.) prejiti k dal-
§im partikuldrnim feSenim vy$Sich stupiii excentricity. P¥i tom
nejvyhodnéji sefaditi vZdy ¢leny dle mnohondsobnych argumenti
knt, a pak cely potet uletfen redukuje se vidy jen na dosazeni
do schematu vzorci (15), (16).

Prejdéme nyni k f4dovému ocenénf formuli zjednanych, Pied-
stavme si konkretni pfipad: meteorit neb malou planetu v okoli
L,L, systému slunce-Jupiter. Zde je u =10—% e = 004.
Distance ©Y. obnadi 778,10¢ km — 8.10% km.

Potidme si napfed tabulku
hodnoty zanedbané

e — ——

£ et &2 e ue
10—3 = 800000 %m 0000003 10—¢ 2—!' 10—¢ 10-¢
10—¢ = 800CO 10-%  2-110—°> 10"
10-5 = 8000 , 1010 2-1 10— 10—
106 = 800 , 10-1* 2-110-7 10-*
10-7= 80 , 10— 9-110-8  10—1°
10— = 8 10~ 2-1 10—2 10—

UvaZme, ze pétimistny kalkul na obloukovou sekundu
pfesny odpovidd asi p¥esnosti mikrometrickych méieni téliska
pozorovaného (resp. fotografovaného). Dle tabulky najdeme, Zze
theorie vzorci (18) bude odpovidati dotud pfesné méFenim,
dokud bude & << 800.000 km, coZz je obor velmi §iroky — asi
dvakrdt vzddlenost zemé-mésfc. Pii tom jen kmity neméii-
telné mikrometrem zanedbdny. Vidime téz dle vzorce (18), Ze
kmity vynucené excentricitou drahy ‘Jupiterovy nejsou nikterak
malé, jsouce, jak zminéno, fidu excentricity, t.j. asi 32,000.000 k.

Uzije-li se jen vzorc (17) aZ na e? sprivnych, mozno
¢ekati jen pfresnost méfeni v obloukovych minutich. — Ostatné
poutuje tabulka je$té o nétem jiném: '

PoloZzme § = 0, t. j. pfiblizme se k pohyblivému centru L,, L,.
Pak existuji jediné kmity vynucené. Vzdalujeme-li se od centra, pfi-
stupuji k nim kmity volné, zprvu daleko nepatrnéjif amplitudy
neZli ony vynucené, aZ ve vzdédlenosti asi 32,000.000 km do-
sdhnou téZe Fddové velikosti.
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Aby 1d§ ndzor o pohybech téliska v okoli L,, L, uvaZzova-
ného konkretniho systému slunce-Jupiter byl uplny, piedstavine
si, Ze télisko neni piesné v roviné drahy Jupiterovy a pii-
tom blizko pohyblivého bodu L, neb L, v mezich udanych
svrehu £ << 800.000 Zm. Jaké oscillace pak vykonavd?

Predem oscillace volné s amplitudou << 800.000 &m a
periodou dle podateénich pohybovych podminek bud z, — 144 let
slune¢nich, neb 7z, = 12 let, neb oboji. Déle oscillace vynucené
s amplitudou ¥Fddu excentricity drihy Jupiterovy, t. j. asi
32,000.000 %km a periodou obéhu Jupiterova 12 let.

Oboje oscillace dé&ji se v roviné £n. Ale dle p. 180., 414.
sklddaji se v pohyb Sroubovy a to tak, Ze celd rovina &y kyvi
kolem roviny drahy Jupiterovy podél osy Z nahoru a dold
s periodou obé&hu Jupiterova

. 27 Q7
T V1 o 1
Vit \/‘i‘ '5—3' -+ ‘—l%
1

T

92

12 let.

Na konec uvazme je§té ptipad meteoritu v blizkosti centra
L, systému zemé-slunce (Gegenschein). Zde platf zase naSe for-
mule (15*) (16) dfive odvozené, jichz dal$i specialisaci pfene-
chiavdme Ctendfi. Jako vysledek vyjdou formule (19). Vzhledem
k tomu, Ze je e = 0006, lze se spokojiti s prvni potenci excen-
tricity, w = 83— 10—° Pokud se tykd platnosti vzorcd, shleddme
snadno, Ze sahd pii pfesnosti méfeni na 1” as na vzddlenost
15. 107/103 = 15 . 10* km od centra. Amplituda vynucenych
kmiti je zde asi 900.000 Zm.

Pojem rychlosti v nové mechanice.
Prof. Dr. Arnost Dittrich v Tteboni.

Myslenka, Ze rychlost svétla jest neptfekroéitelnou hranici
pro vSechny rychlosti hmot kol nds, jest ve sporu s ndzory klas-
sické mechaniky. Existuje dokonce — dnes zapomenuty — dikaz,
Ze pojem nejvétsi rychlosti obsahuje logicky spor. Dikaz ten
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