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‘R07delem n-tych potenénich 7l)ytku pro prvociselny
modul. N

Dr. Karel Koutsky, profesor &es. reslky v Hodomué

Uvod. -

1. BudiZz n né&jaké celé a kladné &islo, p pak budiz liché prvo-
¢islo > 1, tak, Ze nejvétsi spoleéna mira &isel n, (p — 1) jest: .

u=(n, p—1) o (1)
Z této relace pak plyne, Ze &islo (p — 1) jest délitelno éislem

U, coz lze psati: .
ul(p—1). (1)

n-tym potencnim charakterem néjakého Cisla a—,_O (mod p)
nazyvdm pak hodnotu z, spliiujict kongruencs: :
r—1

r=a”

‘(mod p). (2)

Umocnime-li tuto kongruenci éislem g, potom vzhledem k Fer-
matove poudce obdrzime:

a# =1 (mod p) , (3)
z ehoZz pak plyne, Ze kaZdy m-ty potenéni charakter néjakého
¢isla == 0 (mod p) jest kofenem této kongruence (3).

Vzhledem k vztahu (1’ ) ma kongruence (3) pravé p vza]emné :
nekongruentnich i od nuly odli$nych kofeni (mod p). Je-li nym
e ne]aky primitivni kofen kongruence (3), t. j. cmlo, které patn
prave k exponentu y, t. j. &islo, jehoZ Zidnd niZsi aZ teprve u-ta
mocnina jest kongruentm s + 1 (mod p), potom viechny. kofeny
kongruence (3) jsou obsaZeny v fads:

o\ 0% ¢%....¢Y, ¢#=1 (mod p) G
Zadné dva ¢leny této fady nejsou spolu kongruentni (mod p),
nebot jinak ¢ by patfilo jiz k niz8imu exponentu ne% u, coz viak

- podle predchoz1 umluvy jest vylou¢eno. Ponévadz pak tyto kofeny .

jsou, jak jiz bylo fefeno, n-tymi potenénimi charaktery éisel
" =l=0(mod-p), plyne odtud véta:
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Poéet rozlicnych n-tych potenénick charaktery vSech éisel me-
kongruentnich s nulow (mod p) rovnd se éislu u

Potom ale pro ka#dé ¢fslo a=|=0 (mod p) lze nalézti jisté celé
a kladné &islo 1+ << /4 tak, aby platxlo '
p=1 ‘
a ¥ =o' (mod p). (3)

Kongruence tato jest jisté FeSitelnd podle @, nebot ¢¢ jest

(pro kazdy exponent 1) vidy Z)——Ll -tym potenénim zbytkem (mod
o

P), a proto kongruence (5) ma4. pravé rozliénych kotend;
. plati totiz:

. p—-1
p—1

() * = (¢ =(e")i=1 (mod p)

-Z toho pak plyne, Ze vechna ¢isla ='= 0 (mod p) rozpadaji se
podle svého n-tého potenéniho charakteru (mod p) na p skupin tak,
.p—1

u

2e kazdd z téchto skupin obsahuje prdvé vzdjemné nekon-

gruentnich élent (mod p).

) Poznamky a) Cisla, jejichz n-ty potencni charakter (mod p)
rovna se p* =1 (mod p), jsou n-tymi potenénimi zbytky (mod p).
b) Cisla kongruentni s nulou (mod p) nemaji (podle predeslého)
vibec zadného n-tého potenéniho charakteru (mod p). Mohli
bychom v8ak analogicky fici, Ze n-ty potenéni charakter ¢isel
kongruentnich s nulou (mod p) rovna se nule (neni v fadé (4) obsa-
zenjr), misto toho viak z divodi, které se ukazi pozdéji, fikame,
Zze n-ty potenéni charakter (mod p) ¢isla kongruentmho
s nulou (mod p) jest nultého stupné (mod p).
Obracend pak,-jestlize nm-ty potenéni charakter né-
.jakého &fsla jest nultého stupné (mod p), potom toto
é¢islo jest kongruentni s nulou (mod p). =
¢) Samoziejmé jest dale, 7e kardd dvé kongruentni &fsla
(mod- p) maji tentyZz n-ty potenénf charakter (mod p).

- d) Pro n=pu =2 dostavime pak kvadratické charaktery
éisel. Charaktery jsou tu dva, totiz:
- et=—1;¢’=+1 (mod p)

ktere se ob)éejné symbohsup Legendreovym symbolem (; )
2. O kasdém éislu a == O (mod p), které splivuje. vetah: =

p—1 p—1 p—1

¢ TR+ ety =
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' it Pl

=@+k—1)"==(@+k) " (modp), - (6)°

kdez k jest néjaké celé a kladné éislo, Fikdm, Ze jeho m-ty potenéni
oharakter jest k-tého stupné (mod ).

Cisloa = — 1 (mod p) ma n-ty potenéni charakter privé 1.
stupné (mod p), nebot predesly vztah ]est splnén' pro k = 1, ni-
vsak pro k> 1.

- Kazdé jiné éislo a ==
dspon 1. stupné (mod p)
vyssiho, nebot vztah (6)
E>1. -

Cislo 0 (mod p) spliiuje té% vztah (6) pro k = 1, nikoliv vSak
pro k > 1, a patiilo by tedy vlastné mezi &isla, Jepchz n-ty po-
tenéni charakter jest pravé 1. stupné (mod p). AvSak viechna
¢isla ='= 0 (mod p), jejichz n-ty potenéni charakter jest bud prvniho
anebo vyssiho stupné (mod p), daji se vyjadFiti jistymi kongruen-
cemi, z nichZz viak Z4dnd neposkytuje ¢islo 0. Tvorif tedy éislo 0
(mod p) jakousi skupinu samo pro sebe a z tohoto divodu #{kdm,
ze n-ty potenéni charakter &isla 0 jest nultého stupné (mod p).

3. Uvazujme nyni dvé sousedni celd ¢&isla a, (@ + 1), z nichz
ani jedno neni kongruentm s nulou (mod p) a jejichZ n-té potencm
charaktery budtez g, o*. .

0 (mod p) ma n-ty potendéni charakter
t. j. bud pravé 1. stupné nebo stupné
jest splnén bud pro £ = 1 nebo pro

Symbolem: _
i1 = (¢' ") (7).
oznaéme podet dvojskupin a, (e + 1) v fadé: )
1, 2 3..... ,p—2,p—1, . X (8)

z nichz prvni ¢islo ma n-ty potenéni charakter g, druhé &islo ma
pak n-ty potenéni charakter o*.

Obecné pak jest: zir 3 i a obdrzime tedy u? hodnot i,
pro n&: stanovime urdité relace. :

4. Vyjadteni ¢isel, jejichZ n- ty potenéni charakter
jest pravé 1. stupné anebo aspon 2. stupné. '

Budiz a ¢islo, které vyhovuje kongruenci:

S autr=a + 1 (mod p),

z niz plyne:

a

vt —1 (mod p). ‘ 9)
Pfi tom ¢ jest néjaké promenhfre dslo (mod p), s pak urdité &islo
z fady 1, 2, 3,...., 4 a u &slo, ]ehoz n-ty potenéni charakter .
(mod -p) ]est pravé g .
p—1 . . )
=p (mod p) o (10)

5%,

"e.
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" Necht t jest nyni jakékoliv éislo, kongruence (9) nikdy ne-
poskytne éislo a, jez by bylo kongruentni s nulou (mod p). Jest
tedy zcela obecné: a =[=0 (mod p). V tom lezi pravé diavod, pro¢
o n-tém potenénim charakteru éisla 0 (mod p) fikdme, Ze jest nul-
tého stupné (mod p).

Je-li viak ¢=0 (mod p), potom kongruence (9) pro jakékoliv
¢islo s vidy poskytne a = — 1 (mod p). Obracené pak kongrueuce
= —1 (mod p) ma za svij nasledek, podle kongruence (9), t =0
(mod p). — Ponévadz vSak ¢éislo (— 1) nemizZe stati na prvnim
misté v nasich dV0]skup1nach (@, a + 1), vyluéme toto é&islo ze
svych tvah, coz ma za nasledek ¢ =/= 0 (mod p).

Mimo to v kongruenci (9) nesmi byti jmenovatel zlomku
na jeji pravé strané byti kongruentni s nulou (mod p), nebot to
by -vedlo k nesrovnalosti. Ptistoupi tedy k nas$i kongruenci (9)
jesté podminka:

. t(ustr — 1)==0 (mod p) - (9)
Kazdé ¢&islo a reprodukované kongruenci (9) za podminky

(9'). jest nyni kongruentni (mod p) s jednim a jen ]edmm éislem
fady:

a muZe tedy stati na prvnim misté ve skupiné (a, @ + 1), kterou
poditdme do poltu z;r = (0%, oF).

'Z kongruence (9) pak plyne déle:

us" ’ .
a—+1 = (mod p) (11)

Hledejme nyni vztah mezi n-tymi potenénimi charaktery
¢isel @, (@ + 1). Tu bude:

p—1
p—1 u
—_— sgn “
(@+1)* = (u );_—l(modp)
(ustr — 1)

¢ili vzhledem k podmince (9') a relaci (10) téz:
- pd 1 -l p—t :
b g o g M s <

@+ 1) F =¢(gmg) © —a” .o (mod p)  (12)

-Je-li nynf n-ty potenéni charakter &isla a rovny ¢!, n-ty

potenéni charakter &isla (a 4+ 1) bude oi*s, takie &islo a bude

. patfiti mezi &isla skupiny: : .

' Zi i4s = (0%, o'+‘) (13)
pHi cemz 8 jest né&jaké pevné &slo v mezich [1, 2. s 4]

L d
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Z toho jest ziejmo, Ze pro s=|=0 (mod u), kongruence (9)
udava d&isla, jejichZ n-ty potenéni charakter jest pravé 1. stup-
né (mod p), naproti tomu pro s =0 (mod p) kongruence (9) re-
produkuje &isla, jejichZ n-ty potenéni charakter jest aspon 2.
stupné (mod p).

Jestlize nyni éislo ¢ probiha vSechny mozné hodnoty 1, 2,..., u,
potom vyraz: :

é‘ﬂ
in,m (19

udava podet viech nekongruentmch ¢isel a, jez jsou reprodukovana,
kongruenci (9) za podminky (9’) pro konstantni s.

Pri tom indexy u veli¢in z; i4s nutno vziti in modulo .

Tento podet &isel réprodukovan;’rch kongruenci (9) lze snadno
stanoviti.

Maji-li dvé &isla ¢,, ¢, vésti podle kongruence (9) k témuz &islu
«. musf byti splnén vztah: :

1
w1 w1

(mod p).

z néhoz po tpravé .plyne:
t,* =t," (mod p).

Tato kongruence jest ale nyni felitelnid. Pondvadz: ¢, ==0,
t, =|== 0, moZno ji psati v tvaru: A
L\"
2} =1 (mod p)

a tu lehce, vzhledem k relaci (1), vidime, Ze tato kongruence ma
pravé p vzajemné nekongruentnich kotent, udanych fadou (4),
takze ]est

b — ¢/ (mod p),

Iy . .
¢ili: _ i=L2,..,u

o t,=0¢ ., (mod p).
Jestlize ¢ jest nyni &islo, které vede k &islu a, potom k temuz

¢islu a vede  nekongruentnich hodnot, totiz:

t.o, t.0% . ., t.0¢7L, t.pr =1 (modp) (15)
Nyni jest tfeba Stanoviti pobet piipustnych hodnot . Vy*-:
loudeny jsou pro ¢ jen ty hodnoty, které odporuji ppdmince (9').

Nejprve jest to hodnota ¢ =0 (mod p) a potom hodnoty splnujim

kongruenci:
usr = 1 (mod ) (16)
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Aby tato kongruence byla FeSitelns, muselo by u* byti n- tvm
potenénim zbytkem (mod p), t. j. muselo by platiti: :

p—l
, (@) * =1 (mod p),
¢éili vzhledem ke kongruenci (10) téz: .
¢'=1 (mod p).
PonévadZ viak ¢ patii pravé k exponentu p, predesla kon-
gruence bude splnéna jen tenkrate, bude-li:
" s=0 (mod u p)

Tedy pokud jest: s==0 (mod u), vylouéena jest pro ¢ jen jedna
hodnota, totiZ: =0 (mod p), takze podet pripustnych hodnot ¢
jest udan éislem (p —1). .

. Jeli vBak s=0 (mod z), potom mimo hodnotu 0 Jest vy-
loudeno jesté dalSich u hodnot, které spliiuji kongruenci (16),
takie podet pfipustnych hodnot ¢ rovna se v tomto piipadé &islu
(P—1—up)

Z téchto piipustnych hodnot pro ¢ vede jich vzdy nk témuz
¢islu a, takZe pro vyraz (14) dostavame relace: :

a) pokud jest:

s==0 (mod ,u)
¢Gili:
s=1,2,3, ..... ,‘u—l
 plati:
14 p_l .
X;q = -— 17
. ; ,i+8 /—f' ( )
b) je-li viak: ‘ ) ‘
‘ 8§=0 (mod u), -
-'»platl .
_p—1_
ZTM+a—x1,1+xzz+x3.x+ ----- +xu,ﬂ=T_‘l- (18)

Indexy pii veliéinach z; i, nutno oviem vziti (mod u). Takto.
jsme zfskali-u nezdvislych rovnic pro u?* nezndmych. Ze. rovnice
tyto. jsou’ skutetné nezavislé, plyne ]1i z té oko nostl Ze kazda
zZ mch obsahu]e jiné nezndmé. -

"Poéet nekongruentnich é&isel, jejichz n-ty po-
'tenéni charakter jest pravé prvniho stupné (mod p).
fslo, Jehoz n-ty potenéni charakter jest pravé prvniho stupné

(mod p), musi spliiovati vztah (8) pro k = 1. Musf tedy byti:

p—1 r—1

a’==(@+1)" (mod p),
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tedy cat =oh (@4 1) * = pit® (mod p)
kdez:
8=|=0 (mod pu).

. Snadno pak vidime, Ze podet vzdjemné nekongruentnich &isel,
jejichz n-ty potencm charakter jest pravé 1. stupnd (mod p) a.
kterad jsou pii tom obsaZena v fadé 1,2,..... , » — 2, jest udan
soudtem rovnic (17) pro viechna prfpustna 8; obdrzime tedy:

o _ (=1 (p—1)
_Z ;xz,wa = T

Poéet viech mekongr. Cisel, jejichi n-ty potenéni charakter jesi
prdvé proniho stupné (modp), jest pak o jednotku vétsf, nebot pii-
‘stupuje jesté &islo (p — 1), které nemiiZze stati na 1. mists v nadich
dvojskupinach (a, @ 4 1). Tento potet jest pak udan ¢islem!

WfU@~D
s

Pozné,mka,:‘ Pro n = u = 2 obdrifme é&isla, jejichz kvadra-
ticky charakter jest pravé 1. stupné (mod p).!) Jejich podet jest
pak vyjadfen &islem: :

(19)

p=1 _r+1
2 2

- 6. Potet nekongruentnich d&isel, jejichz =n-ty po-
tenéni charakter jest aspoini 2. stupné (mod p), jest udén
rovnici (18). Tento potet mozno téZ vypoditati, jestlize od podtu
viech éisel, jeZ nejsou kongruentni s nulou (mod p) odedteme po-
det &isel, Je]mhz n-ty potendni charakter jest pravé 1. stupné (mod

p).V obou piipadech obdrzime tentyz vysledek takze podet véech .
nekongruentmch Cisel, jejichZ n-ty potenini charakter jest aspow 2.
stupné (mod p), jest udan ¢&islem:

p—1_ - . © . (20)
ll,l R

-Pozndmka: Pro n'= u = 2 obdrzime pocet nekongr. &fsel,
"jejich kvadraticky charakter jest aspoti 2. stupné (mod p). Téchto

“1) Pojem ¢&isel, jejich% kvadratlcky charakter Jest k-tého stupns (mod p)
a ktera tedy vyhovu)i vztahu (6) pro 4 = 2, jest uplné totoZny s pojmem
&isel k-tého stupné, tak jak jsem ho uZival ve své prici: Pozndmka ke kvadra-
tickému charakteru tisel. (Casopis pro p¥st. mat. a fys., rod. 58, str. 42—52,
Praha 1929). Podobn$ viz moji praci: O kvadratickém chamkteru é&tsel a zobec-

néni jisté Lagrangeovy véty o rozdéleni kvadratickyjch zbytkeu, kterou jsem.

préve predloZil C‘eske*»Akadenm v&d a uméni v Praze.
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¢isel jest praveé %(p—- 1)—1 = }(p—3). Jsou to pak ona clsla jez
jsemnazyval v jiz citovanych pramch 01sly asponi 2.stupné (mod. p).

7. Uréeni hodnot z; ;= (¢,
Uvazujme nyni viechna cisla ktera spliiujf kongruenc1

p—1 'p -1

(@+1) " =¢a’” (mod p) (21)
jez jest totoznd s kongruenci (12). -
O této kongruenci mozno dokazati, Ze:

a) podet jejich kofenti rovna se: _}7_;_1_, je-li: s == 0 (mod u);

- b) potet jejich kofenu rovnd se: r=1

(mod ).

"~ Dtkaz byl jiz vlastné proveden béhem predeéleho vySetio-
véani. PonévadZ viak tato okolnost jest pro nas velmi dilezita,
provedme diikaz novy.

‘Kongruenci (21) jisté nespliiuji hodnoty: a =0, — 1 (mod p),

nebot to by vedlo k nesrovnalostl Délme tedy tuto.kongruenci
p—-l .
“

— 1, jeli: s=0

01slem a * a tak ziskdme:
) Top—1 l’—_l

y " _:_(1 + %) * = g* (mod p) (22)

Ponévadz pak ¢* jest m-ty potenéni charakter (mod p), coz

' zn;amené,ie o jest tér L— -tym potenénim zbytkem (mod p),

ma pfedéélé kongruence pravé ——;;1— kotent. Budiz y, jeden -
kofen této kongruence. Potom jest: .

. :
=1+ P (mod p)
~ ¢ili ‘

aé 1—— (mod P) ' o (22')

) Ma li viak tato kongruence miti vyznam, nesmi v ‘nt byt1
=1 (mod p). .
A skuteénd pokud ]est 8§==0 (mod p), Zadny z kefenti kongru-
ence (22) nenf kongruentni s —{- 1 (mod p), a tedy kongruence (22" ) :
poskytuje tolik hodnot @, kolik jest hodnot y, a téchto jest:
—LL, ¢imz dokazana prvm dast. naéeho tvrzeni.

¥,
"~
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Je-li viak: s =0 (mod 1), potom jest p* =1 (mod p), a jeden
koten y, kongruence (22) jest kongruentni s jednotkou (mod p).
Tento kofen pak nevede podle kongruence (22') k Zddnému ¢&islu a.
p —_—

Zadny z 1 _ 1 zbyvajicich kofend y kongruence (22) pak

neni kongruentni s jednotkou (mod p) a kaZdy z nich vede pak
k jednomu é&islu a, ¢imz dokézdna i druhé ¢ast naSeho.tvrzeni..

Necht kongruence (21) mé d kofent: ‘
) Ay, Ag, Qg5+ - - - & > Ad—15 Ad, (23)
. —1 —1
kdez:d = —gﬁ ----- -, pokud: s=|=0 (mod ), resp.: d = »—?i;»— -
je-li: s =0 (mod u). N
Z téchto kofent (23) bude jich pravé x; i, miti vlastnost,
Ze jejich n-ty potenéni charakter (mod p) bude se rovnati &islu. g
(mod p). — Jestlize nyni ¢éislo ¢ probihd fadu 1,2,3,.... ., u,
potom obdrzime postupné vsechny koteny kongruence (21).
Oznaéme nyni: :
L?’ 1 k?:_l kﬁ);l ’ kp__‘_]:

A“_Za =a “4a "+ ...4a ¥ (modp). ’.(24)

Vzhledem k tomu, co bylo pravé fefeno o korenech (23) kon-
gruence (21) a o velidinach z; ¢4s, moZno tuto kongruenci psatl
téz ve tvaru:

Aiys =. Qk &y 145 + 0% Ty 04s + 0% . %3, 343 + - .-
o+ oL Xy uts (mod p), (25)

kdeZ s jest pevné &islo, £ pak proménlivé &islo (mod u). Indexy
pii veli¢indch x; ;s nutno opé&t vziti (mod u). Klademe-li nyni
za k postupné hodnoty 1,2,3,..... , 4. & pokldddme-li s za pevne,
ziskame tak praveé u nezav1slych kongruenci pro u neznamych Zi,itst

0 Zytst 0% - Toptst0® - Tagist...Fo¥ -xu,u+s—}~1,
0% T4t 0 Tootat 0% Hygtst. . O Tuprs=las

. . . . . . . d p), (25’
Qk-x1,1+a+0%-x2,é+s+93’“-xa,3+s+---+Q’”"-xu,u+s'——:}~k,s (lpo _p) (25

OX. Ty 148+ 0% Tap s+ 0% Tag et 0 Tyt s=Aus .
z nich% potom tyto nezndmé z; iy, mozno hnearne .vyjadFiti na
zakladé novych neznamych 2; ,. .

Nezavislost kongruenci predeslé soustavy. snadno stanovfme,
uréime-li si determinant soustavy. Tento jest:.
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o 0 é’ w1l
92 94 96 2(u—1)) 02;;’ R
3 6 9 3( —1) 3,
a=| ¢ ¢ 8 e | | (mod p). - (26)

g% g ... gD e"’;
Determinant jest zvlastnim piipadem determinantu Vander-
mondeova; jeho vyéislenim ziskdme:
wlp—1)

C et D (e — 1 (e — TP

(e — 1)#=2 (@ — 1)~ (mod p) (27)

Ponévadz v8ak p jest &islo, které patii praveé k eXponentu U, zadny
z faktori determinantu 4 neni kongruentni s nulou (mod p),
z éehoZ pak plyne:

A=op

/ E.=_ 0 (mod p) (27')

¢imz jest dokazano, Ze kongruence soustavy (25') jsou skuteéné
nezavislé. Lze tedy velid¢iny xz;:,, skutedné vypoditati na za-
klad® veliéin Az,. Abychom vypoditali na pi. velidinu ;... na-
sobme kongruence soustavy (25) postupné hodnotami:

Ql‘—‘, gz(l‘—i), 93(”"7:)’ e Qﬂ(ﬂ-i)
a seéteme. Tim dostaneme:

R R e R Y e N N e oo N =

P . u .
- o o . - ¢
=T+ 2 QUWHIHLE - 2 ots Z itk -, (28)
=1 = :

4 no
cet xi,i+3g:9"k + ...+ xu.#+'292”fi (mOd ),

.coZz pak lze jednodusSe upraviti. — Koeficienty pI‘l neznamych
- Tiiys maji tvar: :

ﬁ et =¢ + o +e"’+ ..+ o (mod p). (29)
=1 . -

- a) Je-li nynf: 7 =|=0 (mod pu), potom jest:
‘ ' u

=T *——e (mod )
=1

Ponévadz ale p jest cxslo,.ktere, pat¥f pravé k exponéntu U,
. jest v pFipadé r =/=0 (mod u): ¢" —1==0(mod p)a: g —1=0
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(mod p), z éehoZ pak plyne:

2, ¢ =0 (mod p).

b) Je-li viak: r =0 (mod x), potom z kongruence (29) plyne:

St = (mod p)

=1
Vzhledem k tomuto se potom kongruence (28) zjednodusi a nabude
tvaru:
PZiips = 0F 4. Ao+ XD A L L 4 pr—D 4,5 (mod p) (30)
Nyni vSak x;;;, uddva polet dVOJSkupln éisel a, a + 1 obsa-
Zenych v radé:

jejichZ n-té potenéni charaktery (mod p) jsou gi resp. pi+s. Musi .
tedy.tyto hodnoty =i, spliiovati je§t& nerovnici: :
0=z =p—1 (30")

Zname-li pak vehémy Axs, potom hodnoty Ziivs JSOU kongru-

enct (30) a nerovnict (30’) 7ednoznacne uréeny. —
Hodnoty 4, 1ze vSak lehce vypoéitati, nebot, jak jest. patrno

-tych

Z kongruence (24), hodnota ;s jest rovhna soudtu L .

w
mocnin kofenit kongruence (21), a lze tedy tyto hodnoty Az lehce
vypoditati uzitim Newtonova pravidla pro soudty stejnych mocnin
kofent. Tim jsme uréili skuteéné veli¢iny ; ;4s.

8. Specielni vztahy mezi veli¢inami Zi k.

Budiz a éislo, které spliiuje vztahy:

S i p—t
@’ =g (@+1) " =g (mod p) (31)

Samoziejmd jest a==0, —1 (mod p). Podet viech vzdjemns& ne-
kongruentnich &fsel a, které spliiuji vztahy (31), jest pak udadn
veliéinou ;.
Ke kaidému takovému &slu a lze potom pfifaditi jedno-
znaéné daléxch pét ¢&isel, totiz: )
C 1 1 a a . .
;,—a—l —g—l, ’a+1 a1 —1L (32
A) BudiZ nyni éislo (p — 1) n-tym potencmm zbytkem (mod p).
Potom platf: - .
p—1

(=D =+ I'Egﬂ (mod p). it3'3)7
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Pozniamka: Je-li p lichym prvodislem > 1, potom d&islo
(p—1) jest vidy n-tym potenénim zbytkem (mod p), je-li bud:
a) nejveétsi spol mira pu &isel », p— 1 &islem lichym:
u=1 (mod 2);
(v tomto pfipadé miZe byti p jakékoliv liché prvodislo);
*B) nebo je-li nejv. spol. mira u &islem sudym, tak, Ze jest:
A p=0 (mod 27), u=l=0 (mod 27+1),
kdez:
r>1,
“potom prvodislo p musi spliiovati podminku:
' p=1 (mod 2'+1),
t..j. p musi byti prvodislem tvaru: (2+v + 1), kdeZ v jest n&jaké
celé éislo. — -
: Pro n-té potendni charaktery &isel (32) potom vzhledem
k kongruencim: (4), (31) a (33) obdrZime: - :

1\2=L . . 1 -1 .
e
p—1 ' } p—1
(—a—1"=¢5  [(—a—1)+1]" =g
1 p—1 1 p—
(—EnE =g (i) 4 e = | (mod p)

. a p—1- ‘. . » k
' = pt—k — —
<‘“¢z_+“—1)“ =4 ( a+1+l)"—9" ’

W
p=1 Tp—1 .
e )+ e

Potty. vzijemué nekongruentnich &isel (mod p), které vyho-
vu]f predeslym kongruencim, jsou: , :

By, iy Tyt Thi, i Bim by ks Tk i
+Z jednoznadnosti ptifazeni &isel (32) k &islu-a, které spliiuje
kongruence (31), pak plyne duleZity vztah: o
Ty b = Tkt = Tp—ijh—i = Thk—ip—i = Lp—ki—k = Li—Fk y—k‘ (34)

' Indexy v piedeslém vztahu nutno brati (mod u).

Vztah (34) poskytuje obecné 5 rovnic pro vehélny % x, oviem
- jen tenkrate, jestlize viechny indexy veli¥in v ném se vyskytu]mich
jsou razné (mod u); ]esthze vSak aspoin nékteré indexy pii veli-

_8indch z;: ve vztahu (34) ]sou steJne (mod ), potom tento vztah _ -

‘poskytuJe mené nez 5 rovnic (po pf. z&dnou) pro vehémv i, k.

-



-

a) Je-li nyni: )

(u, 3) = 1, o (35)
potom nastivaji 4 piipady, v nichZ indexy velidin (34) jsou, a.spdn
castetng, stejné (mod u); Ja,k snadno lze nahlednoutl tyto pn- :
pady jsou:

@) i=k=0 (mod u),

B) 1=0, k==0 (mod p).
y) i==0, k=0 (mod ),
0)i=k==0 (mod u).

V ptipadé a) jsou indexy vSech 6 vehéln ve vztahu (34) étejlle
(mod y). Vztah tento vede k identité: x,, = Ty t.J. neposkvtu]e
zadnou rovnici pro veli¢iny x; ;. ,

Pripady B), y), 8) vedou pak k témuz vysledku:

Xy—iyp = x;t,u—i = Zi: *(34')-
Klademe-li nyni za ¢ postupné hodnoty 1, 2,..... , 4 — 1, snadno
pozname, Ze ziskdme 2 (u — 1) nezavislych rovnic mezi 3 (u— 1)
neznamymi z; y. V kaZdém jiném piipadé pak onéch 6 veli¢in i
ve vztahu (34) ma rozliéné indexy (mod ).

Piipady a)—0) vyterpavaji celkem 1 4 3 (u— 1) = 3u — 2
neznamych x;; a poskytuji dohromady 2 (u— 1) nezavislych
rovnic. — Ze zbyvajicich u?— (3u — 2) = (¢ — 1) (. — 2) ne-
znémych z; r vede jich vidy 6 k jednomu vztahu tvaru (34), ktery
pak plati za 5 nezavislych rovnic. Z toho pak plyne, Ze :
vztah (34) za podminky (35) poskytuje prdvé ’

2u—1) + (ﬂ—l-zi(u—-?):(/«t—l)éwlfz) )

nezavislych rovnic k uréent u? neznamyck Zi ke
K tplnému urdenf t&chto u? neznamych nedostava se
v tomto piipadé jesté L(u + 1) (v + 2) nezav1sly'ch rovnic.
~ b) Je-li viak: . . :
, (1, 3) =3 o - (36)

potom, jak snadno Ize nahlédnouti, nastava 6 pripadid, v ‘nich#
indexy velidin xix ve vztahu (34) ]sou, aspon . casteéns, ste]ne
(mod y). Tyto pnpady jsou: ‘

a) i=k ——O(mod AR )
- B i=ip, k=3u (mod p), -
.7’)"~sl":k 3¢ (mod u),
o 0) 1=0, k==0 (mod u), -
n ‘s)z_—:]wO k=0 (mod p),
- M i=k==0 (mod p).
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A Pripad ) vede k ldentlté Zuu = Xy, t. ] neposkytu]e zadm)u
‘rovnici pro veliiny x; z.
- PHpady f), v) vedou pak k témuz vysledku, totiz: .

- o Zy ou= Tou put .
‘ S vy T (34”)
- t. j. poskytuji jednu rovnici mezi dvéma nezndmymi. — .
Podobné piipady 6)—) vedou k tymz vysledkim (viz (34))
a poskytup tedy 2(u —1) neza,wslych rovnic mezi 3(u — 1) ne-
znamymi.
v V kazdém j ]mem piipadé potom onéch 6 vehém xix ve vztahu
(34) mé rozliéné indexy (mod ). — Piipady «)—n) vyéerpava]l
.celkem 1 + 2 + 3 (u— 1) = 3u neznamych. z;; a poskytuji pro-
né dohromady 1 + 2 (u— 1).= 2u — 1" nezavislych rovnic. —
.Ze zbyvajicich u?—3u = u (4 — 3) nezndmych =z vede jich .
vidy 6 k jednomu vztahu tvaru (34), ktery pak poskytne 5 né-
zavislych rovnic. Z toho pak plyne Ze vztah (34) za podminky (36)
poskytuye p'r(wé'

nezavz.slyck rovmc k uréent u?® nezndmych Xy

. K uplnemu urdenf téchto u? nezndmych xi; nedostivé se
tedy v tomto piipadé jesté i u (,u, +3)+1 nezavmlych rovnic.

B) Budiz nyni é&fslo (p—— 1) n-tym potenénim nezbytkemv .

- (mod p). Potom nutné plati:
p—l

s —-1(m6dp). | '(37) '

E m

. Poznamka Cislo(— 1) # miiZe se rovnati bud + 1 nebo — 1.
Prvni z téchto piipada jest v8ak vylouden, nebot _pak ¢&islo (— 1)
'bvlo by n-tym potenénim zbyt;kem {mod p),- 0OZ by bylo ‘proti

pred okladu Plat{ tedy (37).. Pondvadz viak dale (— 1)- # zna-

- mena n-ty potenéni chara.kter 6xsla (—— 1) (mod p), bude zcela
: obecné platltl ’ _ -
v—1

(— 1) * = (mod p),

- _;kdez Ic bude né]a.ké celé éislo Ponéva,dé véak g ]est kofenem kon-
S gruence

e‘f=1 (mod p) ».fﬁ,‘;’(a)jt

2—— = +1 (mod p),




R

z ¢ehoi pak plyne ze Cislo p jest v-tomto pr'ipadé’ védy'éisiem sudgm.”
Budiz tedy: '
= O (mod 27), p==0-(mod 2'+!), r =1

Cislo -2— l, musi viak byti ¢islem lich)’rm, pondvad¥ jinak

u
kongruence (37) nemohla by obstati. Musi tedy prvodfslo p vyho-’
vovati podmmkam

p—1=0 (mod-2), p— 1==0 (mod 2"+1) .
. Lze pak lehce dokazati, Ze vztah (37) d4 se psatl téz ve tvam

p-l £

(—=1* =“*‘1_Q (mod p) . @7

Kongruenct (a) lze psati pak ve tvaru: o e

(e* —1)(¢® + 1)=0 (mod p)

Ponéiradi pak o patii pravé k exponentu p, nemiZe faktor

=

(oF —

“

0o’=—1 (mod ), m# vatah (37) ]est dokézén.

Budiz nyni a &islo, které splnu]e vztahy (31). Potom &isla (32),
ktera jsou é&islu @ jednoznadéné pnrazena spliuji vztahy

1) byti kongruentni s nulou (mod p) a jest tedy nutnd

1\2=1 - - ~1 .

» (;) B o= ot N (" + 1) # = Qk_z:

R e SRS e g
(—a—1)F =%, [(—a—1)+1]" =g, .
1 p-1 L2 —;i : -1 . Ty
(—r—1) n =2 [(~—1-—1)+1] P =gt ", | (modp)

p—1

N e I A
(——IT%-I)a-”_E_g2+ > [ a+1+1]"—9”_b

a"‘ I LR ( a ) p—1 ,;k
Poét.y vzajemnsd nekongruenﬁmch éisel (mod p), které vyhd-“
V“J[ Pl‘edeﬁljfm kongruenc{m jsout’’ e

H TSN
~'- ’v,uav-l,k—r‘[,’ m

i z, PRRE ;Z, ky o
-‘2—+k —+¢ —2—+k——t, —2--1 72—+z~k, y-—k . §—~k, — S

Z )ednoznaénostl pﬁf'azenf éisel (32) k éislu a, které splnu)e';fr-_g
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“vztahy (31), pak plyne dilezity vztah: -
) x-k‘zx_‘ i =& = = =
" ot SN ) SR Bbiek, u—k B—ti-k
(38)
Indexy v pfede$lém vztahu nutno opét brati (mod u)..
Vztah (38) poskytuje obecn¢ 5 nezavislych rovnic mezi 6
velidinami x; ¢, oviem jen tenkrate, jestlize indexy vSech velidin
v tomto vztahu jsou rizné (mod u); jinak tento vztah poskytne
méné nez 5 rovnic, po pr ani jednu. ' ’

a) Je-li nyni: .

potom, ]ak snadno Ize se presvedcxtl nastavaji 4 pri ipady, v nichZ
velit¢in indexy z;x ve vztahu (38) jsou aspoil_&asteéné stejné
(mod u). Tyte pr}pady jsou:

a) 1=0, Iczgu (mod u)

B) 1_0 k==4u (mod y)

y) 1== L=§,u (mod

8) 1 — k= = lp,1==0, k=| 2‘u(mod )

V ptipad® «) jsou indexy viech 6 veliin ve vztahu (38) stejné
(mod u). Vztah tento vede k indentité x =% 0 tedy nepo-
K 5 2 Hy 9 .
skytuje Zadnou rovnici pro veliéiny . ‘
Vztahy B), y), 8) vedou pak k podstatné tymz vysledkum,
totiz: - ’ :
. Tp k=, =, (38")
Lk L -—k,,u—k

Klademe li za k postupné hodnoty 1, 2,3, ..... s (Vyii-
maje hodnotu ‘{[l), snadno pozname Ze z1skame 2(u — 1) neza-
vislych rovnic mezi 3(x — 1) nezndmymi ;.

V ka%dém jiném .ptipadé pak onéch 6 velitin ve vztahu (38)
mé rozliéné indexy (mod ux). —

Pipady «)—0) vyderpavaji celkem 1 + 3 (u—1) = 3u —
nezndmych x;; a poskytu]l dohromady 2 (u — 1) nezavxslych rovnic
Ze szva]icich pt—3p 4+ 2= (u—1)(x—2) nezndmych wxi;
- vede jich vidy 6 k jednomu vztahu tvaru (38), ktery pak plati za
5 nezévislych rovnic. Z toho pak plyne Ze vztah (38) za podmmky
‘ (39) poskytuye pmvé’ : ,

2(# 1)+ 123(#—2) (u~1)é5ﬂ+2)

. neza'vg'slyoh fapnw- k'urce‘ni‘ u? neéndrhy’ch‘w«,-p.
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K aplnému uréenf téchto u? neznamych nedostivad se tudiz
v tomto piipadé jesté L(u + 1) (u + 2) nezdvislych rovnic. —
b) Je-li viak:
(4, 3) = 3 (40)
potom nagtava. 6 piipadid, v nichz indexy velid¢in xi; ve vztahu
(38) ]sou aspon tastetné stejné (mod u). Pifpady tyto jsou:

) 1=0, k=4u (mod u),
B) i=0, k==4u (mod p),
) i=l=0, k=4u (mod p),
0) i=k+ ju=0 (mod x),
§) i=u, k=14p (mod u),
n) 1= 4u, k=3%p (mod pu).
Piipad «) vede k' identité =z Pk a neposkytuje tedy
b 5 2 H“y .
zadnou rovnici pro neznamé velidiny z; ;.
Pifpady B), y), 6) vedou pak k tymz vysledkum jako (38’)
a poskytuji tedy 2 (x — 1) nezévislych rovnic pro 3 (x — 1) ne-

olw

.

znamych veli¢in x;. .
Piipady ¢), %) vedou k rovnici: :
wsn ™ Tuon (387)
3’8 3'°6

a poskytuji tedy jednu rovnici mezi 2 nezndmymi.
V kazdém jiném p¥ipadé potom onéch 6 veliin ;i ve vztahu
(38) ma rozlitné indexy (mod u). Pifpady a)—n) vyderpavaji
celkem 1+ 3(u— 1) + 2 = 3u nezndmych i a poskytuji pro
né dohromady (24 — 1) nezavislych rovnic. Ze zbyvajfcich u2 — 3u
= p(u — 3) neznamych z;; vede jich vidy 6 k ]ednomu vztahu
tvaru (38), ktery plat{ za 5 rovnic. Z toho pak plyne, Ze vztah (38)
za .podminky (40) poskytuje prdvé

Sp(u—3) _ 5pu*—3u—6
=l ——f—= 6
nezdvislych rovnic k uréeni u? nezna'mg}ch Tig.
K dGplnému urdeni téchto u? nezndmych xi; nedostdva se -
tedy v tomto pifpadé jesté 3} u (v + 3) + 1 nezé,vmlych rovnic.
Tim jsme prozkoumali specielni vztahy mezi veli¢inami ;.
Pozndmka: Pro hodnoty zix lze udati jesté jiné vztahy,
z nichZ potom tyto hodnoty lze poéita,ti. A tu se ukaze, Ze problém
rozdélenf n-tych potenénich zbytkt pro prvoéiselny modul jest
ve velmi Gzké souvislosti s Fermatovou domnénkou o nefeSitel-
nosti rovnice: 2 4 y* = 2% n > 2 celymi a od nuly odli¥nymi
¢sly- z, y, z. Tuto souvislost naseho problému s domnénkou Fer-
matovou ukaZi ve své pifsti praci. —
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La partition des résidus de puissances »-iémes pour un module
premier.

(Extrait de Particle précédent.)

Soit # un entier positif, ¢ un nombre premier impair > 1, u =
=(n,p—1)le plus grand commun diviseur des nombres (p—1),m,oun
nombre appartenant & 'exposant u. Ceci posé, on peut trouver, pour
tout nombre a=[=0 (mod p), un exposant ¢ tel que la congruence (5)
soit satisfaite. J’appelle n-iéme caractére de puissance du nombre
ale nombre gi. Si un nombre a satisfait i la relation (6), je dis que
son m-iéme caractére de puissance est de l’ordre k (mod p).

Le symbole z;; désigne le nombre des nombres noncongrus
(mod p), satisfaisant en méme temps a la congruence (31). Ces
quantités z;; sont déterminées univoquement par les congruences
(30) et l’megahté (30), Z,” désignant la somme des puissances
k(p—1)/u -iémes des racines de la congruence (21). Il faut prendre
- les indices des quantités x;; mod p.

Si le nombre (—1) est un résidu de puissance n-iéme (mod p),
les relations (34) ont lieu pour les nombres z;,;; 8’il n’en est pas
ains1, la relation (38) a lieu. Ces relations donnent 3(u—1) (54 + 2)
ou }u (5u — 3) — 1 équations indépendantes pour les nombres z;
suivant que 3 n’est pas ou bien est facteur de u.
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