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O KUZELOSECKACH SE SPOLEENOU NORMALOU V DANEM
som‘: JEJICHZ OSY PROCHAZEJI DVOJICi PEVNYCH BODU
TETO NORMALY.

Dr RUDOLF PISKA, Brno.

A& soustava kuZelosetek tohoto pojedndni je specié,h;i-m piipadem
soustav uvaZovanych J. SoBorrovul) a J. KrimMou,2) neni snad bezidelné
se ji zabyvati samostatné. Pfi tom moZno vyuZiti jeji specidlnosti a pro-
vésti rozbor jednodusSimi prostfedky, které vSak postaduji k nalezeni
novych konstruktivnich vztaht.

Je obecné zndmo, %e uZitfm STEINER-PELZOVY paraboly lze snadno
sestrojiti vrcholy kuzelosetky, dané polohou os a teénou s bodem dotyku.
(Viz KapERAVEK-KLiMA-KoUNOVSKY, Deskriptivnd geometrie I, str. 53,
.obr. 87). Snadnost této konstrukce vede k otdzce:

Jaké vlastnosti md soustava X kuzeloselek, které ma;z spolecnou teénu t
8 dotykovyym bodem T' a jejichZ osy prochdzeji pevnym@ body LN, 2N prislusné
normdly?*

Necht tisetky 7N a T2N jsou konetné délky. Za tohoto predpokladu
obsahuje soustava X' jen stfedové kuZelosetky, které jsou — jak ukdzi —
podobné a dvojndsobné teéné k dvéma navzijem se dotykajicim krui-
nicim. V pipads, Ze jeden z obou bodi 1N, 2N je nevlastnim bodem spo-
le¢né normdly soustavy kuZeloselek, vyskytuji se v této soustavé jen
paraboly. Tuto poslednd uvedenou soustavu parabol vyluéme z naSich
tvah.

Abychom analyticky vySetfili vlastnosti soustavy X, volme spoleé-
nou tednu a normélu kuZejosedek této soustavy za soufadnicové osy x
resp. ¥ (viz obr. 1). Pak rovnice kuZelosetky, kterd se v poddtku dotykd

osy x mé tvar .
() = aa® + 2bzy + cy® + 2y = 0,%) (1)

pti dem% dle predpokladu ac — b2 & 0. Soufadnice jejtho st¥edu jsou

dény vztahy '
: b —a

B e VT e . @

1) J. SOBOTKA, K nékterym konstrukeim kuZelosedek, jejich? ursujict uitvary
nejsou realné. Casopis JCMF, 54, Praha 1925, str..336—337.
. 3) J. KLiMA, Polérné vlastnosti soustavy kuZeloselek, dotykajicich se dvoj-
nésob dvou kuZelosedek a z toho plynoucf konstrukce kuieloseéek Tamtéz, 56, 1927,
str. 24 a dalf.

" 3) ve které koeficient @ u z* udava kiivost kuZelosetky v potéatku, jak 1ze snad-
no ovéfiti. Konstruktivnd lze v tomto piipadd urliti stfed kiivosti nasledovns:
Utitim Steiner-Pelzovy paraboly plyne, e INT, : T 3N = 1PT : TP a z této iméry
vychézi konstrukee st¥edu T',, jak je tetkovand resp. tdrkovans vyznadena v obr. 2.
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a jeji osy rovnict

@)

b
ac — b2
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Prisediky 1N, 2N téchto os s normélou kuzeloseéky/]so'uv podle pfedpo-=
kladu pevné, a ozna&ime-li jejich y-ové soutadnice n | r resp. n.—r, kde
nt—1r2 £ 0, r > 0, jsou to kofeny rovnice

. adc 1 '
v+ ac — b2 3./+ ac — b? =0. ‘ )
Mezi a, b, ¢ plati vztahy " R
2n 1
a+C=—-'n2—-__r§~‘, ac——bz=m, (5)
tak¥e vyrazy (2) nabyvaj{ tvaru . N
. . 2y — _b(nz . ,.2), Yo = — a(nz __',.2)_ : (2,1)

Stredy S(s, ys) kuZelosedek sousta.vy 2 lezi na kruZnici stfedd
R e ) ®)
pro niz tisetka 1N2N j je prumérem Z (5) dale plyne, Ze a, ¢ jsou kofeny
kvadratické rovnice =
2t 'z+ — =0 S

n2

a lze je tedy vyjédrltl ]ako funkee pa.rametru b vzta.hy

a____n:tl/,.z_bz(nz__rz) N

n2 — 2 :
T , (8)
. ‘__‘._ n :F V,-z —b¥(n® — 122
. - n — 2 -

pii demz nutiio brati soudasns bud’ ﬂof'e]§i nebo doleji znaménka pfed
odmocninou, jejiz hodnotu v dal$fm béfeme vidy kladné.4)

Rovnici (1) 1ze nyni napsat ve tvaru

—n :i: l/,-?. B (n® — r2)2
ne—gr2

n 4+ l/r2 — b%(n? — r2p®

nt—r?

() =

+
9)

+‘2b'xy— yz—*— 2y=0

" 4) Oznadfme-li o resp. d vzdélenost voleného bodu resp. pfimky od podatku
a @ uhel, ktery pruvodit g resp. vzdélenost d sviraji s kladnym smérem soufadnicové
osy z, pak bodem prochézejt resp. pﬁmky so dotykaji dvé realné riizné kuzelosetky
soustavy Z' jsou-li splnény vztahy .
_ 2(n —r) sing < Q < 2(n + r) sing
“resp. (n—r)(1 + sing) < d < (n + 7)1 4 sing).
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nebo v prlmkovych soui"a.dmcich

—n + Vr2 112(71,z 72)2 v 1

ne _— r2 ne — g2

u?— 2bu 4 2 =0. (10)

Anulovanim diskriminantu rovnice (9), psané ve tvaru

B(n? — r)(a? 4 yP)2 — db(n® — r)n(a? + y¥) — 2(n? — ryy] oy +
+ [n(@® + y2) — 2(n? — %) Y — P2(a* — 2 = O, (11)

ziskdme rovnici obédlky

(@ — y?P(2® + 92 — 4n(2® + ¢*) — 4(n®* —1*) 4] = 0,
z nfZ mé pro soustavu 2 smysl jen druhy &initel, rozloZitelny v rovnice
dvou kruznic
‘ (k) =2a*+y*—2(n+r)y=0
(k) =2+ 42 —2(n—r)y =0, (12)

které se navzdjem dotykaji v poddtku a jejichZ stfedy jsou v uvazovanych
bodech 1N, 2N spoletné normély kuZelosedek soustavy 2'.5) Z toho viak
ihned plyne, ze .

1. ka#dd kuielosecka soustavy 2’ se dvakmte dotykd ka#dé z obou krufmc
(ky), (k).

Dotykové body 17 resp. 2T libovolné kuZelosetky (I) soustavy X
s kruznicemi (k;) resp. (k,) snadno sestrojime tim, Ze bodem
O = T vedeme s osami uvajované kuZelosetky rovnobézky s; = O'T ||
|[2NS resp. s,= OT || NS, které na (k) resp. (k;) vytnou hledané doty-
kové body.

O sdruZenych t8tivdch s, a s, a sdruzenych dotykovych bodech 7'
a 2T plati:

2. Sdrufené tétivy s, s, tvort pravothlou paprskovou involuci o vrcholu
O a vytinajt na kruénicich (k,) resp. (ky) projektivnt fady bodové (AT ...)
resp. (37...), pfi éemé spojnice o = 11T dvojic sdruienych bodi T, 2T
prochdzi pevnym bodem w. Bod w je pélem p'nmlcy t vzhledem ke kruémcz
stredil (s).

Prvni &4st tvrzeni plyne z toho, Ze s,, 8, jsou rovnobéiné s osami
kuZelosedky ! soustavy .X. Abychom dokdzali druhou &4st tvrzenf,
oznadme smérnici tétivy s, pismenem k; pa,k spojnice o prisedika 17, 2T
m4 rovnici .

o=[(n—r)—kn+r]z+ 2kny — 2Ic(n2 —1r?) =0, (13)

5) Syntheticky lze ‘toto dokazat daleko Jednoduéep, stadi jen k bodu T uva.
#ovat body soum&rnd sdruzené. dle os kuZelosetek soustavy .
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ze které je ziejmé, Ze jej'i prisedik s osou y je fevn}’r bod w(o ﬁ"’____rz),
j.b.d.8) . "
Déle plati véta

3. KuZelosetky soustavy X vytma;i na zvolené pevné kuZelosedoe téke
*soustavy bodovou involuct o stfedu w, kterd se z bodu O promfitd pravoihlow
paprskovou involuct.

Znadi-li rovnice (1) pevnou kuzelosetku a je- li rovnice proménné ku-

ieloseéky
ot 4 2ay + 7yt 4 2y = 0, (14)
pa.k (1) s (14) uréu]i svazek kuzeloselek ’
@t Ax) 2+ 20+ ey + c+ )Y+ 20+ Hy=0, (15)
ktery obsahuje dvé degenerované kuZelosetky. Prvd se sklddd z teény t

v bodé& O a ze spojnice dvou zbyvajicich bodi base, druhd z pffmek spOJu-
jici tyto dva body base s poéé,tkem 0. Polozime li diskriminant rovnice

(15) roven nule, tedy
(@ + la) (14 212=0, : - (16)
pak kofeny A = —— a 4 = — 1 rovnice (16) charakterisujf hledane slo-

%ené kuzelosedky svazku (15) ‘Rovnici prvé dostaneme pro ‘hodnotu

a
A= —— ve tvaru
a .

a[(ab — dﬂ)2nz + n(xc — ay)y — (nt — r¥)(axc —ay)] =0 (17)
z nf% je snadno vidét, ¥e kuZelosetka se rozpadé. v te¢nu ¢ a pimku
prochédzejici bodem w.

. Pro A = — 1 obdr#ime rovnici druhé sloZené kuZelosetky
(@—a) a4 2(b —p)ay + (c—y) 2 =0, (18)

_ odkud soudin smérmc obou ji sklédajicich pHfmek — p¥ihlédneme-li k (5)

a—a -1,
c—7
$im# je dokdzéna druhd ¥dst tvrzeni.

- Uka#me nyni, %e
4. kudeloselky soustavy X fsou navzdjem podobné
- Pro délky poloos platf — utijeme-li vztahi plynoucich z pouzit
StEINER-PELZOVY paraboly — rovnice (viz obr. 1)

b SYC* —MS, BMC = *MT),
- =1MA* — M8, (IMA =1MT),
') A\ pﬂpadé n = 0 statf pro dikaz nva.iovat systém homogennioh soufadnic.

’"Daso



kde % je smérnice hlavni osy
libovolné kuZelosedky (I) sou-
stavy 2. Je tedy pomér obou
jejich os konstantni a roven
poméru druhych odmocnin
vzddlenost{ prisedfkd 1N, 2N
os 8 normélou od bodu 7'.

’ Je-li [n| >r, je 2 sou-
stavou podobnych elips, pfi
|n] < r jsou v soustavé X jen
podobné hyperboly. V piipads
n =0 se soustava J skldd4
z rovnoosych hyperbol (viz
obr. 3). Z pfedchézejiciho ply-
ne bezprostiedng, Ze #sek nor-
mdly mezi obéma osami’rovno-
08¢ hyperboly je pilen dotyko-
vym bodem, nebo obecnéji:
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Useky na normdle kuieloseé’ky, méfené od bodu dotyku po priseliky
8 osamsi kuigloseé’k Ys ma;z komtantm pomér, rovny J pomé’ru Ctvercil obou
poloos ‘

.. To véak vede k )ednoduché konstrukcl normaly kuzeloseéky Rov-
mce (19) dé4 se psat ve tvaru

b2
Y:b=(n+‘r):’(n—r)‘=a:?

nebo _ Qu¢b=(n+'f)'3 (ﬂfr)=a:g,, (20)
a? b2 ; ‘
kde BT =0 jsou p‘oloméry kfivosti ve vrcholech kuZelosed-

ky. Naneseme-li tedy na vedlej’i osu dane elipsy délky ST = g, [ I =b "
(viz tetkovanou konstrukei v obr. 4) a promitneme-li bod 7' kolmo do
‘hlavni osy do bodu U, pak rovnobéika II*N || IU vytne na hlavni ose
bod 2N, kterym proahém norméla bodu T Pro hyperbolu je konstrukce
mnormély obdobn4.?)?) : . _

Déle plati:

5. Dvojice os kuZelosecek sod&iavyZ vytinaji na tecné t bodovou involuci
I o stfedu T' a potenci — (n? —1r2), ¢. 4. mvolucz indukovanou na spoletné
teéné t Soustavy X kruinict stredd, (s).

Spravnost tvrzeni vychdzi bezprostfedné z rovnice (3). Md smysl
mluviti jen o hyperbolické resp. eliptické.involuci pro |n| > r resp.
|n| < r, nebot pro |n| = r soustava degeneruje.

6. V téZe bodové involuct 1 protind teénu t:

8) involuce sdrufemjch primérd, kasdé kufeloselky soustavy X,

'b), mnostvt dvojic rovnobéingch teden kterékoliv kuleloselky soustavy X,

¢) mnoZstvt dvojic spojnic priseéikd (ritnych od T) v&'ech kuieloseé’ek
soustavy X 8 kuteloseCkamil aly (1, a ly magt v T vrchol). '

Diikazy jsou snadné a obdobné predchaze]icimu Uvedme jen, Ze
uvedené kuzeloseéky 1, a l, maji rovnice C .

2

'

(lz)'E;:—,.-l-n_*_r—-?y#——'-O;: :
22 y? "(21)
)= 5o + i = =0

a obdrﬁme je z rovnice (9) pro hodnotu b = 0 Jejlch osy rovnobéiné

?) Praktické sestro;eni normé.ly kuZelosedek ukézal J. ZEZULA v pré.cl ,,Ke
konstrukei normél kuZelosetek‘* (Rozhledy 1941, 20, str. 87 a dalii).

" 8) Viz té% FrR. KADERAVEK ,,Pfispévek k normélxim kuieloseéek a plochdru
hého stupnd** (Casopis JCMF 1949, 28, str. D46). . - N
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s tenou £ jsou stejné dlouhé a rovné sttedni méﬁcke Hmérné obou zbyva-
Jjteich os.

Z dosud uvedenych vlastnosti Vyplyvé, snadnd prostorové mterpre-
tace:

7. KaZdd soustava X' je kolmym priamétem soustavy rovmnych ezt
tecnych rovin rotaéniho kufele s rotaéni stredovou plochou 2°do roviny rov-
niku této plochy, md-li kuZel vrchol na rovniku uvaé’ované kvadrzlcy a je-li
jeho osa rovnobéind s osou rotace kvadriky.

Pro kazdou soustavu X existuji dva svazky rotadnich kvadrik doty-
kajicich se navzdjem podle rovnikii, které maji poloméry [n|+ r a
|n| —r. Aspon jeden svazek obsahuje kvadriky hyperbolického typu.
Presnéji Fedeno: Je-li soustava X soustavou podobnych elips, obsahuje
jeden svazek rotadif elipsoidy, druhy rotaénf hyperboloidy jednodilné.
Je-li 2 soustavou podobnych hyperbol obsahu]i oba svazky rotadni
jednodilné hyperboloidy.

8. Redind ohniska kuZelosedek soustavy X le£s na kruénici soustfedné
8 tou krugnici obdlky (12), jejimZ stfedem prochazeyi vedlej¥i osy kuZeloselek

soustavy. Kruinice tato md polomér l/]2r(r + n)[

Ptedchézejici véta se d4 vysloviti — povaZujeme-li soustavu X' za
prumet soustavy rovinnych fezi definovanych vétou 7 — v nésledujicim
znéni:

Redlnd ohmska prumétu téchto Fezd do roviny rovniku le#t na kruZnici
soustfedné s rovnikem t€ kvadmky, jejtZ osu rotace proténags priméty vedlej-
Sich os kuelosebek soustavy Z.

Tato tvrzeni jsou zfejmd, nebot.uyvaZujeme-li systém. ezt osnovou
rovnobéznych rovin kvadrikou, pak kuZelosedky jsou homotetické a je-
jich prumety dvojndsobné tedné s primétem obrysu plochy. Ohniska
téchto primétd lezi na kuZelosetce konfokdlni s primétem obrysu plo-
chy.?) V uvazovaném piipadé musi tedy ohniska priméti lezet na kruz-
nici soustfedné s rovnikem plochy. Otdéime-li roviny fezli okolo osy
rotace dané kvadriky, pak zfejmé lze kadou kuZelosedku pootodit tak,
aby vSechny prochdzely jednim bodem rovniku kva,driky (u rotaéniho
hyperboloidu jednodilného nelze viak uZiti v8ech fezi osnovy): Pfi tom
ale ohniska prumetu se otddeji po zminéné soustfedné kruZnici s rovni-
kem.,

Pomoci ptedeslého 1ze snadno

uréits v soustavé X kuelosedku, kterd prochdzi dangm bodem Q.

Uloha je dvojznadn. Stadi jen uvéziti, e kuZelosetka musf pro-
«chdzeti téZ bodem H, kde spojnice H@ prochézi pélem w a HO | OG.

%) PELZ, Uber eine allgemeine Bestimmungsart der Brennpunkte von Kon-
turen der Flichen zweiten Grades, Zprévy vid. akad, véd 1877. i
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Prolo¥{me-li pak rovnikem (k,) resp. (k,;) vhodnou rotadni kvadriku
(nejlépe kouli resp. rovnoosy jednodﬂn)" rota¢ni hyperboloid), je hledan4.
kuZelosedka stanovena jako fez roviny p = (OGH) s touto kvadrikou.
V podstaté jsou &tyfi prostorové FeSeni, kters viak po dvou v prﬁmetu
splyvaji.

Oviem tuto tlohu lze Fesiti té% pro]ektlvne tim, Ze dle 6b uréfme-
tetny hledané kuZelosedky v bodech @ a H.

Stejné snadno lze

urditi v soustavé X kuZeloseCky, které se dotykagji dané tecny g.

~ Dle véty 6b uréime tetnu || g a pramér rovnob&iny s témito te-
nami urdf na kruZnici sttedd (s) oba stfedy hledanych kuZelosedek. Po--
moci véty 6a té% rychle uréime dotykové body na tednéch g a h.
" Pomocf téze véty 6a lze lehce FeSiti ndsledujici Glohu:
Ur&iti asymptoty hyperboly, kterd je ddna polokou obou os a teénou.
8 bodem dotyku. ,
Necht pfislusnd normdla hyperboly protini jeji osy v bodech.
1N, 2N. Pak kruZnice opsand nad primérem 1N2N protind teénu hyper--
boly v bodech, jimiz ]dou hledané asymptoty.
. Podotkndme jeits, Ze geometncké misto vrcholil kuieloseéek s0u--
stavy Z' jsou bicirkuldrnf kvartiky s dvojnym bodem v bodé 1N resp. N,
které se dotykaji osy z v poéé,tku (viz obr. 1 a 3). Jejich rovnice je

L @4 PP —an@ )y + (00— 1) 2 — (0 F r)(5n £ 3y —
— 2(n’ —r)nFr)y=0.
Sur le systéme spéclal de coniques. Soient données dans le plan deux cix;confé-«
rences touchant I’'une a I’'autre. L’auteur étudie le systéme de coniques qui touchent-

& chacune de ces circonférences en deux points distincts et il en déduit quelques-
constructions, par exemple une construction trés simple de la normale & une conique..
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