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neplatf. Ze ale pres to i pro tato prvoiisla Fermatova véta je
spravna, ukdzal Kummer ve své druhé prdci, které chci véno-
vati samostatné pojedndni. Jdeme-li nad ¢ = 101, hromadf se
prvotisla, pro néz je potet ttid délitelny /, a sice jsou to ku
pf. prvodisla ! =101, 103, 131, 149, 157; z nich je dokonce
potet tHid pro [ = 157 délitelny 1572, nebof jest prvy Cinitel
poétu t¥id pro ! = 157 '

P =5.13. 3148601 . 13 . 167 . 157 . 857487631729.

Je-li pro té.éo prvocisla Fermatova véta spriavna, nenf dosud
rozhodnuto *). Vypodty jsou tu velmi obtizné a vyZaduji zvldStnich
obrati pottdiskych. .

Skladani koneénych soucasnych rotaci
pevného télesa.
Podavd Dr. Ladislav Stjepanek, prof. redlného gymnasia a soukr. docent

na université v Zahrebe.
- (Dokongéeni.)

2. Rotace téhoz druhu.

Budeme nyni hledati podminku, pro niz differencidlni rov-
nice (16) daji pohyb Sroubovy kol pevné osy. V tom piipads
musf rovnice (17) byti rovnici roviny, jez v prostoru rovnobé&zné
k sobé postupuje, t. j. levd strana této rovnice musi byti deli-
telna jistou funkef ¢ — fekndme ¢’ (¢) — tak Ze po délenf

dy dz

. dx . . .
touto funkef koefficienty u FTRPTI T ziistivaji nezdvislé na ¢.

- Této podmince se vyhovi, kdyz

@, (t) = kap, ()

pro r =1,2,...h, kde &, k,, . . . k1 jsou konstanty na Case
nezdvislé. .

Rovnice (17) zni nyni:

.

*) Kummer, Monatsberichte der konigl. pr. Akad. 1-74.
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YWy Snr %
0k Gt 2k at T2M g
' : 1 me N
= ¢, () 2 k.ks ls M N ,

a, — das I’r_bs Cr — Cs )

kdez jest dosaditi, jak zndmo za », s vSecky kombinace 2. tiidy

bez opakovdni pro 1,2,... % Integrovdnim této rovnice ob-
drzime '
L
zl,k,x-{— -mr Y + anr »
r=1
l. m, Ny .
=g, (t) 2kks I ms s + C. (37)

a,—as b,— by ¢, —¢s

Integra¢ni stdlou C' lze urtiti z podminky, Ze v potatku
nd§ bod t&lesa se nachdzi v bodé (z,, y,, 4,), t. j. pro ¢ =0
md byt z =z, y = y,, # = 2,; tedy, jezto @, ©0)=0

2 L2, + 2 m,k,yo + 2 nokrzg = C.

r=1

Z rovnice ( 3() je vidét, Ze se bod télesa pohybuje tak,
jako by byl vdzdn na rovinu, jeZ rovmobézné k sobé v prostoru
postupuje. Smérové kosinusy normdly na tuto rovinu jsou:

h
>k,
r=1

l = h 2 h 2 h 2
\/(2 IL) + (z mk) + (z nk)
r=1. r=1 r=1
h
Zm.k,
r=t

ENREDED

r=1 r==1 re=]

k)

m =

k)

h
E Irkr

r=1

\/(z/ k) + (Emrlr,) + (ézk};

n =

r=1



PoloZme
A 2 h 2 h 2 .
(zl,k,) + (z mk) + (an) _— (38)
r=1 r—1 r=1
a obdrzime. o
IL_' 1 h
= _k— lk,-, m = TT;‘.lch,., n= —IC_E kr,
lkx, + mky, + nkz, = C, (39)
o+ my + ne = lro -+ myy + nz, + -2 3, (1),
kde
l, . Ny
S=3kk, ls ms Ns = 3 kKb st0 By (40)
" a,—Qas br_bs Cr— Cs

Differencidlni rovnice (16) zni nyni:

1 dx I|1 -
O (mz — ny) &k +T-=3l(’nrb,. — myey) ki,

1 dy i 3
w’o —(t) . -d—t —e (nx —_ ZZ) k -—I— 2 (lrcr J— nrar) kr; (41)
A Gy —m bt 3 > (mae 1)
9% (?) Tt y— rQ
DiﬁGTBHOUJeme-ll prvni dlﬂerenclalni rovnici dle ¢ a dosa-

dime-li zdroveii za ‘Z‘Z a %z_t_ hodnoty z druhé a tieti differen-

cidlnf rovnice, né.sledu]e
-1 d%z () da:

— = * e

9, (1) at? [@ 0 (t)]
+ z(m,a, — 1b) k] — nkg'y (8) [(na — 12)

= mko’, () [(ly — mx) k

+ Z‘(I,c, — n.a,) k]

= k(po @) {k [m(ly — mx) — n (nx — 12)]
+ mf("!’rar - lrbr) kr—n %-‘(Ircr - nrar) kr]}
= kgy () (kL0 + my + n2)

— (@24 m2 40z 4+ ka} ¢
= k%’ (%) [l (lz + my + n2) — x + a],



kde polozeno k vili zkrdceni

h h
m = (n,a, — 1,b,) by — 0 (e, — n,9,) ky = ka. (42)
r=i1 :

r==t

Nésledkem (39) obdrzime nyni

1 a’z 9" (%) dz
G @ @ [ F  df = © Lt myo o+ na)

S
+l_k‘¢o(t)—x+a]
Substituei
S
z— a — 1 (lzy + my, +”Zo)"“l"k-q’o(t)=“
prejde tato differencidlni rovnice v rovnici:
1 d*u o
_ 9 o(t) 2
[wo(t)]a[dt tE "’“"’)] —
nebo po redukei v
d*s _ q" (f) du 2 2, —
i ) @ + k*[¢'s (1)]*u = 0.
To jest differencidlni rovnice linedrni, jiz se pokusime Fe-
§iti pomoci funkce exponencidlni. Za éxponent volime funkei
S(?) tasu t, jezto koefficienty differencidlni rovnice jsou té%
funkcemi casu 7.
Substituujeme tedy

d » ’r ’
w=dY, B0 L= L or. 0,
a obdrzime pak

O+ 1O — LR O + i OF =0,

nebo 1 o
m : {[f' () + k9’ (t)]ﬁ}
+ ¥ @S &) —1@®) (1‘”0 @ _
[¢’s (1 -

Pol) {[Jfffi] + g [q{ 3=

=0,
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Této rovnici hovi

@ _ T —
() = + V=% = + ki,

a z toho () =+ kig, (0).
Integratni stilou zde vynechdvdme, nebot se nalézd
v integrdlu

u = ¢, ekiv O 4 ¢pe— kigo (N = C, cos [kp, ()] + C, sin [k (2))].
Nidsledkem nasi substituce obdrzime

z — a = l(lzy + my, + nzy) + C, cos [k, (£)]
. S
+ Gy sin (kg ()] + 1 = o ().
Pro t = 0 md byti x = z,, tedy

z, — a =1 (lx, + my, + nz,) + C,
C,=z,—a—Il(z, + my, + nz,)
a proto - ’

z — a=1(lxy + my, + nz,) + (&, — a — L (lzy + my,
+ nzg)] o8 [k, (0] + Cy sin [hyy (O] + 1 S 9,1),
timtéZ zplisobem '
y—b=m (a4 my, + #2,) + [y, — b —m (z, + my,
+ nzy) cos ke, (O] + O sin kg (O] + m > gy (1), (43)
Z—c=u (lzo-l-myo-{—nz'(,j+[zo—c—n£lxo+myo
+ nzo)] cos [k ()] + €, sin [k, S g0t
kde dle (42) '

ka=m Z(m,a, —Lb) ke — nz (e, — n.ar) &,
kb=mn Z(n,br — m,c,) b, —1 2 (m.a, — U.b,) kr, (44)
r=1 r=1

h h
ke =1 2(l.c; — m,ar) by — m = (0,0 — mic,) k.
r—1 r—1

Dosadime-li hodnoty, jez v rovnicich (43) obdrzime, do
posledni rovnice (39), ndsleduje
la 4 mb + ne — (la 4+ mb 4 nc) cos [k, (t)]
=+ (Cy +mC'y + nC",) sin [k, ()] =
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Tato rovnice musi platit pro vSechna ¢, tedy

la 4 mb 4+ nc=0
10, + mC'y 4+ nC"y, = 0. (45)

Hodnoty a, b, ¢ v (44) skuteiné také hovi prvni rovnici.

K urteni konstant C,, C’,, C", tieba jen hodnoty pro z, ¥, z
z (43) dosadit do prvni differencidlni rovnice (41), nebof z rov-
nice, jiz tak obdrzime

—k [z, — a — U (lx, + my, + nz,)] sin [k, (¢)]

’ S

+ kC, cos [k, ()] + ZT

=k (mC"y— nC",) sin [kp, ()] + &k [m (2, — ¢)

— n(yo — b)] cos [kpy ()] + % (me — nbd)

+ Z(n,b — m, ) ke
plyne

Cc—m(zo'—'c)—"(yo_b)7 Cz—n(xo—a)—l(zo—c)y
C"=1(yp — b) — m (z, — ),

jezto musi platit pro kazdé £. Tyto hodnoty hovi také druhé
rovnici (45). Vzhledem k prvni rovnici (45) miZzeme nynf rov-
nice (43) psdti ve tvaru

x-——a::l[l(xo—a)-l—\m(yo—b)-l-n(zo—-c)]

+{ze—a—1(x,—a) +m (Y —b) + n (2, — e)}. cos @ (&)
+[m(zo—c>—n<yo—b)]sin¢<t>+z-,;s-w(t>,

y—b=m[l(z, — a) + m(y, — b) + n (2, — ¢)]

+ {yo — b —m [ (2o — a) + m (yo — b) + n (2, — ©)]} cos @ (t)
[ (5 — ) — L (50— O sin p (&) + m o5 9 (8). 146)

z2—c=nll(xy—a)+m(y, — b) 4 n(s — ¢)]

+ {2 —c—n[1(zo — &) + m (y, — b) + n (2, — )]} cos (t)
+ [ — B — m(zo — N sing (&) + n o 9 (),
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kde :
o) =tn®=\| 2100 +[ 2ma 0+ Znn0)

2

h 2 h : 3 h
210 0) [+ Zmo' 0|+ Znat]

vioy=ty, 0=\

h
1 2 lr‘Pr @ ler‘P'r @
l - erky — — 7’ — ..
[ ¢(t) ¢ () ’
h
1 = ’(‘r‘Pr (t) 2 lmr‘P'r ®
m=—=—Imk,="= = 5= =... 47
gk P10 P10) S
h ~ h
A X N,y (t) Z’ 9" (1)
n= 1 Sk, =" =! :
ko= P(?) 9’

Jako pfi skldddni rovnomérnych rotaci, obdriime téz zde
pri skldddni rotaci stejného druhw pohyb Sroubovy. Rotace a
~ translace tohoto pohybu Sroubového, uréend funkei

) ="Fk.q (),
jest. téhoz druhu (rovnomérnd, roviomérné zrychlend -atd.) jako
dané rotace o ahlovych drahdch Z,@, (£), k@, (t),. . . kap, (D)

Z rovnic (47) jest vidno, Ze obloukovéd drdha a obloukovd
rychlost vysledné rotace jest — jako pii skléddni rovnomérnych
rotaci — v urtitém Ctase ¢ dle velikosti i sméru rovna geome-
trickému souétu obloukovych drah, resp. obloukovych rychlosti
danych rotaci v témz Case.

Tento smér, smér osy vysledného pohybu Zroubového, jest
dén smérovymi kosinusy 7, m; n v (47). Osa se s ¢asem neméni,
jezto I, m, m a a, b, ¢ jsou nezdvisly na f.

Vyslednd translace jest ddna vyrazem

]i @) = }9' @, (1) = L_kl_c_ Po (B) Oys STN,s B
pro tas ¢, podobné jako pfi skladﬁni rovnomérnych rotaci. Osa
vysledného pohybu &roubového jde bodem (g, b, c), kde% sou-
fadnice @, b, ¢ maji hodnoty (44).
/ Nésobime-li rovnice (44) vyrazem ¢, (f) nebo ¢'y(¢), obdr-
2ime pro a, b, ¢ rovnice, jeZ odpovidaji govnicim (26) pii skld-
déni-rovnom&rnych rotaci, osa vysledného pohybu Sroubového
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jest tedy centrdlni osou danych rotord a jest pevnd, jeZto .tyto
rotory zistdvaji ve stdlém pomeéru, at jich velikost se s Casem
méni. PP sklddani jen dvou rotaci téhoz drubu protind tedy
osa vyslednd nejkrat§i vzdilénost danych os v obrdceném poméru
piisludnych rotord ¢’, (£) a ¢, (¢) nebo téz ¢, (£) a o, (¢), pro-
mitnutych do sméru osy vysledné. Tento pomér se nemeéni, jest
na tase nezdvisly (= k, : £,). Dle (38) jest

[ % 2 3 ¢
o =tgo=\ Z 6 ] " [;”’w <t>]

+|2 n,«p".-u)] ',

t. j. pii rotacich téhoz drubu obdrzime nejen vyslednou drdhu
obloukovou a vyslednou rychlost obloukovou, nybrz také vy-
sledné obloukové zrychleni geometricky stitdnim piisludnych
komponent (dle polygonu smérovych veliéin v prostoru). Z toho
vieho je zjevno, Ze mezi skldddnim rotaci téhoz druhu a rotaci
rovnomérnych je uplnd analogie, takze miZeme vysledky ziskané
pti skldddni rovnomérnych rotaci, beze vSeho applikovati na
skldddni rotacf téhoz druhu. Protinaji-li se osy danych rotaci
téhoz druhu v jednom bodé, obdrzime jen rotaci bez translace
téhoz druhu kol osy prochdzejici tymz bodem.

Rotace téhoZ druhu kol os rovnobéznych dajf téZ jen rotaci
kol osy, jdouci rovnobézné danym osdm stfedem danjch rovno-
b&znych rotorii; obloukova rychlost této vysledné rotace rovnd
se algebraickému souttu danych obloukovych rychlosti, rovnd-li
se tato nule, obdrzfme jen translaci téhoz druhu jako dand rotace
a sice kolmo na smér danych os a t. d.

3. Rotace riizného druhu.

Jsou-li rotace, jeZz mdme sklddat, rizného druhu, tedy
oblovkové drshy ¢, (¢), @, (£), . .. @i () zcela libovolné funkce,
jez nemusi spliiovat Zddné podminky, pak nedaji differencidlni
rovnice (16) Zddného pohybu §roubového. Aby byl i tento ptipad
pokud mozno obecné feSen, musime poukdzat nejdiive na ana-
logii mezi sklddanim translaci pevného sméru a sklddanim rotaci
kol pevnych os. Vidéli jsme, Ze se rotace téhoz druhu kol

33
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pevnych o0s, jeZ se protinaji v jednem bodé, daji pievésti na
rotaci téhoz druhu, taktéZ kol pevné osy, jdouci prisec¢ikem
danych os. " “

Obloukové rychlost, obloukové zrychleni a obloukové driha
vysledné rotace obdrii se jako geometricky soutet pfisluSnych
komponent (dle mnohothelnika smérovych velitin v prostoru).
Stejné daji téz translace téhoZ druhu o pevném sméru (v piimkéach)
opét translaci téhoz drubu v pevném sméru (v pfimce). Rychlost,
urychleni a drdhu vysledné translace obdrzime jakoito geo-
metricky soutet (dle polygonu smérovych veli¢in v prostoru)
z rychlosti, urychlenf a drah translaci, jez skldddme. Translaci
v pevném sméru (v pimce) odpovidd tedy rotace kol pevné
osy. Analogie jest ziejma. AvSak, jako povazujeme translaci
v proménlivém sméru (v kiivce) za sled nekonetn& malych
piimkovych translaci (vidy ve sméru tetny v piisluSném bodé
kiivky), tak miZeme téz kazdy pohyb pevného télesa kol pev-
ného bodu povazovati za sled nekonetné malych rotaci kol osy
ménfei stale svij smér. Pfi translaci proménlivého sméru (v kiivee)
pokliddme pohyb v nekonecné kritkém tase d¢ za pohyb piimo-
tary (ve sméru teiny ke kiivce). Tak jest téz pohyb télesa kol
bodu v nekonecné krdtkém Case d¢ rotaci kol urtité osy. Tato
osa jest okaméitou osou rotace. Didle je ziejmy zdvér, Ze mi-
Zeme ,vibec libovolny pohyb pevného télesa pro jisty okamzik
povaZovati za spojeni nekonetnd malé rotace s nekonelné malou
translaci — tedy za nekoneiné maly pohyb §roubovy urtitého
sméru. Pro nekonetné kritky cas d¢ mizeme tedy Fici, Ze jsou
koefficienty

13 h &
=Ly (), Zmg',(t), Zng' (1)
r =1 =1 r==1

a posledni souéty pravych stran v differencidlnich rovnicich kon-
stantni, nebo, co vede k témuz vysledku, rotace, jez skldddme,
miZeme povazovati za rovnomérné pro nekonetné kritky cas df.
Analogicky postupujeme téZz pii translacich, kladouce

- ds

’U:Ft“ﬁt. d.

Pro nekonetné kritkou dobu d4 ro%nice (17), integrovéina
byvai, rovnici roviny:
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h

h h
2%¢U%x+2p¢ﬂ%y+27@HOJ

re

I, m, N ‘
=3¢.() ¢ () ls ms ns .t C,
e | @ — as br—bs ¢, — ¢

Smérovymi kosinusy normdly k této roviné jsou smérové
kosinusy osy okaméitého pohybu Sroubového ; jich hodnoty jsou:

h h h
SO Zm () S0 48

=Tde  "T T 0 "T T g0

kde
9 (t) = \/ [ri ]lr(p', ® ] 2 + [r ihlmr(p,r (t)] 2 + [TZh‘ I"T(P'r (t)] 2

znati obloukovou rychlost tohoto vysledného pohybu Sroubového.
Z téchto vyrazd vidno, Zze se smérové kosinusy osy okamzitého
pohybu 3roubového s tasem méni, jsou funkcemi tasu #.

Rotace nestejnijch druhsi kol pevnijch os daji pohyb té-
lesa, jejé miseme povadovati za sled nekonecné malych pohybi
Sroubovych kol ménlivé osy.

Obdrzime tedy pohyb S§roubovy kol osy, jez stdle ménf
svoji polohu i sv@j smér v prostoru, jako jsme obdrZeli p¥i
skldddni translaci rtzného druhu o pevném sméru (v pifmkdch)
translaci, jez stdle svlij smér v prostoru méni (v kiivce). Z (48)
vidime ddle, Ze vyslednd obloukovd rychlost v uréitém Casovém
okamziku rovnd se geometrickému soultu obloukovych rychlosti
pfislusnych témuz okamziku pro rotace, jez skldddme.

Stanovime nyni geometrické misto okamZité osy pohybu
pro nékolik jednodugsich piipadi.

Vezméme nejprve piipad, Ze se osy danych rotaci v jednom
bodé, v potdtku soufadnic, protinaji; pak mdme:

o, =b=¢c=a,=b=¢c,=.. m=an=by=c=0

a obdrzime z (36), kladouce za w, vyraz ¢',(f):

). __ 9.y _ 9.2
h = &h - h
L' (t) 2 m,' (1) 3 n,9' (%)
r=—1 r—1 r—=1

33*
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nebo (49)
x Y z

h - & 1
2 Lo' (1) Zmg.(t) I ng,(t)
r==1 r=—1 r==1

co rovnice vysledné okamZité osy rotace.

Obdrzime zde sled nekone¢né malych rotaci o ménlivé ose
kol onoho pevného bodu. Geometrické misto této osy jest tedy
plocha regulérni, jejiz tvofitelky se protinaji v poitku sou-
fadnic. Vlastnost této plochy zdvisi na funkeich ¢’; (f), ¢’5 (%), . . -
@'»(t) a na smérovych kosinusech danych os.

Zv1ast jmenujme piipad, Ze méme jen 2 rotace sklddati.
Tu musi vyslednd osa okamzitd vidy zistati v roviné danych
os, jezto ji mizeme v kaZzdém okamziku obdrzeti z rovnobéznika
danych obloukovych rychlosti. To se d4 téz mathematicky lehce
dokdzati. Pro dvé rotace mdme okamZitou osu:

z . y z
L'y () 4 4,9 (1) — m, 9, () + my9', (¢ 1,9’y (£) + ny@'y(t)

nebo, kdyZ oznalfme spoletnou proménnou hodnotu téchto
zlomkd «,

):

z = lLug', (t) + Lug', (1), y = myug’,(t) + moug', (1),
2 = nug'; () + nyug'y (),

z toho:
x I 1y
y my my | =0
| 2 7y 7y |

a to jest rovnice roviny danych os rota¢nich.
' V tomto pfipadé nalézd se tedy ona plocha regulérni v ro-
viné danych os rota¢nich.
Jsou-li osy danych rotaci rovnobéiné, t. j.

. =&ly, m™=—emy, n —é&n, pror=1 2,...h

kde & mize byti bud 4 1 nebo — 1 dle sméru piislu§né ro-
“tace, obdrzime v kazdém Casovém okam¥iku # nekone¢ne malou
rotaci kol osy, jejiz smérové kosinusy jsou [, m,, n, a jez jde



617

bodem (a’ b, ¢'), kdez

h 13
Erarq’ @) 2 &b’ (t) 2 &09' (1)
o — =1 p = =! o — =1
- - ’ — T2 » Y =T "'
Z &'y (f) 2 &9 () 2 &g’y (t)
r=—1 r=—=1 r=1
Zde jest & = cos 0 =1 nebo & = cos » = — 1, dle toho,
je-li ptislusnd rotace ve sméru vysledné rotace (osa l,, me,, 7,)
nebo ve sméru opatném (osa — I,, — m,, — n,), jako v p¥i-

slusném ptipadu rovnomérnych rotaci. Vysledné obloukovd rychlost
této nekonetné malé rotace v Case ¢ jest:

h
9 () = X &g’ (D).

Vysledny pohyb jest sled nekonetné malych rotaci touto
obloukovou rychlosti kol osy, jeZ se rovnobézn& k sobé v pro-
storu poSinuje.

Tato proménnd osa méd rovnice:

x—a _y—V__z2—¢

o — my ~—  m,
nebo
h h h h
z.389 () — 28a9.() y2Teag () — 2 &be'(F)
r=—1 r==1 —_ =1 r=—=1
ZO . o mO

z Z' e,q) » () — Z’ erc,tp «(t) (50)

= - ,

jak obdrzime téZ pfimo z rovnic (36). Geometrické misto-t&chto
okamzitych os rotatnich jest regulérni plocha, jejiz tvofitelky
bézi rovnobézné. Kdybychom méli sklddat jen 2 takové rotace,
mohli bychom funkce ¢’, (¢) a ¢, (¢) z (50) podobnym zpiisobem
eliminovati, jako u dvou rotaci, kde se osy v jednom bodé pro-
tinaji, a obdrzime rovnici roviny, jez je urtena obdma danymi
osami rotace.

Mize jeSt& pro urlity Cas nastati ptipad, Ze

3
3 &9 (8) =0,

r=—=1
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vyslednd osa rotaini pfejde v tomto okamziku do nekoneina,
a nekonetné mald rotace piejde v nekoneiné malou translaci,
jak jsme o tom obsirné pojednali u rovnomérnych rotaci. Je-li

h
2eg.(H) =0
r==I

pro kazdé ¢, obdrZime translaci bez rotace o rychlosti:

V[Zraw-o] [ w0 + [Zeer]"

kde (a,, b,, ¢,), (ay, by, ¢y), ... (an, b, 1) jsou priiseky os danych
rotaci s rovinou na nich kolmou. :

Zbyvd jesté obecny pfipad, kdy se rotacni osy ani nepro-
tinaji, ani nejdou rovnobéZné. Tu jest vysledny pohyb sledem
nekoneéné malych pohyb@ Sroubovych. OkamZitd osa tohoto po-
hybu &roubového mé dle (36) v Ease £ rovnice:

h h
o). e —2aqg (t)cosd ¢ {t).y — 2 by (t) cos B,
r=I r=—1

h
2 m’, ()

r=1

h
2Ly (D)
r=1
h
o). 2 — 2 g (t) cos &, (51)
7 — =1
- h »

= n,q'r (£)

r=
kde a,, b, ¢, a cos &, jsou na Case ¢ zdvislé.

Téleso kond v kazdém Casovém okamziku ¢ kol okamzité
osy nekone¢n malou rotaci s obloukovou rychlosti:

¢ () = \/[élwm] + [;mcp (t>] + [,é,"vw'r(h}

a nekonetné malou translaci smérem okamzité osy rychlosti:

5 $r)PalY) (;), z)’ ©) Oys SiN By
Geometrické misto této okamzité osy je regulérni plocha,
jeZ obecné jest zdvisla na funkeich ¢, (2), @'y (¢), ... @ (f).
_ Jezto jsme vidéli, Ze u dvou rovnobéznych nebo v jednom
bodé se protinajicich os geometrické misto vysledné osy okamzité
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lezi v roviné téchto os, roziesime jesté otdzku, jaké geometrické
misto okamZité osy obdrzime p¥i skldddéni dvou libovolnych ro-
taci kol os, jeZz se neprotinaji, ani nejdou rovnobézné.

Vezmeme jen dvé rotace o obloukovych drahdch e, (¢)
a @, (t) kol dvou mimobéznych os. Rovnice okamzité osy po-
hybu $roubového v tasé ¢ zni dle (B1):

P (@) . & — [a,9,"(f) cos & + a,9', () cos ]
Lo (1) + Ly ()
— @) .y —[he' () cos &, + b’y (1) cos 9,] (52)
0, @'y (8) + meg’y () '
— 9 (&) .2 — [e,9"y (8) cos B + o'y (B) cos B,]
o @'y (1) + n @'y (£). )

Body (a,, 0, ¢;) a (ay,, b,, ¢,) jsou priseky danych os
s rovinou kolmou k vysledné okamZzité ose. Tuto rovinu mizeme
vzdy proloziti nejkratSi vzdélenosti danych os, takze (a,, b;, ¢;)
a (ay, by, C,) se stdvaji priseky této nejkratsi vzddlenosti s da-
nymi osami; soufadnice a,, b, ¢;, @, b,, ¢, jsou pak na Case
¢t nezdvislé. Vyslednd osa okamzitd jest stdle kolmd k nejkratsi
vzddlenosti danych os a protind ji v obrdceném poméru pii-
slugnych rotord ¢, (¥) a ¢', (f), promitnutych do sméru okamzité
osy, tedy v poméru ¢‘,(t) cos &, : ¢’ ({) cos &, kde cos ¥,
a cos 9, jsou na Case ¢ zdvislé. KdeZto se tento pomér u rotaci
téhoZz drubu neméni, jest zde na Case ¢ zdvisly.

Okamziti osa opisuje regulérni plochu, kterou miizeme
urtiti eliminaci Casu ¢ z rovnic (52). Pro zjednodufeni eliminace
a vysledku volime nejkrat$i vzddlenost o danych os rotatnich
v ose X-ové, klademe tedy:

by =, =0y=¢, =0, |, =10, =0.
Rovnice (52) ‘okamZité osy zni pak:

9’ (1) . 2 — [a,9", (1) cos & + a9’y (£) cos B,]
0
— () .y — 9'(t) . 2
oy (D) A me@ly ()T 1,9 () + n9s (8)
Spoletnd hodnota téchto zlomkd nemiZze se stdle rovnati
oo, proto musi ¢itatel prvniho zlomku byti rovny O a nase dvo-
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jitd rovnice piejde ve dvé:
¢ () . x — [a,9", (f) cos &, + a9, (£) cos #,] =0
y I
my @’y (8) + my@'y (1) 0,9 (8) + ny9's (0)
Uvdzime-li, Ze A
cos &, = U, + mm, 4+ nn, =1, L'y () :’— L'y ()
@' (?)
m, @'y () + my@’y (£) n, @', (1) + 9% (f)
o 7 (0 tm 40)
_ @B+ mi+n]) ¢ () + (Ll 4 mymy 4 niny) ¢ ()
- P (1)

(pl(f) + ¢, (¢) cos &
¢ (1)

cos 9, = U, 4+ mmy, + nn, =

@'y (1) cos & + @'y (1)
9'(t)

[ D) = [L9's () + Lg's (D])* + [y @', (£) + m,9'5 (D)]*
+ [79" () + 19 (O]* = [9 ()] + [9". (O]*
+ 29¢', () ¢, (¢) cos 9,

kde ¢ znat¢i dhel sméri danych os, obdrzime:

o', O+ [0 (1] + 29, (£) @5 () cos B} =
—{a.9", () [9, (&) + 93 (t) cos 0] + a, ¢, (2)
X 9", (8) cos & + ¢, (B)]} =0

(mz2 — ny) ¢, () = — (myz — nyy) ¢’y (1),
nebo
4 t 2
(x —ay) [:,; 8] + Qr —a, — )(pl Eti cos ¢ +z—a, =0
9 (¢) m,z — My
(pl2 (t) 7"'1 1_1/
Z téchto dvou rovnic obdrzime eliminaci vyrazu 4 E tg
2
pro hledané geometrické misto rovnici:
- Mmys — Ny L\ MyE — Y
(= a')(m 3-nyl\) v 2z — a, ‘a,) 7———n p— cos &

+x—a, =0,
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nebo

(& — ay) (myz — my)* — [z — @) + (z — a,)] (M8 — nyy)

(m,z2 — n,y) cos ¢ + (x — ,) (m,z — ny)? =0. (53)
Jest zajimavo, Ze tato regulérni plocha, v niZ se geome-

trické misto okamzité osy nalézd, je zcela nezdvisld na funkcich

¢, (t) a ¢, (M, t. j. na druhu danych rotaci; jest uréena jiz

danymi osami.
y

Emawy
. \
|

,‘\’.-IC;

Obr. 4,

Rovnice této regulérni plochy obdrzi jednoduchy tvar, po-

lozfme-li poédtek do stfedu nejkratsi vzddlenosti a stanovime-li
sméry osy X-ové a Z-ové tak, aby pilily oba dhly vedlejsi

my =y == 08 5,

danych os. (Obr. 4.)
Za této podminky jest:

a rovnice (53) obdrzi tvar:
0 O . 9\2
(x 4+ 7)(9 €0s 5~ — Yy sin - )
O
cos &

2

IV
— 2x<z“ cos? 5 = y*® sin®
& .
)(z cos 5 + y sin 7

)“_

A

+(2—3
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nebo

x (2z2 cos® —g— + 2y2 sin® g — 22% cos*® —g— cos &

. 9 9
+ 2y® sm"—g— cos 0) — —g— 4yz sin —12—cos —12—= 0

a z toho kone¢né plyne:

o 0

z (y? 4 2% — sinT V7= 0. (54)
To jest rovnice Pliickerova konoidu. Geometrické misto
okamZité osy pohybu, jenz resultuje ze dvou ‘soutasnych rotaci
rizného drubu kol os mimobéznych nalézd se tedy na Pliickerové
konoidu. Poznali jsme ale, Ze se toto geometrické misto u dvou
rotaci riizného druhu kol os, protinajicich se v jednom bodé
nebo jdoucich rovnobéZné, nalézd v roviné téchto os. a to musi
sledovati t6Z z rovnic (D4). Protinaji-li se dané osy, pak polo-

zime 0 =— 0 a obdrzime:

z(y?+ 2%) =0, tedy 2 = 0.

To jest rovnice roviny zy, roviny danych os. Jsou-li osy
rovnob&zné, polozime bud & = 0 nebo & ==z, tedy sin & =0
a obdrzime z (54):
: ’ yz = 0.

Tato rovnice rozpadd se v rovnice dvé, nebof jest bud
y == 0 nebo 2 = 0. Prvni rovnice je rovnici roviny xz, jest
rovnici roviny danych os pro ¢ = ax, vztahuje se tedy na
ptipad antiparallelnich os.

Druh4 rovnice je rovnici roviny zy, vztahuje se na piipad
o8 roviobéznych. V pddu rotaci stejného druhu redukuje se sice
ono geometrické misto na jedinou pifmku, av8ak ta se nalézd
téZz na tomto konoidu.

K blizSimu sezndni ziskaného resultitu usoudime nésle-
dovné: Tvotitelka plochy jest okamZitd osa pohybu a nazveme-li

zkricens £ ©

9% ()

= ¢ (¢) pismenem ¥ a uvidzime-li, Ze

) _
9’y (1)

V14 9% 4 29 cos 0,
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maji smérové kosinusy tvofitelky tyto hodnoty:

A
, 14 9) cos -
1—0. m—ml‘Pl1(t)+m2‘p2(t.)._ ( ) 2
— , —

¢ (%) T VI F 9t + 2y cos @

(1 — v) sin —

o @'y (8) + 1,9’ () __ 2
- 9’ (t) “VIF v 2y cos o

(55)
Tato tvotitelka protind osu z-ovou, nejkratsi vzddlenost
danych os, v bodé:

a= a; 9 (?) cos @, -+ aq@'g_(t) cos 9,

7’ ()
_ 0 ¢ O], )+ ' (t) cos 9]+ @', () [¢', (t) cos & 4 ¢’ ()]
27 (9" )]*
_ ¢ 1—
T2 1 4 ¢t 4 2y cos O

K zodpovédéni otdzky, pro kterou hodnotu v obdrzime
urditou hodnotu o, musime rovnici :

_ 0 1— vy
=TT+ 2pos o
nebo (56)
4a cos & 4a

Ll i el e e ) .
fediti dle y. Obdrzime dvé hodnoty ¢' a v", jez hovi podminké’m:

¢ 4P = — ’ta—f';—g, Yy'=—1+4 FT-EZ'
Nédsobime-li drubou podminku cos # a setteme obé, ndsleduje
Y 4 P+ YUY cos # = — cos
a z toho
Wi = P+ cos &

T 14 vcos o’
Obdrzime tedy tutéz hodnotu pro a pFi

¢’ -+ cos &

VY= s B
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t. j. bodem a nejkratsi vzddlenosti jdou dvé tvofitelky, jez dle
(95) maji tyto smérové kosinusy

(1 + ) cos &
T V1F vt F 20 cos &
1 ') si 2
, \ —'P) n 9
W= —
V1 + v 4 29 cus &
Gty

'=0, wm'

l“ — O mll et
2 ’ V14 v + 2¢" cos &
1 — ') sin —g—
= ’ = 57
V14 v + 2y cos @ » OD
(1 — w*) sin %

l“—

S VI F "t 207 cos
i
(1 4+ v*) cos 5
T VIF e+ 29 cos &

Uhel 0, v ném# se obé tvofitelky v bodé @ nejkratii
vzddlenosti protinaji, je uréen vzorcem

m'.

" . cos @ —_— lll“ + mlmll + "ln"
2(1 - y'® sin L4 cos 2 c
= 2220 gnp  (59)
T 14yt 2pcosd T4 ’
Z rovnice (56) obdrzime
= 2a cos & + \/0? — 4a® sin® i (59)

8+ 2a

Jezto ale y nemize miti zddnych komplexnich hodnot, musi

J )
2 > 2 i@ i - < << —,
02 = 4a2 sin? 9 neboli T sin 1‘);_a_ Toin D (60)

Tim jsou nalezeny meze hodnoty a.
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Pro mezni hodnoty « mdme dle (58) a (59) tyto hodnoty

Pro ¢ a O:
3 [ S, cos j‘?_i — "
jest Yo =5 p 1_1;;0,

0, = arc cos (— 1) = =,

ay, — — ———
pro do 2 sin &

_ _ ost w . —cosH .,
Pr0ay = o cmg % ¥ S Teme 17 7
O; = arccos 1 = 0.

Piislugné hodnoty smérovych kosinuséi obou tvofitelek

4 . -
v bodé a, = — e g 150U dle (57)
o
(14 w'o) cos - 1
Uy =0, m'y, = —_—
CT N TVI R v R 2, c0s V2
.
e — 1—vy') 31”1? . 1
VI it 2w s V2
, 1 , 1
"y, =0, m’,,:——v?_ n‘o=V—2_-,
J
a v bodé a3:m—‘5:
; i
(1+ws)cos-2— L
UV, =0, m'y = —-——
i TN I v F 2y, cos ¢ V2
ry s O .
(1—w3)sm—2— 1
n'y = —_— =
FTVIF YT 2,050 2
U " 1 ’ 1
l‘a—_-O,ma_—.v_—‘z_—, n’3=\—/—2_—.

Dvojitd tvofitelka v bodé a, pili tedy pravy ahel mezi
sméry osy Y-ové a Z-ové, a v bod& a, pili thel vedlejsf tychz
sméri. Najdeme nyni tvofitelky v bodech @, = — % aa, = -%—
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4
Pro a, =— mdme
& . O
YV, =, I/, =0, m', = cos 9 = my, ', = — sin 5 =0y,
1 & 0
(7 "o o : — *
V= — , =0, m‘l_—sm——2~, n"l_cos?,

® = arc cos (—sin ) :—;— + 9.

Prvni tvofitelka v bod® a, jest prvni dand osa, a druhd
tvofitelka jest kvlma na smér druhé dané osy.

d
Pro a, = - - mdme

2
v, =0, I'y=0, m'y,=cos —Z— =m,, n',=-sin %:n2
vy, = —cos & 1", =0, m”, = sin %, n", = cos %,
O = arc cos (sitn &) = —g- — B

Prvni tvofitelka v bodé a, jest druhd dand osa, a drulig
tvofitelka jest kolma na smér prvni dané osy.

Abychom obdrZeli tvofitelky pro potdtek, klademe ¢, — 0
a obdrzime

o
2 cos 9
y=1 U, =0, m'y= —— =1, n'y=0,
Yy 1 y 4 V2 + 2cos ® ’ 4
v, =—1, ", =0, m'y =0, n'y=1

V(4
O = arc cos 0_3.

V potdtku jest tedy prvni tvofitelka osa y-ov4, a druhd
0sa z-0v4. Ze vSeho toho plyne, Ze se naSe regulérni plocha
naléz4 mezi rovinami

X=me——— & &= — L
sine "' T T s

V kazdé z téchto rovin mdme dvojitou tvofitelku plochy
& vkazdé jiné roviné mezi obéma t&mito rovinami, stojicf kolmo
na nejkratdi vzdadlenosti, dvé piislu§né tvofitelky, jez se na
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. ) : : : . . ¢
nejkratdi vzddlenosti protinaji. Pfejdeme-li od roviny 2 = Sein s

k roviné z = =5y vzristi thel piisluiné tvotitelky od
0 do = a sice jest pro
J d 4 4

=g 20 % T T
n b4 a7
0=0 5 =% 5 F+&H m

Prvni dvojitd tvotitelka (e, nebo ¢’; v obr. 5.) pili thel

Obr. 5.

, , ) . 8 i
08y y-ové a z-ové. Nalézd se v roviné z =5eins Blizime-li

se odsud druhé dané ose, vzrlstd tdhel piisludné tvofitelky od

-0 do = — &; v roviné x — LA sviraji piislusné tvofitelky

2 2
thel —’2’— — & a prvni spadd v jedno s druhou danou osou,

kdeZto drubd stoji na prvni dané ose kolmo (e, a ¢’,). Jdeme-li
dile az k potdtku, vzristd thel pisluSnych tvofitelek od
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" — 9 do —, v roviné z =0 sviraji t voFitelky pravy thel

2 2 27
a spadaji v jedno s osou y-ovou a z-ovou, pali tedy . thel a
vedlejsi thel danych os (r; a €3). Blizime-li se od stfedu nej-

krat§i vzddlenosti prvni dané ose, vzristd dhel od —2— do

—g— <+ &, v roving x — — —g— je tento uhel —- + # a prvnf

tvotitelka spadd s prvni danou osou v jedno. kdezto druhd stoji
kolmo na druhé dané ose (e, a ¢’,). Dile vzristd hel pﬁsluény’ch

tvofitelek od 12'— 4+ & do #, v roviné x = — g -5 jest tento

2 sin
uhel =, zde jest druhd dvojitd tvofitelka regulérni ploch) a puli
vedlejsi thel osy y a 2z (e; a ¢/5). Sméry obou dvojitych tvo-
Fitelek jsou k sobé ko mé.
Kazdou tvofitelku mozno vzit v opatném sméru, jezto:
¢ () __—a @) _
v, ) = =gy~ O
proto protind vyslednice — ¢’, (¢) a — ¢, (¢) nejkratsi vzdd-
lenost danych os v témz bodé jako resultanta ¢’, (¢) a ¢, ().
Obé spadaji v tutéz piimku, jezto funkce w(¢) ma v obou pii-
padech tutéz hodnotu, maji ale smér opacny. To ndsleduje téz
z nafich rovnic, uvdzime-li, ze

¢ () = Vig. O* + [, () + 291 () 95 (£) cos B,
g—((%—-i-VI-{- v? 4 2y cos B,
kde v piipadu ¢, (¢) a ¢’, (¢) musime vziti znaménko -+, v pfi-
padu — ¢’(t) a — ¢’y (f) znaménko —.
Vezmeme-li tedy téZ v ivahu opatné sméry tvofitelek, mame:

: ) J
v roviné X== —— xr = — x=0
2 sin & 2
ey | ey ¢ l —ey] eq | €g | e \ —e'yl es | efy | e | —ey
tvofitelky - _—
—ey | —e'y|l—e, | e&/; |—ey | —e'y ——e,‘ elg | —eg|—ey | —e'y| elg
. D} ' 7t <
jeZ svi- 0 . T n n
" n - - | 5 o — -
raji dhel] . : 2 2 + 2 2
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v roving = — _ﬁ_ T = — ____‘_?
2 2 sin &
) e, ey | e, ’—e‘4 es | ey |l e5 | —e
tvotitelky | ——
—ey | —e'l—ey | ¢y | —eg | —elsll—es | €'s
jez svi- | ™ LA
raji uhel| 9 +&) 3 ¢ i 0 I

Ve zvld§tnich piipadech, kdy 4 — O nebo & = =, obdrzime
v kazdém bodé nejkratdi vzddlenosti jen jednu tvoritelku nasi
plochy, nebof pak
a=2 1w
=9 1+
a tato rovnice prvnfho stupné dd pro jednu hodnotu a jen jedno
fefeni v — v¢'. Smérové kosinusy tvofitelky jsou:
pro =0, V=0, m'=——-% =41 w=0,
+VI4 42y
1—v
ro &+ = '!'=0 m' =0 » = S
peT=n ’ T A VIR oy

Nage regulérni plocha stdvd se rovinou ¢ = 0 nebo y = 0

. 8 i)
a dosahuje od T= g = ® do T= = g = — .

1.

|
I+

Zavérek.

Geqmetrické misto okamZité osy pohybu, jejZz obdrzime
skldd4nim dvou libovolnych rotaci rdzného druhu kol os mimo-
béznych, nachdzi se na regulérni ploSe. Tato plocha jest Pliik-
kerttv konoid. Uréfme nyni tuto plochu cestou vice konstruktivni.

Nejdifve dokdZeme, Ze se v kaZdém bod& nejkratii vzda-
lenosti danych os protinaji dvé tvotitelky regulérni plochy a
stanovime zdrovel thel mezi ob&ma. Abychom nalezli vyslednou
okamZitou osu rotace v libovolném ¢ase #, naneseme rotory
¢ (@) a ¢'y(%) v jednom bod& a sice ve stfedu O nejkratsf

34
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vzddlenosti & a konstruujeme z nich rovnob&znik. (Obr. 6.) Uhlo-
piitka jeho uddvd ndém obloukovou rychlost ¢’(¢) vysledné oka-
mZité rotace co do smérn i velikosti v prostoru. Nejkratsi vzdd-
lenost os danych rotaci rozdélime v opatném poméru piislusnych
rotori, promitnutych do sméru resultanty ¢’(¢), tedy v poméru
OD : OC a vedeme tim bodem rovnobézku k thlopfitce ¢’ (¥).
Tato p¥imka jest vyslednou okamzitou osou pohybu, tedy tvo-
titelka plochy regulérni. Ukdzeme, Ze obdrzime tyZ pomér
OD : 0C, tedy tyz priisek s nejkratdi vzddlenosti je§té pro jiny

Obr. 6.

smér resultanty ¢’ (¢f). Znatf-li & a &, — 9 — 9, dhly, jez
svird resultanta ¢’ (f) se sméry danych os, jest
OD :0C=nhcot®,:hcot® =1tg 9, :tg9,
=tg 9 :tg (& — D).
Oznatfme-li tento pomér », obdrzime rovnici
14+tgditgd,

WS e —tg9, —

N .
nebo tg® &, + !t—;%” . tg 9, =v.
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Pro t§Z pomér v = OD : OC obdrzime z této rovnice dvé
hodnoty pro ¢g #, a dva thly &, a 9',. Mezi kofeny této kva-
dratické rovnice plati dva vztahy

, 140
tgﬂl+t.qal=——t_g‘§7
tgd tgd, =—u,
a proto
, tg«‘f +tg~‘)’ 1+
tg ( ¥, =
1
Ctge T tg( ;
Z toho plyne
1‘)l+q‘}‘1:—;~—|—a‘f neboli«‘}l-{—ﬂ’l:—g—-}—ﬂin.

Za tutelem konstrukce dhlu 9§, = g~ + & — 9, vedme

OF | OB a < FOE, = 9,, pak jest <t AOE, = &', a OE,
hledand resultanta, jez odpovidd téze hodnoté v a tim i témuZ
bodu nejkratii vzddlenosti & piisludi jako resultanta OE. Uhel

¢, :% + & + 7z — 9, vede nds k resultanté OFE',, tato ale

nalézd se v téze piimce s OE,, jen Ze jest opatného sméru.
Stejné hovi nasi tloze téz hodnota &, + = pro &, a vede k re-
sultanté OFE’, jeZ se nalézd v téze piimce s OF, ale md opaény
smér. Jest to resultanta pro — ¢’, (¥) a — ¢', (¢).

Uhel © pifslugnych tvofitelek, jez odpovidaji téze hodnots
v a proto tymz bodem nejkratsi vzddlenosti jdou, davd vyraz

cos © = cos (&', — &,) = cos ¥ cos &, -+ sin &, sin &,
=cos &, cos ¥, (1 + tg & tg &)

sin
__sin (9 4 &) , ( ) _
mﬂ 1+ tgditg0) = —— 11—
y
—-—2—:—7_—; sin 9.

Volime-li nejkratdi vzddlenost & za osu z-ovou, stied jeji
za potdtek, a stanovime-li smér osy y-ové a z-ové tak, aby
34*
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pilily dhel a vedlejsi tdhel danych os. (obr. 4. a 6.), pak jest

J
T st
b 6 — 27

'—2——.’23

=

kde x znalf soufadnici priseku tvofitelky OF a OL, na nej-
kratdi vzdalenosti 0. Dosazenim této hodnoty do vyrazu pro
- cos O nisleduje

cos 9 =%— sin &,
J
tyz vyraz jako v (58), Soufadnice x musi tedy hovéti podmince

-—1§?gismo_s_1,

nebo
s _ b}
—r— 2 2 =
Isine =2 =3 sin
t. j. na8e regulérni plocha naléz4 se mezi rovinami
z= ar= g
- 2sm P — 2sind

Rovnice tv—'oritelky OFE (obr. 6.) jest
G
Z = y tg (19, —7),
Tovnice tvofitelky OF,

, v
‘ z:yty(19,——2—),
a obou tvotitelek dohromady

-rofe=3)] [ role— 3] =

Tato rovnice plat{ pro vSechny tvofitelky plochy regulérni,
tteba jen za o, a-ﬂ’, = 12!— + 9 — @, dosadit p¥islu§né hod-

noty proménné. Abychom obdrZeli hledgnou rovnici plochy re-
gulérnf, musime do této rovnice na misté &, a ¢, zavésti
soufadnici z.
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Provedenim ndsobeni obdrzime

9 , @
2% — 2y [ty (0'1—7)-{- ty(ﬂl— ?)]

\

L , L
+92 tg(01_2') ty(ﬂl _"2_>=()7

2 . G . , 5
Y Sl"(01 ——2—)3111('9 . ——é_)
. & , o
— Yz [Sm (”31 — -Q—)cos(#, — ~2—)]
+ c0S (81 —"‘g—) sin (’8”1 _ _%_)

9 &
+ 2% cos (01 ———2—) cos({).l’ _ _2_.) =0.

Souciny sinusi a kosinusi miZeme vyjidiiti rozdilem a
souttem dvom kosinusi, tedy

nebo

2
%— [eos (9, — @) — cos (9", + &, — )] —yzsin (8, + 0, — 9)

+5 oo (9, — 9+ cos (0, 4 0, — ] = 0.

Dosadime-li zde 9, — &, = 0 a ¢, + 9, = .’.2‘-+ 8, ob-
drzime

3 (¥ + %) cos @ —yz =0,
(¥y* 4+ % —“:— sin ¢ — yz=20,
nebo koneiné
. z(y*+ %) —
tutéz rovnici jako v (54).

\

: yz =0
smz‘f'/ ’

(Z némdiny prelozil V. Pokorny, suppl. utitel v Rokycanech.)
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