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Vzajemna oskulace kuZelosetek ve stupni vysSsim.
Napsal prof. dr. Jos. Kounovsky.

1. Uvod.

1. KuZelosetka stanovena jest obecné péti urdéovacimi
prvky, které mohou byti body i tetnami. Te¢na s bodem do-
tyénym zastupuje dva urlovaci prvky, t. dva nekoneéné blizké
body nebo dvé nekonetné blizké te¢ny. Zndme-li v bodé kuzelo-
setky oskula¢nf kruznici, t. j. kruZnici majici s kuZelosetkou
tfi nekonetné blizké body spoleiné, zastupuje tato znalost k¥i-
vosti tfi urCovaci prvky. RovnéZz podminkou, aby kuZelosetka
oskulovala v urtitém bodé jinou kuZelosetku, t. j. méla s ni
v tomto bodé touz kiivost, vytleny jsou tfi urfovaci jeji prvky.

Za dané podminky oskulaéni dotyku trojbodového urcena
jest tedy kuzelosetka jestd dvéma dal§imi prvky. Je-li sestrojiti
kuzelosetku oskulujici danou kuzelosetku v daném bodé ve stupni
vy$§im, tedy dotykem &tyfbodovym, staéf k urdeni jejimu jeSté
dalsi paty prvek, bod nebo te¢na.

2. Pfi sestrojovani kuZelosetek sludi miti vzdy na mysli
uréeni jich os nebo sdruzenych primérd, hlavné z dfivodu
prakticko-konstruktivniho. Sestrojujeme-li kuZelosecku, v jejimz
urteni nachdzi se oskulatni podminka v nékterém jejim daném
bod&, poslouzi ndm v kazdém piipadé zndmost sestrojovdni
polomérd kfivosti kuZeloselek uzZitim Steinerovy paraboly, jez
mistrné provedl dvorni rada Pelz*). Zminime se tedy pfedem
o theorii Steinerovy paraboly a jeji applikaci pfi sestrojovini
polomérd kfivosti kuzelosetek, pak poukdZeme ke skutetnosti,

*) V prici: »>Die Krummungshalbmesser-Constructionen der Kegel-
schnitte als Corollalien eines Steiner’schen Satzesc<. Zased. zpravy kral.
&es. spoled. nauk, ro¢nik.1879. Praha 1880.
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%e sestrojovdni kuZeloselek za dané podminky vzdjemného do-
tyku trojbodového jest zndmost{ zminéné paraboly feSeno a po
té piistoupime k vlastnimu predmétu tohoto Eldnku.

3. Uvazujeme-li v roviné kuZelosetky % (Obr. 1.) svazek

paprskovy o vrcholu P, tu obaluji kolmé reciproké poliry ¢’
viech paprskii g tohoto svazku touz parabolu.

Ze obalovd kiivka kfivého svazku kolmych reciprokych
poldr ¢’ jest kuZelosetkou, lze posouditi z projektivnosti jeho
8 fadou péli ¢ paprski ¢ a tedy s paprskovym svazkem
o vrcholu P. Ponévadz do toho svazku patif téz nekoneénd
vzddlend p¥imka roviny kuZelosetky, jakoZto kolm4 reciprokd
polara paprsku spojujiciho bod P se stfedem S§ uvazované
kuZelosetky, jest obalovd kuZelosetka poldr ¢ skuteiné para-
bolou, jiz dvorni rada Pelz nazval ,parabolou Steinerovou“ a
0 jejiz existenci podal krasny dikaz v jiné své prdci*). (zna-
{{fme .parabolu tu prib&hem pojednéni vzdy II

Tetnami této paraboly jsou dle definice také:

«) Osy a, b kuzelosetky %k, jakozto reciproké poléry pa-
prskii bodem P kolmo k nim sestrojenych.

#) Pravodhld .dvojina mm, paprskové involuce, kterou in-
dukuje kuZelosetka & v bodé P.

-
*) »Die Axenbestimmung der Kegelflichen zweiten Grades.« Sit-
zungsber, der kais. Akad., sv. LXIX,, Viden 1874.
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y) Polara p bodu P, jakoZto kolmd reciprokd polira pa-
prsku bodem P na ni kolmo sestrojeného.

d) Norméaly n a n, sestrojené v dotyénych bodech T a 7'
teten, jez prochdzeji bodem: £ na kuZelosetku.

¢) Piimka « | p vztytend na p ve sttedu U bodové in-
voluce, indukované kuzelosetkou na p, jsouc kolmou reciprokou
poldrou paprsku sestrojeného bodem P rovnobéZné s jeho po-
larou p. ‘

4. Blizi-li se bod P uvaZované KkuZelosetce X a padne-li
kone¢né na ni, zistivd vie o Steinerové parabole v platnosti.
Poméry } onstruktivni utvdif se pak ndsledovné.

Obé telny ¢ a t,, sestrojené difive bodem P na kuZelo-
selku, stotoZni se nyni v tetné p, sestrojené v bodé P na k.
(Obr. 2.). Obé normély » & n, se rovnéZ stotozni ¢i stanou se
normdlami bezprostfedné sousednimi, a priseéik jich C jest
stfedem kfivosti kuZelosetky & pro bod P. Bod C jevi se tedy
byti prisetikem dvou sousednich teten Steinerovy paraboly I7
Cili jest dotyénym bodem ' normély » bodu P na parabole II,
kterd jest wplnd uréena osami kuZelosetky % a tetnou a nor-
mélou v bodé P. Stfed kiivosti C mozno tedy rysovati uZitim
véty Brianchonovy.

Spojnice » uvazovaného bodu P na kuZelosetce a jejtho
sttedu S jest Fidicf pfimkou ptislusné paraboly I7, jezto p 1 =,

) E 30*
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b | a. Obnisko F paraboly IT sestroji se jako diagondlni roh
dplného <&tyfstranu abpn, ktery: neleZi na diagondlni strand
PS. Bod C mozno pak i bez véty Brianchonovy snadno rysovati.

Je-li uvazovand kuZzelosetka % hyperbolou, miiZzeme pro para-
bolu I7 urtiti jesté dvé charakteristické dalsi. te¢ny. Sestrojime-li
totiz bodem P paprsky rovnobéZné s asymptotami, nachdzeji se
jejich poly vzhledem ke kuZeloseice % v priseticich tetny p a
asymptot, i jsou kolmice v téchto préseticich na asymptoty
vztylené rovnéz tetnami paraboly IT dle definice.

Je-li konetné uvaZovand kuZelosetka % parabolou, ur¢ime
pro kterykoli jeji bod P piisluinou parabolu Steinerovu tfemi
tetnami a to p, » a osou a paraboly uvaZované, jakozto vrcho-
lovou tetnou pomocné paraboly II. Jestit stfed dané paraboly
v nekonelnu, tedy paprsek sestrojeny bodem P rovnob&Zné
s osou a paraboly jest fidfcf pifmkou paraboly IT. Osa « jest
spole¢nou vrcholovou teénou Steinerovych parabol pro viechny
body kuZeloselky uvaZované.

Znémo-li u kuZelosetky ohnisko G, dospivime opét rychle
k tetné paraboly Steinerovy pro kterykoli jeji bod P. Kolmou
reciprokou poldrou pro paprsek PG vzhledem ke kuZeloseice
dané jest totiz kolmice sestrojend nafi v ohnisku G.

Pro riznd urenf dané kuzeloseCky % vytvéaif se konstrukce
poloméru ktivosti jejich bodd riizn&, vidy mozno vSak pouZiti
paraboly Steinerovy a v&tou Brianchonovou sestrojiti stied
kfivosti, jak podrobn& ukdzal dvorni rada Pelz v citované
jiz préci. :

. 5. Znamost pfedchozi konstrukce poloméru kiivosti v bod&
kuzelosetky podavé ndm ihned sestrojovéni kuZelosetek za dané
podminky dotyku trojbodového. Pro libovolné jinak uréenf dluzno
jen konstruovati Steinerovu parabolu pro bod oskulace vzhledem
ke kuzelosetce hledané. Urtena jest tetnou, normélou se stiedem
kiivosti (= tetna s bodem dotyénym), a potfebnou jesté (itvrtou)
jeji tetnu stanovime z daldich podminek, jeZ uréuji danou ku-
2e1<')seéku;. abychom ji sestrojili, snazime se vidy sestrojiti pa-
prsek prochazejici bodem oskulace a jeho pdl, nachdzejicf se na-
tetnd kuZelosetky v bodé oskulace sestrojené: tfm prochszi jiz
k paprsku uvaZzovanému kolmd daldi tetna paraboly Steinerovy:
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Konstrukce paraboly IT (vlastné ¢tvrté jeji teény) nepo-
skytuje obtizi, kdyZz kromé podminky oskulatni urlena jest ku-
zelosetka je§té na pf. ohniskem, nebo stfedem, pélem a p¥i-
sluSnou poldrou, tetnou s bodem dotyénym, dvéma body, dvéma
tetnami, tetnou s bodem dotyénym a pod., i kdyZ prvky uréo-
vaci (body nebo tetny) jsou sdruzend imagindrni.

Sestrojime-li pro parabolu Steinerovu bodu oskulace vzhle-
dem ke kuzelosetce hledané fidfci pfimku, jest tato jejim pri-
mérem. Na tom uréi se stfed kuZelosetky bud jako stfed invo-
luce indukované na pruméru kuZelosetkou, nebo pomoci pruméru
jiného.

Stiedem prochézejici tetny Steinerovy paraboly jsou osami
konstruované kuzelosetky, kterd jest jiz uplné uréena, nebof
i omezeni os jest snadnym.

II. Strojeni kuzZeloseé¢ek za dané podminky dotyku
étyirbodového.

6. Konstrukci kuZelosetky oskulujicf danou kuzelosetku
ve stupni vy$§im, tedy dotykem étyi‘bodovym, ozfejmime, po-
kldd4dme-li dotyk ten za kra;ni polohu kuZelosetek dvojndsobné
se dotykajicich pro pfipad, Ze oba body dotytné splynou.

UvaZujeme-li v obr. 1. u kuzelosetky % parabolu Steine-
rovu 11 pifslunou libovolnému bodu P jeji roviny a uvedeme-li
si na pamét v8echny zvlaStni jeji telny vytéené v &l 3., sezné-
véme, %e pro kaZdou jinou kuZeloselku, kterd dotykd se kuzelo-
setky % dvojmo v dotyénych bodech 7' a T, teten sestrojenych
k ni bodem 2, jest parabola Steinerova pfislusici témuz bodu P
totozn4d s parabolou I7, majic s nf vice telen spoletnych neZ
k urteni paraboly jest tieba.

Vlastnost pravé vyttend podrzi patrné platnost i pro ptipad,
kdy dotyéné body T a T; obou (a viech) kuZelosetek o spo-
letném dvojndsobném dotyku\ splynou. Odtud plyne véta:

Kuielosetky, magici v spoleiném bodu dotyk étyrbodovy,
maji pro ten bod i spoleénou” Steinerovu parabolu.

' Kuzelosetky o spoletném &tytbodovém dotyku tvoi i'adu
kuzelosetek, u niz &tyki zdkladni pfimky splynuly. Podrzi tedy
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i zde platnost znamé véta: Stredy kuzeloseéek Fady jakoZto pily
nekoneéné vaddlené primlky roviny nmachdzeji se na tée primce.
Pro kuZzelosetky dvojndsobného dotyku (Obr. 1.) jest pifmkou
tou spojnice bodu P a sttedu U sdruzené.tétivy I'T,, pro ku-
zelosetky dotyku &tyibodového v bodu P jest to spojnice bodu
P a stiedu kuZelosetky dané. Toto geometrické misto stiedd
kuzelosetek uvaZovanych jest pak Fidici pfimkou paraboly Stei-
nerovy pro bod P. o

Uzitim této pomocné paraboly sestrojime snadno kuzelo-
setkn o daném dotyku ctyFbodovém.

7. Ku#elosecka urdena étyrbodovym dotykem a dalsim
bodem.

Danou kuzelosetku %, uréfme vzhledem k problému nej-
jednoduseji bodem P, pisluinym stiedem kiivosti C a stfedem
Sy nebot uréena tim ihned pomocnd parabola IT svou Fidiel
piimkou » = FS, a tetnou PC s bodem dotyénym C. Kdyby
- kuZelosetka %, byla uréena jinak, zjedndme si parabolu pomocnou
dle citovaného pojedndni dvornfho rady Pelze.

~Kuzelosetka k, jiz dluzno rysovati, budiz urtena mimo
étytbodovy dotyk v bodé P jesté bodem O (Obr. 3.). V tomto
bodé snazime se sestrojiti tetnu kuZelosetky 4. Jejim prisetikem
Q@ s tetnou p v bodé P sestrojenou prochdzi kolmé reciproké
.poldre g, k pfimce ¢ = PO. Jezto ¢, jest tetnou paraboly IT
Jiz urtené, miizeme ji sestrojiti, znajice jeji smér kolmy ku g.
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Uzitfm tetny PC s bodem dotyénym C a ¥idiei pifmky » sestro-
jime ohnisko F' a vrcholovou tetnu v pomocné paraboly. Sestro-
Jjime-li ohniskem F rovnobé&zku se smérem ¢, protind vrcholovou
tetnu v v bodé L, jimz prochdzi tetna ¢,. Mohli bychom ji
sestrojiti oviem téz vétou Brianchonovou.

Pifmka ¢, protind tedy tetnu p v pélu @ piimky g, i jest
QO tetnou hledané kuzelosetky & v bodé O. Spojnice piliciho
bodu U tétivy OP s pélem @ urtuje na piimce r jiz stted S
kuZzelosetky k. Osy kuzelosetky / jsou te¢nami pomocné para-
boly a sestroji se jako osy thlu FSP a vedlej§tho. Sestrojime-li
kruznici opsanou trojihelniku urfenému te¢nou a normélou

v bod¢ P a osou kuZelosetky, protind kruZnice druhou osu
v ohniskdch; v obr. vychdzeji redlnd ohniska G a G,. Ozna-
time-li H patu kolmice sestrojené ohniskem G ma tenu p, jest
SH = SA = SA4, hlavni poloosou vysledné kuzelosetky, jiZ
mozno pfesné rysovati. .

8. Kuselosecka uriena ityrbodovym dotykem a teénou.

Kuzelosetka dand %, vytlena opst stfedem S, a bodem P
8 piisludnym - stfedem kfivosti C, ¢imZ uplné jest - stanovena
parabola IT pro bod P jako v ptipadé pfedesiém (Obr. 4.)-

Vyslednd kuZelosetka % nechf dotykd se kuZelosetky %,
v bodé P dotykem <¢&tyfbodovym & mé za teinu piHmku o.
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Snahou. nadf v tomto pfipad® jest ziskati na teiné o dotyény
bod O kuzelosetky. Za tim afelem sestrojime poldru ¢ priseciku
Q tetny o a teiny p v bodé P kuZelosetky. . SdruZzend kolmé
poléra g, bodem @ prochédzejici jest tetnou paraboly IT a moZno
ji rysovati, sestrojime-li ohnisko F' paraboly jako v piipadé pie-
deslém, jako osu oblouku EF o stfedu @, kde £ nachdzi se na
HMdici piimce » paraboly. Pak polira ¢ prochdzejic bodem P
stoji kolmo na sdruZené piimce ¢, a protini tetnu o v bodé
dotytném O.

Dalif konstrukce kuZelosetky % provedena jako v piipadu
piedchozim.

Paraboly dotyku ctyrbodového. Kuzelosetka %, uréena jako
v piipadech pfedeSlych (Obr. 5.) Patrné existuje jedin4 para-

bola % majicf v bod® P s danou kuZelosetkou %, dotyk &tyi-
bodovy. Jeji stfed v nekoneénu udévd Fidici pfimka r = PS
paraboly Steinerovy, jez udavé tedy zéroveli smér osy paraboly
wvysledn8. '

Jezto dle definice jsou osy kuZzelosetky te¢nami Steinerovy:
paraboly pro kterykoli bod kuZelosetky, sestroji se osa a para-
boly ¥ jako tetna paraboly IT; jsouc rovmobéind s jeji Fidici
piimkou jest teénou vrcholovou. Sestroji se CR | », RK | PC,
bodem K prochézf @||». Ohnisko G oskulujici paraboly obdr-
zfme jako pilief bod mezi prisetikem teény a normély na ose;
gestrojime-li ohniskem kolmici na tetnwy prochdzi jeji patou
tetna vrcholovd paraboly %, kterou moZno jiz pfesné narysovati.
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9. Rovnostranné hyperboly oskulujici danow kuZelosecku
ve stupni vy3sim.

Lze snadno ukdzati moZnost, Ze pro kazdy bod kuZelosetky
existuje jedna rovnostrannd hyperbola majici v bodé tom s ku-
Zelosetkou danou dotyk ttyfbodovy.

Vsecky kuzelosetky dotykajici se dané kuzelosetky k,, jiz
zvolime opét stiedem S,, bodem P a piislusnym stfedem kii-
vosti C (Obr. 6.), v bodé P dotykem Ctyfbodovym moZno pova-
Zovati za krajni pfipad svazku kuzeloseiek, v némZ vSechny
zékladni body splynuly.

Jak zndmo, tvoii priseiné body libovolné pfimky s kuzelo-
setkami svazku dvojiny involuce. UvaZzujeme-li zv14st8 involuci
tuto na nekonetné vzdédlené pfimce roviny *) a promitneme-li
ji paprskovou involuci ze stkedu P, jsou dvojiny této paprskové
involuce sméry asymptot kuZzeloselek svazku, uréujice jejich ne-
konetné vzdédlené body, af jiz redlné ¢i imagindrné. Telna p
spole¢nd v bodé P vSem kuZeloselkdm svazku jest patrné v uva-
%ované involuci paprskem dvojnym. Oba dvojné paprsky tvoif

*) C. Beyel: >Uber Oskulation und vierpunktige Berthrung von Kegel-
schnitten.« Hoffmanniiv Zeitschrift far math. u. naturw. Unferricht,
19. rodnik, Lipsko 1888.
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8 kteroukoli dvojinou involuce &tvefinu harmonickych paprski a
dle toho rysoval by se druhy dvojny paprsek. Jezto vSak asym-
ptoty kuzeloselky jsou dvojnymi elementy involuce sdruZenych
priméri a oddéluji kazdou jich dvojinu harmonicky a jelikoZz
v bodé P teina p a primér r = PS, uddvaji smér jedné dvo-
jiny sdruzenych priméri (pro vSechny kuZelosetky svazku) a
oddélujf tedy harmonicky kazdou dvojinu involuce o stiedu P,
jest nutng piimka » druhym dvojnym paprskem této involuce.

V kazdé paprskové involuci vyskytne se obecnd jedna
dvojina paprski vzdjemné kolmych, coZ ukazuje na existenci jedné
rovnostranné hyperboly v naSem svazku kuZelosetek, t. j. jedné
rovnostranné hyperboly % dotykajici se dané kuzelosetky I,
v daném bod& P dotykem &tyibodovym. Sméry s a ¢ jejich
asymptot rozpoluji dhly mezi dvojnymi paprsky p a » involuce
o stfedu P.

Ze sméri asymptot a podminky oskulaéni mozno jiZz hyper-
bolu rysovati, v naSem piipadé postati uplné jeden z obou zné-
mych smérd, na pi. ¢.

Dle ¢l. 4. rysujeme nyni snadno asymptotu ¢ || ¢ za zndmé
podminky, Ze prisetikem asymptoty a teiny p kuZelosetky pro-
chdzi tecna pifslusné Steinerovy paraboly ve sméru k asymptoté
kolmém. Sestrojime tedy obnisko F a vrcholovou tetnu v para-
boly I1, dile pak sestrojime jeji tetnu ¢, | ¢, uéinivie FT||¢,
t, L FT. Prisetikem 7', pfimky ¢, a teény p prochdzi asymptota
q hledané rovnostranné hyperboly %, ve sméru £. Asymptota
protind piimku » ve stiedu S hyperboly, pfimo sestroji se jiz
druhé asymptota g, | ¢ a dle polohy bodu P hlavni osa a hy-
‘perboly, kterouz moZno jiz zndmymi pfesnymi konstrukcemi ry-
sovati. . N

10. Oskulaéni krusnice dotyku Etyrbodového.

Jelikoz dle ¢lénku ptedeSlého jest tetna p v bodé P dotyku
“ttyfbodového se svym sdruZzenym primérem » dvojinou sméri
sdruzenych primérd pro kazdou kuzelosetku oskulujici danou
v bodé P ve stupni vysfim a jelikoZ involuce sdruZenych pri-
~méri kruZnice jest pravoihld, mozno sestrojiti oskulainf kruZnice
dotyku &tyfbodového jen pro ty body kuzelosetky dané, jichz
‘p L 7, tedy toliko ve vrcholech kuzelosetky. Jiz ze zdkona pravo-
. Ghlé soumérnosti vyvodime, Ze ve vrcholu kuZelosetky neni mozné
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ziiditi kruZnici dotyku trojbodového. I urtuji kruzmice dotyku
ttyibodového ve vrcholech kuZeloseiky jeji kiivost. Konstrukce
stfedii téchto kruZnic jsou zndmy.

Strojeni kuZeloseéky oskulujici danou kruZnici v daném
bodé ve stupni vyisim.

Bod ten musi byti dle dvahy prdvé ptredchdzejici vrcholem
kuZelosetky, pro ktery zndm jest stied kfivosti. Parabola Stei-
nerova zvrhne se v tomto piipadu v osu kuZelosetky danym
vrcholem prochdzejici (osa ta jest zdroveii vrcholovou tefnou
i fidicf pfimkou paraboly)a v nekonetnou piimku roviny. Ulohu
lze provésti jednoduse dle tvahy plynouci z obr. 3. i 4. Pozo-
rujeme-li totiz paprsky ¢ prochézejici bodem P oskulace, seznd-
vame, ze maji spoletny pél @ na spoletné te¢né p pro vsechny

kuzelosecky svazku; poélem tfm prochdzi spoleénd kolmd reci-
. proké poldra jako tetna spoletné paraboly Steinerovy. Patrng
plati tato projektivni vlastnost svazku kuzelosetek i pro &tyt-
bodovy dotyk kruZnice a kuZelosetky ve vrcholu této.

Je-li ddna v obr. 7. kuZelosecka k (ellipsa neb hyperbola)
vrcholem P, prisludnym stiedem kiivosti € a daldim bodem O,
sestrojime ji takto: Ku spojnici PO == ¢ sestrojime pél @
vzhledem k oskulaéni kruznici k,. Pak QO jest teénou o kuzelo-
setky & v bodé O a spojnice pélu @ s rozpolovacim bodem U
tétivy PO vytind na ose « | p stfed kuZelosetky. Dle velikosti
poloméru kiivosti u srovndni s poloosou SP zjistime (u ellipsy),
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kterou osou @ jest a pak rysujeme kuzelosetku jiz zndmymi
konstrukcemi. :

Pro kuZelosecku urienou oskuladni. kruinici ve vrcholu a
te¢nou o mozno vyvoditi konstrukei z téhoZ obrazce. Sestroji se
QP = QO0,, PO, = q protind tetnu o v bodé dotyéném O.

Parabolu danou oskulaéni krusnici ve vrcholu miZeme
téz rysovati dle souvislosti s konstrukcemi pfede$lymi, mame-li
jen na paméti, ze QU||a. Konstrukei pomijime, jezto p¥imo
zndme tu ohnisko pilici dsetku PC. ’

Konstrukee tyto jsou ovS8em totozny s konstrukcemi osku-
latnich kruznic dle zdkona kollineace, zaklidajice se na téze
vlastnosti projektivni.

IIl. Strojeni kuZeloseéek oskulujicich danou kuzZelo-
seCku ve stupni vysSsim, neni-li bod oskulace piredem
uréen.

11. Vzhledem k tomu, Ze na dané kuzelosetce neni pfedem
znam bod dotyku &tyfbodového, dluzno stanoviti oskulujici kuzelo-
selku jesté dvéma dal§imi prvky bodovymi neb te¢novymi nebo
uréenim tomuto aequivalentnim.

Uvazime-li, ze kuzelosetky o spoletném dotyku ¢tyFbodovém
maji spoleénou Steinerovu parabelu tomu bodu ptisluinou, a Ze
nésledkem toho kaZdy bod nachizejici se na tetné dotyku cCtyf-
bodového mé4 vzhledem ke vSem tém kuZelosetkdm spoletnou
polaru (¢l. 10.), miizeme konstrukce sem spadajici provésti t. j.
miZeme z dané podminky urtiti body oskulace ¢imZ konstrukce
pfevedou se na zndmé pro dany bod oskulace &¢tyfbodové.

12. Oskulaéni kuzeloseéka dotyku étyrhodového wuriéena
stredem.

Danou kuZelosetku £, uréfme osami a a & (Obr. 8.) a po-
névadz nejde ndm v tomto ani v nésledujicich pifpadech jiz
o detailnf feSeni, nybrz toliko o zpiisob stanoveni bodd doty¢-
nych, pfedpokladejme ji plné narysovinu; jeji stfed budiz S,.
Pro kuzelosetku oskulujici znim jest stred S.

Jak z difvéjsich Gvah plyne, jest spojnice r == SS, sttedd
obou kuzelosetek oskulujicich se ve vysSith stupni fdief pifmkou
pomocné paraboly bodu doty®ného, jim# prochdzi. Protini tedy
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primér » danou kuzelosetku /, ve dvou bodech P a P,, v nichz
dotykaji se ji kuZeloselky % a k, o spoletném stfedu S dotykem
ttytbodovym. Uloha jest dvojznatnou, obé& Fefeni jsou redln4.
Prisetiky P a P, moZno snadno sestrojiti kvadraticky, af uréena
jiz kuzelosetka k, jakkoli.

S OBR 8.
Nachdzi-li se stted S na kuZzelosetce k,, redukuje se jedno
fefeni na tento bod.

- 18, Oskulaéni Fkuselosecka dotyku Ctyrbodového wuriena
ohniskem. : : ' -
Dan4 kuZeloselka k, urtena jako v €¢l. 12., ohnisko kuzelo-
gedky ji oskulujici bu@ G (Obr. 9.). ' o

- Pro oskulujici kuZelosetku plati, Ze jeji pomocnd parabola
mi" za tetnu kolmici vztylenou v - ohnisku na spojnici jeho



478

s bodem oskulace. Jest to patrn& jedna dvojina involuce pravo-
uhlé. indukované kuzelosetkou v jejim ohnisku. Dle &l. 10. jsou
tyto kolmé reciproké poliry rovnéz sdruzenymi pfimkami vzhle-
dem ke kuZelosetce dané £k, i sestrojime je jako pravoudhlou
dvojinu ¢q, involuce indukované kuZelosetkou %, v bodé G;
konstrukei v obrazei neprovadime. Piimky ¢ a ¢, protinaji ku-
zelosetku &, v bodech M a P, resp. M, a P,, jez vyhovuji jako
dotyéné body z4dané oskulace. Uloha jest ttyfznatnou, dvé FeSeni
mohou byti imagindrni, jeZto jedna z obou kolmych sdruzenych
polér kuzelosecky mﬁze byti nesecnou.

Dospéjeme-li znAmymi konstrukcemi k bodiim oskulace, na
pt. k bodu P, jest jiz konstrukce kuZelosetky oskulujici % snadnou.
Prislu§nd parabola IT urdena osami e a b kuZeloselky %,, te¢nou
» a normélou # v bodé P, mimo to sestrojena pati jeji tetna
q,. Sestrojime-li obnisko F paraboly na pf. dle vlastnosti, Ze
kruznice opsand trojihelnfku uréenému tfemi teénami paraboly
prochdzi jejim ohniskem, a sestrojime-li druhou tetnu x proché-
zejici bodem G ku parabole, jest tato jiz hlavni osou oskulujicf
kuZelosetky a protind Fidiei ptimku » = PS, paraboly v stfedu
S kuZelosetky tplné jiz urtené.

Oskulaéni vztah uvazovany v tomto ¢ldnku miZeme vyslo-
viti jednoduchou vétou:

Praseéik kolmyjch sdruZengch primek kuseloseéky jest spo-
leénym ohniskem CtyF kuzeloselek, je dotykaji se kuzelosecky
v prasedicich jejich se sdrufenymi primkami dotykem Etyrbo-
dovym.

14. Oskulaéni kuseloseéka dotykw dtyrbodového wriena
tecnou's bodem dotyinym.

Vedle dané kuzelosetky %, osami urdené zvolme libovolné
tetnu o 8 bodem dotyénym O kuZelosetky oskulujici, jiz hle-
déme (Obr. 10.).

Vritime-li se k ulohdm fedenym v obr. 3. a 4., kdy osku-
laéni kuZelosetka dotyku ttyfbodového uréena daléim bodem O
nebo teénou o, seznivdme tu, Ze tetna o bodu O protind v obou
piipadech teénu p v pdlu @ piimky ¢ = PO ‘obou kuzelosetek.
Protind tedy ¢ kuZelesetku danou %, v bodé M a QM jest jeji
‘tetnou..I postupujeme pf konstrukei takto:



479

Tetna o protina danou kuZelosetku %, v bodech 4 a B.
Sestrojime k bodu O vzhledem k zdkladnim bodim A a B &tvrty
harmonicky @, nebo (pifi nesetné o) sestrojime na o bod @ jako
sdruzeny s O. Poldra ¢ bodu @, sestrojend vzhledem ku #%,,
prochdzi bodem O, jest i polérou bodu @ vzhledem ke kuzelo-
setce oskulujici a protind tedy %, v bodech P a M, jez jsou
dotytnymi body kuzelosetek vyslednych. Stfed S kuzelosetky
oskulujicf danou %, na pf. v bodé P obdrzime na PS, ]ako pri-
setik se spojnici QU, je-li OU = PU.

o OBR. 10
b

Uloha jest dvojznatnd. Je-li o senou a bod 0 vnitfnim
bodem kuzelosetky £, jsou obé& feSeni redlnd, rovnéz je-li o
neseénou. Je-li o setnou a O vné&j§im bodem kuzelosetky, jsou
obé feSeni imagindrni.

Oskulaéni paraboly dotyku ¢tyrbodového urdemy smérem
o0sy. Primér dané kuZelosetky, rovnobé&zny s danym smérem osy
oskulujici paraboly, uréuje na kuZelosetce body oskulace. Obé
fefeni jsou vidy redlnd. Jednoduchy vysledek plyne z applikace
fefené piedchdzejictho i z ivahy, Ze dany smér osy urtuje v ne-
kone¢nu stfed paraboly “(El. 12.).

15. Oskulaéni kuZelosecka dotyku C{tyFbodového wuriena
dvéma body.

Danou kuzeloselku %, pfedpoklddejme jako twplné zndmou
narysovanu, body, jimiz oskulatni kuZelosetka m4 prochédzeti,
budtez -4-4, (Obr. 11.). Spojnice s = AA, pretind-k, v bodech
B a B,. Pokliddme-li dvojiny 44,, BB, za dvojiny bodové
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involuce na s a sestrojime-li v této involuci dvojné body @ a R
— tfeba uZitim svazku kruhového, jehoZ jedna kruZnice prochazf
body 44, a druhd BB,; I jest sttedem involuce —, oddéluji
body @ a R dvojinu AA, i BB, harmonicky. Prochdzi tedy
polara bodu @ vzhledem ke kuZeloseice dané i oskulujici bodem
R. Sestrojime-li poliru ¢ bodu @ vzhledem ku %, jsou jejich
spoletné body P a M dotytné body Zddanych kuZelosetek osku-
lujicich. Uloha jest dvojznatnd. Uplné sestrojeni stalo by se
nyni uZitim kteréhokoli z danych bodd dle &l. 7

Obé feSeni jsou redlnd, jsouli dané body 4 a A, oba
vnéjsimi nebo oba vnitinfmi body dané kuzelosetky a tedy
involuce na s hyperbolickou. Je-li jeden dany bod vnéj$im a druhy
vnitfnim vzhledem k dané kuZelosedce, jsou Ffefeni imagindrnf.
"~ Polara » bodu R, spoletni ob&ma kuZelosetkdm, dané
i oskulujici, jsouc nesetnou vedé nds k druhym dvéma feSenim,
vZdy imagindrnim. .

16. Oskulacni  kuzelosecka dotyku d&tyFbodového wuréena
dvéma tecnams. .

- I?p}né zndmé dand kuZelosetka bud*%,, obé teny kuzelo-
setek, oskulujfcich ji ve vyS¥im stupni, budtez ¢ a ¢/ (Obr. 12.),



481

Sestrojime prisetikem C obou teten danych tetny ¢, a #, ke
kuzelosetce k, a poklddajice paprskové dvojiny #¢‘ a # ¢ za dvo-
jiny involuce o vreholu C; sestrojime jeji dvojné paprsky ¢ a g’
Tyto dvojné paprsky jsou pak sdruzenymi pifmkami vzhledem
ku %, i vzhledem ke kuzelgsetkdm vyslednym, jsouce oddéleny
harmonicky te¢nami ¢, a#, resp. ¢ a ¢. Sestrojime-li nyni pél @
piimky ¢q vzhledem ku %,, jest i jejim pdlem vzhledem ke ku-
zelosetkdm oskulujicim. Proto prisetiky P a M paprsku ¢ vy-
hovuji jako oskulatni body hledanych kuzelosetek. Obdobné
i priseciky ¢’ s k), oviem imagindrni, jezto z obou paprski ¢
a q' jest jeden setnou a druhy nesetnou. ’

Kdyby prisetfk C obou danych teten ¢ a ¢ byl vnitinfm
bodem kuzelosetky %,, byly by sice tetny ¢, a #,, jakozto dvojné
paprsky involuce indukované kuzelosetkou %,, imagindrni, dvojné
paprsky ¢ a ¢’ byly by vSak oba setnami kuZelosetky 74, a tedy
viecka Ctyfi feSeni byla by redlnd.

Méme-li dospéti v tomto piipadu k fefenim redlnym, musi
obé teény ¢ a ¢’ byti bud selnami nebo nesetnami. Pro piipad,
#e jedna tetna jest setnou a druhi nesetnou, oddsluji se dvo-
jiny #t' a t,t'y, 1 jsou dvojné paprsky ¢ a ¢’ a tedy viecka fe-
8eni imagindrn{.

Oskulaéni paraboly dotykw étyFbodového uréeny teénou.

Oznatfme-li ¢ danou teinu, kterd dle pfedchozi tvahy
musi byti pro redlni FfeSeni nesetnou dané kuzelosetky #,

3t
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(Obr. 13.), a »t’ tetnu nekonelné vzdslenou, sestrojime ku £,
tetny £, a ¢, Tovnob&zné s £. Paprskovd involuce uréend témito
dvéma dvojinami md stfed v nekonefnu, jeji dvojné elementy
gestrojime nejlépe uZitim bodové inveluce 7-7", T,7", na
priméru s dané kuzelosefky, sdruzeném se smérem ¢ Bod 7

jest sttedem této involuce, jeji dvojné body Q a @’ sestrojeny
dle relace
TT, . TT, = TK’ = TQ"' = TQ".
Paprsek ¢, jehoz pél @, protind %, v bodech z4dané
oskulace.

17. Oskulaéni FkuZelosecka doétyku Etyrbodového wurdena
polem a prislusnou poldrou.

Budiz %, kuZeloselka, jiz md se dotykem ¢tyfbodovym
dotykati kuZelosetka % urlend jesté pélem O a sdruZemou po-
‘larou o (Obr. 14.). Jde ném o sestrojeni bodu, jehoZ polary
vzhledem k ob&éma kuZelosetkdm se stotoZiujf. Sestrojime-li
poléru o, bodu O vzhledem ky. &,, jest tato gepmetrickym mistem
poli piimek prochézejicich bodem:- O vzhledem ku %,. Obdobné
~ jest o geometrickym mistem péld téchZze pfimek vzhledem ku %.
I jest prisetik @ obou polér o, a 0 bodem, jehoZ polary vzhledem
ku %, i % prochézeji bodem O. Sestrojime-li poléru g bodu @
vzhledem ku k,, protind tuto kuZelosetku v bodech P a M, jeZ
-patrné vyhovuji jako body Zddané .oskulace vyssfho stupné. Po-
léra ¢ sestrojena v obr. jako &tvrty harmonicky paprsek od-
dglujici s paprskem ¢’ = 0@ teény OK a. OL, pomoci harmo-
nické Ctvefiny bodové na pifmce o4, j&jiZ Ctvrty bod @ jest
_pélem piimky ¢'; 0@ = g. :
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Nachazi-li se bod O uvnitt kuzelosetky %,, jsou obé& piimky
g 2 ¢’ jejimi setnami a tloha podavé étyfi Fefeni redlnd.

Je-li prisetik @ vnitfnim bodem kuzelosetky %,, urtuje
na ni spojnice OQ z4dané body oskulace. '

Oskulaéni kuzeloseéka dotyku &tyFbodového uréena prii-
mérem a smérem sdrueného.

Regeni této tlohy jest totéz jako v pifpads pfedchézejicim,
oznactime-li dany primér o a smér sdruzeného 0. Bod @ vy-
chdzi jako prisetfk priméru kuzelosetky dané a pruméru o,
sdruzenych se smérem 0.

Uréuje-li dané podminka sdruZeaych priméri zdrovei smér
jedné dvojiny sdruzenych priméri kuzelosetky %,, vychazi o || o,,
tedy Q v nekone¢nu; i jsou koncové body priméru kuZelosecky
k,, rovnob&zného se smérem .0, body oskulace Zidané.

18. Oskulaéni kuéeloseclca dotyku c¢tyibodového wuriena
tecnou a bodem.

Dané kuZelosetka bud %,, tetna kuzelosecky oskulujici =
a jeji bod 0. PH konstrukei bylo by si pocinati takto:

V bodé -O sestrojime tfi libovolné paprsky a, b, ¢ a po-
klddajice je za tetny kuZelosetek bodem O prochézejicich a
danou kuzelosetku k, ve vys§im stupni oskulujicich, sestrojime
pHislusné body oskulace 4,, B,, C,, resp. 4’,, B’,, (",. Déle

31*
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zvolime na dané teénd m t¥i body A4,, B,, C, tak, aby fada
bodovd A,B,C, ... byla projektivni se svazkem paprskovym
abe . . .; A, jest prisetik piimky m se spojnici jejiho pélu M
a polu A paprsku a, obdobné B, a C,. Nyni poklddime body
A,, B,, C, za dotytné body kuZelosetek pfimky m se dotyka-
jicich a danou kuZelosetku k, ve vy38im stupni oskulujicich a
sestrojime  piisluiné body oskulace A;, B;, C; resp. 4’5, B';,
C’;. Ktivé tady bodové A4,B,C, ... a A,B,C,... jsou
patrné ' projektivnimi s kfivou Fadou bodovou A;B,C, ... i
A'3B',Cy . .. Celkem obdrzime Cttyii projektivni vztahy téchto
. kfivjeh soumistnych fad. Sestrojime-li jich samodruzné body,
dospivdme k bodiim oskulace Zddané. Obecné jest tloha tato
osmiznatnou.

Ke Kummerovym pracim o Fermatové vété.
Dr. E. Schoenbaum.

Zndmé véta Fermatova o nemoznosti Feeni rovnice
' 4 v 4 w* =0 v celych ¢islech pro » =3 neni dosud
dokdzdna. Fermat pronesl svou vétu témito slovy: ,Cubum
autem in duos cubos, ‘aut quadrato quadratum in duos quadrato-
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum
potestatem in duas ejusdem nominis fas est dividere. Cujus rei
demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas
non caperet.“*) Fermat tedy tvrdf pfimo, Ze znd dikaz své
-véty. Byl spor o tom, moZno-li Fermatovi véfiti. Faktum jest,
Ze viechny cesty, které byly od r. 1670 k sprivnému provedeni
dikazu nastoupeny, tykaji se bud jednotlivych p¥ipadd véty **),
anebo vyZadujf prostiedkd. jichZ neovlddd dnesni mathematika,
a jich? neznal pravdépodobné ani Fermat pfed 250 lety. Tak

{ .

*) Fermatova véta poprvé byla uvefejnéna roku 1670 ve vydani
“Bachetova Dlophanta, jako#to poznimka »>ad quaestion. VIIL Diophanti
Alexandrini Arithmeticoram Libri IL« Opis Bachetova Diophanta dopro-
- vézel totiz Fermat pozndmkami na okraji. Vyd4gpi obstaral F-&v syn.
) *¥) Pro n =3, 4, 5, 7, 14 byla F. véta dokdzéna Eulerem, Fermatem
samotnym, Legendrem, Lamé-em, Dirichletem.
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