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5. B sekce: -

” Mechanika, matematickd fysika a astronomie.

O NEKTERYCH OTAZKACH Z THEORIE LAGRANGEOVY
STRUNY A ROUTHOVY MEMBRANY.

JIRI BERANEK, Brno.

Viz Spisy pfirodovédecksé fak. Masarykovy university, Brno, &. 293.

*
Résumé. — Vytah.

Sur quelques problémes se rattachant 3 la théorie de la corde
de Lagrange et de la membrane de Routh.

JIRI BERANEK, Brno.

Voir les Publications de la Faculté des Sciences de I'Université
Masaryk, Brno, No 293.

- ON FIELDS OF FORCES IN WHICH CENTRES OF GRAVITY
CAN BE DEFINED.

8. FENYO — J. ACZEL, Budspest.

Cf. Hungarica Acta Mathematica I, 53.
' *
Vytah. — Summary.

O silovych polich, v nichZ je moZno definovati t&Ziste,
S. FENYO — J. ACZEL, Budapest.

Viz Hungarica Acta Mathematica I, 63.
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NAPJATOST KULOVE SKOREPINY V OKOLI PODPERY.
MILOSLAV HAMPL, Praha.

Diferencidlni rovnice, jimiz se d4 FeSiti napjatost kulové skofepiny
namshané osamélou silou, jsou:
12(1 — %) R2
3" 4+ &' cotgy — & cotgp — v = _.___(_E'__ll_ 6_2,’

7" 4+ 7’ cotgy — 7 cotg?p + vr = EJ.
Pfitom znaédi: .
@  thel mezi radidlnym smérem osamélé sily a proménlivym bodem
na kouli; .
¥  elastickd zména tdhlu ¢ nésledkem ohybu (positivni, kdyZ ¢ roste);
7 stfedni smykové napéti plsobici v Fezu rovnobéikové kruZnice
ve sméru radidlnim (kg/cm?); )
st¥edni polomér kulové nddoby (cm);
tloustka kulové nddoby (cm);
modul pruznosti v tahu (kg/cm?);
reciprokd hodnota Poissonovy konstanty (v = 0,3).

ST lex

Akcenty znadi derivace podle neodvisle proménné g;
Q@ osamsgl4 radidlni sila phsobici v polu ¢ = 0 (kg);
o, stfedni napéti v merididnu; o, ohybové napéti v merididnu;
o, stfedni napéti v Sitkové kruZnici; op, ohybové napéti v gitkové
kruZnici.
Ponévadz nds zajimd napjatost pouze v blizkosti pdlu, kde pisobi
osaméld sila @, tedy pro malé hodnoty ¢, mtZeme ptedpoklidati @2 ({1
a tedy

' 1
cotgy —— .
®

Pak ptislusné diferencidlni rovnice se zjednodusf na tvar
’ 12(1 —92) R2
L(9) — v = ~——E-—_)71’

L(t) + vv = B9,

kde znaéi
| L) = 0"+ — ' ——9.
p P

Eliminaci 4 z téchto rovnic dostaneme
L¥(7) + 4kit = 0,
kde '
: 2] — 12\ B2 44252 2\ R2
4k4=12(l 12)R _4w6i12(1 )R ‘
, Y ot
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Zavedeme-li novou neodvisle promennou T = V27c¢p, dostane tato rovnice
tvar
1 dv

. 1
dac2 T r do T(:L“Z—_x—z_)_o'
Jeji feSent je "
7= 0, Nel, x]/z )+ CoIml, x]/z ) + CaNeH, :c]/q, + C ImH,( x]/z

kde I, je Besselova cyhndmcka funkce ¥édu 1, H, Hankelova funkce
tddu 1. Ponévadz néds nezajimaji funkece, které s rostoucim @ Tesp. -
rostou do nekoneéna, odpadnou funkce I, tedy C; = C, = 0.

Pro jednoduchost budu v daliim znagit
| Hy(@)f7) = 4,(2) + iB,(2)
resp.
Hy(a]/i) = Aq(x) + iBo(x).
Integra¢ni konstanty se uréf z podmmek.
1. Vpblu ¢ =0, z = 0 je & = 0, tedy tednd rovina koule neméni
svij smér.

2. Napéti plsobici na obvodé malé kruznice se stiedem v pélu jsou
v rovnovéze s osamé&lou silou Q.

S témito podmmkaxm dostaneme konetné pro ]ednothva, napéti
nésledujici GECKELEROVO FeSeni:

k
T = e 4y 4+ B,
Qo (1 1
0'1 = Ra {nx2 + 2V§x (Al + Bl)} = QU(x):

BQ 1
2= Ro {nxz + 21/I§x

e [i (4, — B'l) + 1/2'30]} = QV (),

(4, + By) — 34, —

R E
o5, = ——2-%{ V_ 1)} — QUs(a),
0B, = —%—(SQ? {"’B V—- 1)} QV p(x).

V praxi se obyéejné nejednd o plisobeni osamélé sily v bods, nybrz
o tlak rozloZeny na ploSce koneéné velikosti. Pfedpoklidejme, %e tento
tlak je konstantni na celé podpérné ploSe. Pokud jsou rozméry podpéry
malé proti E, mbZeme ji poklddati za rovinnou. Je-li tvar této plochy -
kruhovs vysed, da se stanoviti napjatost v jejim st¥edu takto: Oznadme
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__& smér jednoho ramene vysede se stfedovym thlem «, smér kolmy bud ¢,

Plogny element ve vzddlenosti s je zatiZen konstantnim tlakem ¢, resp.
silou gs ds dx. Napéti ve sméru pritvodite jsou diive odvozensd Geckele-
rova napéti, kde misto sily @ nutno psiti silu gs ds dx. Napét{ ve sméru
osy E, resp. 1 pak budou podle zndmych formuli:

(0¢) = 0y cos?x + g, sin?x,
(o) = 0y sin’x + 0y cos?x,
(Te-n) = (03 — ;) sinx cosw.

Obr. 1.

Vyslednd napéti vanikls tlakem ¢ na celou plochu vysede pak budou déna.

integraly pfes celou vysed.
Pondvad? vzdilenost s = Ry = V_ x, bude diferencidl plochy

2 -
—%—2 z dz do a tedy vysledné napéti budou:

2
oF = .q.z% ff{U(x) cos?x + V() sin’x} z dz du,

sdsdox =

On = 2szf{U(:v ) sin2x + V(z) cos?a} z dz da,

Ts) = wrs ff{U(a; —-V(z)} sinx cosx z dz da.

Podobné formule platl i pro ohybova napéti (index B). Na zakladé
formuli pro integraty cylindrickych funkei dostaneme snadno:

z

f(U+V)xdx=

o9 '
(x4, 4B, 1 v |1 1 x 4, — B,
= Ra{ V& TaT 2k2[§A°_Z+2 Tz ]
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)

x 4, + B, v [l 1 z4,—B
Ty _.'2725['2“4" 73 Tz ’
z

3 —l‘w)ﬁAl-—B1
[ : 31— (x4, — B,
0
m n
K
k
M N
Obr. 2.

Abychom zjistili napjatost v hlavnich bodech obvodu obdélnikové
podpéry, rozdélime si ji na pilkruhy resp. étvrtkruhy a pomoci odvoze-
nych formuli mizeme poéltah naméhéni v ]ednothvych bodech K, M, N.
" praxi tento vypodet je dostatednd pfesny a dé se upravxtl do pi-ehled
nych diagramd.

sk

Summary.—Vytah.

The stresses in a spherical shell in the heighbdurhood of support.

MILOSLAV HAMPL, Praha.

In this paper the GEOKELER's solution which holds good for the
point-support is extended to the case of supports of finite area. For
a support in the shape of a circular sector, the normal and bending
stresses at the centre of the circle are presented in tables and diagrams,
as functions of a single dimensionless variable. For supports of other
shape than sectorial, we can derive the stresses at certain points by divid-
ing the area of support approximately into circular sectors.

315



" SUR UN SYSTEME D’ELEMENTS CANONIQUES.
WLADIMIR W. HEINRICH, Praha.

L’emploi des éléments canoniques en Mécanique céléste, est tres
apprécié par les astronomes. C’est surtout par 1’élégance des opérations
mathématiques qu’ils se recommandent. Une autre raison est la clarté et
I'ordre parfait introduits dans tout le schéma du calcul.

Le premier & les employer d’une maniére importante fut CEARLES
DErraunay. Ce savant géometre n’a pas hésité — dans sa Théorie du
mouvement de la Lune — & effectuer 497 opérations canoniques en vue
de réaliser autant de variations pénibles des arbitraires. On ne saurait
trop admirer la patience de I'auteur, qui a consacré plus de vingt années
de sa vie & I'exécution materielle des calculs algébriques qu’il effectua
tout seul. Leur détail remplit 882 pages in quarto (Mémoiresdel’ Académie
des Sciences, XXVIII (1860) — XXIX (1867).

DELAUNAY choisit comme variable angulaire, principale, I’anomalie
moyenne (la vitesse angulaire).

Bien des années plus tard, le géometre italien T. Levi-Civira (Annali
di matematica pura ed applicata, XX, 1913 — construisit d’autres
éléments canoniques, utilisant pour variable angulaire principale I’ano-
malie excentrique.

Enfin G. W. Hirt dans un probléme particulier de la Mécanique
céléste (Astron Journal, XXVII (1913)) a choisi pour. élément principal
I'anomalie vraie.

J’ai publié, il y a bien des années (Mémoires de la Société Royale
des Sciences de Bohéme 1932, ITI, (1934)) une méthode générale qui
permet de trouver de tels éléments d’une fagon systématique, les produi-
sant en masse & 'exemple d’une fabrique. L’avantage de la méthode
consiste surtout dans la maniére quasi mécanique avec laquelle s’opére
la ]ustlfmatlon géométrique ou mécanique des nouvelles constantes.
Il est pour ainsi dire inutile de réfléchir. Et grace & cet artifice I’analyse
peut pénétrer assez souvent plus loin que de coutume.

,,C’est comme une machine aux rouages savamment combinés qu’on
appliquerait presque indéfiniment pour broyer un obstacle fragment par
fragment.* (T1ssERAND, Théorie de la Lune, ITI, 232. Méc. cél.)

C’est ainsi que j’ai réussi & retrouver non seulement les éléments
de Delaunay, mais encore les équations de Lévi-Civita — ces derniéres
sous la forme généralisée.

Dans la présente note je vais établir le systeme oul'on adopte lano-
malie vraie comme élément angulaire principal, et je vais généraliser
les équations canoniques correspondantes. Considérons le probléme du
mouvement des plandtes. En admettant qu’'on a intégré le probleme
simplifié du-soleil et d’une planéte unique — nous allons essayer d’effec- .
tuer la variation des arbitraires du probléme complet.
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Dans le Mémoire susmentionné j’ai profité de la remarque suivante:

La plupart des problémes partiellement intégrés fournissent les
coordonnées finales, orthogonales, scalaires ou angulaires sous forme
de séries multiples périodiques de WEIERsTRASS-FoURIER. Les arguments .
de ces séries sont fonctions linéaires des multiples des variables angulaires,
ces derniéres étant elles-mémes des fonctions linéaires du temps. Les
coefficients des termes trigonométriques sont toujours des constantes,
car elles font intervenir uniquement des variables scalaires. Siles coordon-
nées ne sont pas trouvées sous forme explicite, elles admettent presque
toujours un tel développement.

Ainsi chaque coordonnée rectangulaire (x) ou scalaire (g) s’éecrit:
q} = by + Zb cosw, 0 = myu, -+ Myl + Mgy, my entiers ur = nzt + Ay,

et la coordonnée angulaire:
¥r = Uz + Zc sinw

b, ¢ sont fonctions de quantités uniquement scalaires.

J’appellerai les arguments uy, ,,derniéres coordonnées de Lagrange*.
Dans notre cas particulier je vais choisir pour ces variables ’anomalie
vraie (v), la distance de périhélie du noeud (w) et la longitude du noeud

@).

En employant la notation, d’ailleurs coutumiére, du Mémoire cité
plus haut (Soc. Royale, 1932) on trouvera immédiatement

T+U=4,+ 24 cosw,
U étant fonction des forces, T' la force vive.

Les équations canoniques s’écrivent alors

dup  oH dps oH -
—_— e e e = 2, 3.
dt opy’  dt ouy,’ k 1’. 3 : (1)
oT
:2. »————-—T—.— J—
H = B 2 U—uR,

ol R est la fonction perturbatrice, u petit parameétre la forme différen-
tielle équivalente de Pfaff étant:

oT of ~  oT
v+ Lo+ Z qe —
P> v—}-aa_) w+aé) d6

- oT orT - oT C (2)
D - ) — — T —U— = dP.
v%+w%+@a@ T /LR)dt -
Les équations qui intégrent:le probléme partiel donnent pour u = 0,
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@ = + By + 1L = 7 cosv (cosO cosw — sin6 sinw cosi) —
— 7 sinv (cos@ sinw -+ sin® cosw cost),

y =08 + B + yzé‘ = r cosv (sin@ cosw -+ cosO sinw cosz)
— 7 sinw (sin@ sinw — cos® cosw cost),

z = xg& + fan -+ Y5 = r cosv sinw sint
~+ 7 sinv sini cosw,

a(l —e?)

1=, p=a(l —e?), &§=rcosy, y =rsiny, { =0,

1 + e cosv
g4t =r
do\® . d¢ . dy , df  dy
2 = (&2 - = =t =2

N (: Hy)( ) f=gpi=gp ¥ =30 7=3

, : , . dv

& —né = (' —n&) -

L’intégrale des aires s’écrit
r2dy = kV;LIV;dt, Uy =1+ m.
L’intégrale de Jacobi du probléme partiel donnera

. 2
Bt == (i_i) Py, U =2,

r r
_r_Pm_ e, (L
T—U—*z*a—‘—kzlul(r—— )T-J;-U ( )klul:
de\e  (dE\2 (2

’2 2 - —_— S 2

=2 ) 7= () ()

T o mas (2 1 de

A T T ”*(r — ) b

ALY (2 1) kl/,ul( ﬁ)

& Hulp 3 a

Considérons la forme différentielle de Pfaff écrite ci-dessus
simplifiée en faisant u = 0. Les équations canoniques (1) donnent
conditions nécessaires et suffisantes pour que la forme de Pfaff

(2)
les

(2)

exprimée en termes périodiques représente une différentielle exacte.
Pour effectuer la variation des arbitraires, il suffit de réaliser la scission
de cette série multiple-périodique en partie constante (séculaire) et partie
périodique, garder la premitre et ajouter la partie perturbatrice du pro-
bleme complet c’est-a-dire renfermant x R. Or dans le cas fixé ci-dessus
une difficulté surgit. Et en effet pour faciliter la scission, il faut supposer
tous les termes de la serie trigonométrique de W EIERSTRSS-PPAFF exprimés
en fonction de la méme variable, ’anomalie vraie v. Malheuresement,
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si on y parvient en employant ’équation (2) on détruit du méme coup
la différentielle totale exacte. C’est pourquoi il faut ajouter aux deux
membres de ’équation (2) un terme, évidement differentielle exacte,

Odt =0 dt,

Cétant la constante de l'intégrale de Jacobi H — C = 0. Et en effet dans
le cas du probléme des planétes, les deuxiémes membres des équations
canoniques du mouvement ne contiennent pas la variable indépendante

et ’'on peut toujours profiter de I'existence de l'intégrale bien connue
de Jacobi. -

H—C=0.
Dans ce cas, la forme de Pfatf compléte s’écrit
oT oT orT
—_— —d —_— - - = .
aﬁdv+3cb w+60d@ (H—C)dt =dP + C dt (4)

Ensuite le quatriéme terme du premier membre s’annule, de sorte
que nous sommes toujours autorisés & multiplier par une variable indé-
pendante quelconque-soit par I’expression (3), soit méme par une fonction
bien plus compliquée.

Nous allons poser maintenant

_ Ky,
C=— 2a0 + iu’Cl:

ol @, représente une constante absolue numériquement égale au grand -
axe de I'orbite planétaire elliptique. Afin d’effectuer la scission du pro-
bléme partiel simplifié on pose de nouveau y = 0.

Alors il n’est pas difficile d’isoler les parties séculaires constantes
en se rappelant qu’on atra en général.

2x 2% 2n
[%%7.] = nls. f f f %% du,, dugdu’, ete.
6 0 0 -
"On trouve facilement
: dt 3 k2u, na?
[T+ Ua]-‘z'"“’ I—=Ul=—5r ="

d¢ r2 1 e — — d?

—l === aﬂ/l —etdy = naﬂ/l —e? — dv.

e R

[r2]'. = “21/1 — ¢2 voir par ex. Brown Planetary “_cheory p7l(1).
oT

or
Les moments [——], [—] restent constants pour la méme raison
1720) pYe) )
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que L. c. p 19, et le moment

aT _km oT| =1~
Vpl (2 - )donnera [—%] = kV/«hV“ = na®.

De cette maniére on va trouver finalement

1

. 0—
dxk oH, dy, 1 Bu, | kBu\ n
—_— e = — _— = 1
dv T By’ dv s 2a + 2a, | ona® ’
dy, __ OH, = H— =0
de = am s = H — C poux u

et les éléments c2_.oniques

x; = na?, x,=na’ Vl —e?, xy = na? l/l —e?cost, Y =27, Y, = 0,
Ys =

La variation des arbitraires sera donnée par les équations généralisées

dzy 0y dyr 89,
dv 6yk dv ~ omy
By | By o (Bu
=(— —_— — R].
4 ( %a T 2 | 7 E)u)p \ 2% +C0+u

Et si nous retournons & la variable indépendante originaire ¢

dﬂ?k 8@2 dyk _ 3@2

Tt— ayk ’ dz o a
[ —hepa | By kV#—l V??
@2—( 2a T 2a, r2n — (O + Ru)-
*

Vytah. — Résumé.

O kanonickych elementech planetdrni theorie.

WLADIMIR W. HEINRICH, Praha.

Autor pomoci z1 14§tnf velmi jednoduché a obecné methody konstru-
uje e]liptické elementy & la Hill — pfi nichZ za jeden dhlovy element
volena prava, anomalie. V daliim ud4dva zobecn&ni pfisluinych pohybo-
- vych rovnic kanomckych na piipad, kde té% i za neodv1sle proménnou
volena anomalie pravi mlsto obvyklého dasu.
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SUR LA VARIATION DES ARBITRAIRES EN FORME NON
CANONIQUE DES EQUATIONS DE LAGRANGE.

WLADIMIR W. HEINRICH, Praha.

Dans un Mémoire précédent (Kral. &es. spol. nauk, Mémoires
11, (1934)) j’ai donné une méthode générale de variation des arbitraires
dans le cas des équations canoniques du mouvement. Dans ce qui suit

- je vais étudier la méme méthode en forme non canonique de Lagrange.

L’idée principale était de remplacer les équations canoniques par
la forme différentielle de Pfaff, qui représente une différentielle exacte.

Justement les équations canoniques du mouvement garantissent
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’on ait une différentielle
exacte. .

On imagine l'expression de Pfaff developpée sous forme d’une
série- multiple-périodique. Tous les termes particuliers périodiques de
catte série constituant une différentielle exacte — il suffira de garder
le terme premier, constant, séculaire et d’ajouter la partie non intégrée,
perturbatrice.

Si I'on essaie d’appliquer la méme méthode au cas des équations
non canoniques de Lagrange, on va se heurter & un obstacle. Les équa-
tions du mouvement n’expriment plus les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que la forme de Pfaff soit une différentielle exacte.

Heureusement, dans la plupart des cas en question, les coordonnées
du probléme partiel, qu'on avait réussi & intégrer, sont développées
ou bien admettent un dévelopment en série multiple-périodique
de Fourier-WEIERSTRASS. Les arguments des termes particuliers trigono-
métriques sont formés par les fonctions linéaires des multiples des
variables angulaires — celles-ci étant — elles mémes des fonections li-
néaires de la variable indépendante (z).

Or il semble avoir échappé & l'attention des géometres-méme
a4 LAGRANGE et PoINcaARE, qu'il suffira de choisir ces ,,fonctions linéaires
du temps‘‘ pour nouvelles coordonnées généralisées de LAGRANGE — pour -
que 'opération entiére 'de la variation des arbitraires se trouve notab-
lement simplifiée. Je vais appeler ces coordonnées, ,,les derniéres coordon-
nées de LAGRANGE®. . :

Je rappele que, par exemple, dans le cas du probleme des planétes
le nombre des crochets de LAGRANGE — inventés dans le but de la variation -
des arbitraires — peut étre réduit de quinze & trois (Voir aussi H. FABRE:
Bul. Astron., X (1937); XTI (1938)).

Envisageons les équations de Lagrange
d T+ 0) ;a(T—}—U-}-yR)__O )
d: oy, oug -

ou T est la force vive, et supposons, comme & I’ordinaire, que la fonction




de forces U, ainsi que la fonction perturbatrice R ne renferment pas de
vitesses 1,  représente un petit parametre..

En essayant d’écrire la forme différentielle correspondante de Pfaff

AT + U)

~ ——dwu + (T + U + pR) dt = dP (2)

on trouve immédiatement que les conditions pour que cette différen-
“tielle soit exacte, seront encore (1) mais leur nombre n’est pas complet.
On ne saurait négliger les conditions ultérieures; telles que

89T 4+U) 8 a(T+U)
ou;  ewp  oup  ew

3)

Dans le cas des équations canoniques ces conditions étaient toujours
remplies, vu que les moments hamiltoniens, sont toujours indépendants
I'un de 'autre et par conséquent les derivées en question disparaissent.

Par contre dansle cas des équations de Lagrange les deux membres
de (3) ne s’annulent pas, en effet Lagrange imagine la force vive exprimée

en fonction de wuyg, 1. Hamilton en fonction de w, = py. Heureuse-

au

ment, comme je ’ai mentionné plus haut — le développement du
probléme partiel intégré offre toujours la possibilité de passer aux
derniéres coordonnées de Lagrange.*)

Or il est aisé de voir que cette fois la théorie de Lagrange et de Ha-
milton se confondent complétement. Donc rien n’empéche de partir de
- la forme Pfaff-Hamilton, de lui faire subir la scission en une partie
constante, séculaire et I'autre périodique, et de ne garder que la pre--
miére, en ajoutant comme auparavant la partie perturbatrice.

Ensuite au lieu de considérer la deuxiéme série des équations canoni-
ques, il vaut mieux opérer avec les dérivées secondes de Lagrange.

Et en effet la forme de Pfaff s’écrit cette fois

<7 oT
448 (174L—(27Lk————T U— /,tR)d =dP

T
d’outil vient, en poqant dul dus dua — ete
ouy. n"

pour la partie complément mtegree

2 [Z_Tiduk {Z‘ S [Zik] - [T.+ U]} dt = d[Py} |

*) Voir I. c. ou la note precédente.




Ensuite, puisque

[T} 4 arjele] or+Ul _, [6Z+0)

our | dp] Oux’ uy o [ el ]
sera complétement indépendant de u; et par conséquent la condition (3)
se trouve toujours remplie. C’est ainsi que la premiére série des équations
canoniques définissant les moments va coincider avec les équations
de Lagrange et nous alons trouver la lois de variation des arbitraires

sous la forme:
dlor] o(uR)
dt 8uk - auk )
Pour résoudre les équations de Lagrange on emploie souvent la

methode de CERISTOFFEL. Nous allons trouver, en employant la notation
habituelle

2T = Say uiuj, au = [ag] + Da'i cosw
.. 00,y . . 1 aa © i
E{ Ayilie + 2 <pq01 uau,} 5 a 0%gr _ Qe’
L o

.. ot] . .
ur‘*‘z{v}uuur:Q@%
7| _ <, ot ___1_ 24 Jot ___1_ 3a96+_8ge_,._~6a0,
BE’ '—Z” o|" ¥ Adaw |o]| 2| 0u.  dus Oup |

Dans le cas que nous avons treute, des dernieres coordonnées de
Lagrange wg, tous les symboles pE CERISTOFFEL disparaissent, puisque

les parties constantes-séculaires sont toutes indépendantes des varia-

bles uz.
On prefére cetite fois faire passer les dérivées secondes de Lagrange

au premier membre, pour obtenir les équations

.. ) « uR
(o iy + (@]l + [ayp)iis = ‘—élfu" ’
. 1
ouR
[onsliy + [analiiy + [zl = g;
ouR
[aysliiy + [aza]’“v + [@ggliiy = ;:L .
3
Le résultat sera
. 1 .1 @D __ OuR
Uy “E gAkav; Akv ""’Em: Qv = au, .

[@11]), [@4], [a5] , }
D = |[ay], (@], [@:s]
[@31]); [ag2], [a‘_ss] i
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Si alors, en retournant & la forme canonique, nous décidons de choisir
pour nouvelles coordonnées-moments, les vitesses elles-mémes, les
coordonnées angulaires canoniques correspondantes vont étre transfor-
mées par une transformations linéaire contregrédiente.

£

[y

Vytah. — Résumé.

O variaci konstant nekanonickych rovnic Lagrangeovych.
WLADIMIR W. HEINRICH, Praha.

Autor podal pied lety velmi obecnou methodu variace konstant
pohybovych rovnic tvaru kanonického. V pfitomné stati studuje appli-
kaci téZe methody na.nekanonickou formu rovnic Lagrangeovych.

NOVE ULOHY O KMITAVYCH POHYBECH.
BOHUSLAV HOSTINSKY, Brno.

Uvahy o tom, jak se rozdéluje energie v kmitajicim pruzném
télese mezi jednotlivé jeho hlavni kmity, vedly mne k podrobnému
studiu dlohy: vySetfiti asymptoticky pohyb kyvadla, jez je uvidéno
do pohybu horizontdlnimi ndrazy télisek; p¥i kazdém nérazu méni se
rychlost kyvadla podle zékona, Ze Ghrnnd hybnost obou hmot i jejich
dhrnnd kineticks energie zlstdvaji zachoviny. Pri tom se pFedpokldds,
%e t8lisko dopad4 na kyvadlo vidy s toutéZ rychlosti a Ze jednotlivé
ndrazy ndsleduji ve stejnych Sasovych intervalech. Energie kyvadla
mé uréitou asymptotickou hodnotu. V diivéjsi précil) jsem odvodil tuto
hodnotu; v pfedndSce jsem podal ndstin dikazu pro diive uvefejnéné
vzorce,?) kterymi se ¥idi asymptoticky pohyb kyvadla.

%
Résumé. — Vytah.

Problémes nouveaux relatifs aux mouvements vibratoires.
BOHUSLAV HOSTINSKY, Brno.

Les considérations dur la distribution, de I’énergie dans un corps
élastique oscillant m’ont amené & étudier en détail la question suivante:
déterminer le mouvement asymptotique d’un pendule qui subit une
suite de chocs avec des corpuscules qui le frappent suivant une direction

1) B. HOSTINSKY, Spisy vydavané .piirodovédeckou fakultou Masarykovy
umverslty, Brno 282, (1946).
2) B. HOSTINSKY, Comptes Rendus de I'Ac. des Sc., 226 (1948), 990.
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horizontale fixe; l'effet de chaque choc consiste & changer la vitesse
du pendule suivant la loi que la quantité de mouvement totale des deux
corps se conserve ainsi que leur énergie cinétique totale. On suppose que
- le corpuscule ait, avant le choc, toujours la méme vitesse et que les choes
suivent I'un & l'autre dans des intervalles de temps égaux. Dans un
travail autérieur!) j'ai calculé la valeur asymptotique de 1’énergie du
pendule aprés un grand nombre de chiocs successifs. Je donne la dé-
monstration des formules qui régissent le mouvement asymptotique,
publiées en 19482.)

O JEDNE METHODE PRO ANALYSU KMITU.

ROSTISLAV KOSTAL, Brno.

Uréovani slozek slozeného kmitavého pohybu provadi se nejéastéji
Fourierovou harmonickou analysou nebo methodou Dareovou nebo
methodou LasrousTovou. Uréovani harmonickych sloZzek jest obtiiné
a usnddiiuje se analysdtory, uréovdni frekvenci methodou Daleovou
nebo methodou Labroustovou vyZaduje velké pfesnosti v mé&feni soufad-
nic bod& k¥ivky, naméhavé podetni zpracovdni a piitom pfesnost
vysledku neodpovidd namahavé praci. Tyto methody jsou obtizné i pii
omezeni na kmitavy pohyb sloZeny ze dvou sloZzek. Zde poddvdm néstin
jedné snadné methody pro urdovani slozek slozeného kmitavého pohybu,
pii éemZ se omezuji na p¥ipad pohybu sloZzeného jen ze dvou jednodu-
chych kmitavych pohybi.

V&imneme-li si vysledného pohybu sloZeného ze dvou kmitavych
pohybl, mizeme nékdy snadnéji, nékdy obtiZn&ji piimo vidéti, jaky
pribéh mé spojnice 2n-tych bodd obratu. V nékterych piipadech
se po uréitém poétu obratdt (2n) pohyb opakuje; pak tyto body lezi
na rovnobéZce s osou $asovou. Jestlize pomér téchto frekvenci ponékud
rozladime, pak tyto body leZi na kiivce, kterd se zvétSujicim rozladénim
svou perlodu zmensuje. Z téchto vlastnostl bodt obratu uréup pomeér
frekvenci. Mame-li na ose ¢asové stupnici v sekunddch, miZeme pak
urditi frekvence a z toho pak jiz snadno vypoétem amplitudy a fdzové
posuny. ‘

Viimnéme si proto podminky, kterd musi byti splnéna, aby nastal
bod obratu (tohoto pojmu uZivim ve smyslu fysikdlnim, t. j. oznaéduji
jim body maximdlni vychylky). Ze vztahu :

¥ = ¥ sin(ogt + &) + s sin(wot + &) (1)
(1 >0, ¥y, >0, w; > w,),
plyne pro bod obratu podminka



Wy — & — &
(ylwl'—'yﬂwﬁ tg( ! 9 £ ¢ + vl 2. 2) =
Wy + W, & + &
t+ 2 )

2

&

(2)

= (40 + Yow,) COtg(

U jedné goniometrické funkce vyskytuje Se v argumentu OB

a u druhé —w—l-——ztﬂ. Rozdil frekvenci vyskytuje se je$té u vysledné

amplitudy, kterou mizeme Gpravou vztahu (1) pséti ve tvaru

yzasin(wl_;wzt—f—slzaz—i—n), (3)

o =m? +92* + e cosl(o; — )t + (s —e)]. (4)
Pohyb je tedy uzavien mezi kiivkami y = 4 a. Té% periodicita kiivky
spojujici sousedni horni resp. dolni body obratu souvisi s rozdilem
frekvenci w, — w,. P¥isluinou dobu, za niZ se priibéh obou téchto kiivek
71: o Vv ¥ v 3
————— mitfeme vidy pomérné snadno nalézti v zazname-
1 Wg
naném vysledném pohybu.

opakuje,

Nyni jest tfeba nalézti jesté jeden vztah pro urdeni poméru frekvenci.
Tento vztah mohu odvoditi ze vztahu (2). Zavedu si zde pojem ,,2n-tého
bodu z k-tého intervalu‘, kterym rozumim toto: JestliZe si zvolim jeden
bod obratu v minimu proménné amplitudy, pak 2n-ty bod obratu je
z k-tého intervalu, kdyZ &asovy interval ¢ mezi obéma body spliuje

podminku
(k—-i) 27 <t<(lc+—;~) _ 2

2 w,—w, W, — Wy

- Pokud jsou sloZzeny kmitavé pohyby spliiujici podminku y,w; — y,w,>0,
poditdme, body obratu podle zaznamenaného vysledného pohybu. Jak-
mile neni tato podminka splnéna — jest to poznati na pribéhu kiivky —
musi byti mezi body obratu vloZeny je$té daldi body, které je tieba
potitati jako body obratu, aby mohly byti ndsledujici vysledky pouZity.
O tom zde z nedostatku mista nepojedndvdm.

JestliZe na &asovy interval mezi 2n-tymi body obratu padne pravé k

. 2r
intervaltt ——
W) — Wy

, Vychazi pro pomér frekvenci

St R (5)

W, n—=Fk’

jestlize primérnd vzdélenost ¢ mezi 2n-tymi body obratu vyhovuje
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podinince

(t. j. 2n-ty bod obratu je z levé &dsti k-tého intervalu), pak lezi tyto body
obratu na kiivee, jejiz perioda je
7 2an

nwy — (M — k)w,

(6)
a jestlize primérnéd vzdalenost ¢ mezi témito body vyhovuje podmince

<t§(lc+—l—) 27

2] wy— wy’

(t. j. 2n-ty bod je z pravé &¢asti k-tého intervalu), pak leZi tyto body
na kiivce, jejiz perioda je
2nn
T(k+) . 7
(n—k)w, — nw, @

9

Uréime-li nyni podet Sasovych intervald

piipadajicich na

1
P v ey e -

periodu Tg;), mame tim nalezen vztah, z néhoz muzeme uréiti pomér =,

: @,

Potvrzeni téchta vysledkt pfedvedl jsem na ¥adé piipadi pro
ruzné poméry frekvenci a amplitud.
' *

Résumé. — Vytah.

Sur une méthode pour I'analyse des oscillations.
- ROSTISLAV KOSTAL, Brno.

Dans ce travail je présente une méthode facile pour déterminer les
composantes d’'un mouvement composé de deux oscillations simples.
Dans ce but j’emploie des courbes sur lesquelles se trouvent tous
les points des 2n-iemes élongations maxima.

Les élongations maxima arrlvent dans les moments, qui remplissent
la condition (2) Alors ces moments dépendent de la différence W, — Oy,
qui se trouve aussi dans I’expression pour 'amplitude résultante (4) et
dans Pexpression pour les courbes sur lesquelles se trouvent toutes les
élongations maxima supérieures, resp. inférieures. On trouve assez

facilement la période de ces courbes du mouvement enregistré.

w1 - 0)2
I1 faut trouver encore une relation pour déterminer le rapport des
fréquences, ce qu’on peut déduire de la relation (2). J’introduis la notion
de ,,2n-iéme point du k-iéme intervalle‘‘ dont le sens est le suivant:
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si nous choisissons un point quelconque comme premier au minimum
de amplitude variable, le point de la 2n-iéme élongation maxima se
trouve dans le k-itme intervalle, quand l’intervalle ¢ entre ces points
5
remplit la condition [k ——% T << (k + —})-) _ .
K4 Wy —wy T T < Wy — Wy

Quand les oscillations remplissent la condition y,w, — y.w, >0, on
peut compter les élongations maxima du mouvement noté. Quand cette
condition n’est pas remplie — ce qu’on voit d’aprés la forme de la
courbe — il faut ajouter entre les élongations maxima encore d’autres
points, qu’il faut compter comme élongations maxima pour pouvoir
employer les résultats suivants. Faute de place on ne donne pas le déve-
loppement complet. '

Si l'intervalle entre les points de 2n-iémes élongations maxima: est
2
égal A k. —-—ﬂ—-—, alors le rapport des fréquences est indiqué par le
Wy — Wy
résultat (5). Silintervalle moyen ¢ entre les points de 2n-iémes élongations
1 2 2
maxima remplit la condition |k ———) LA P .. , les
2] 0y —wy = Wy — Wy
élongations maxima se trouvent sur la courbe avec la période (6)

2
n_—<t§

et si cet intervalle moyen remplit la condition & pr—.
1 Wa

1 27 , . . :
< (Ic + 5l oo les élongations maxima se trouvent sur la courbe
- wl - 0)2

. 27
avec la période (7). En déterminant le nombre d’intervalles de -*——-760
(,01 - 2.

. - k . , .
compris dans la période T(zn), on trouve la relation pour déterminer

w
le rapport —-.
PP o

2

L’affirmation de ces résultats a été démontrée sur une série de cas
pour les rapports différents des fréquences et des amplitudes.

K STREDOVYM POHYBUM JACOBIHO TYPU.
‘ ZDENEK P[RKO, Praha.

1. Sttedovym pohybem typu Jacobiho nazyvd se pohyb,
jehoz grychleni a lze vyjadfit rovnici tvaru )

@ = f(p)u?, (L1)

1
kde ¢ je amplituda, u reciprokd hodnota privodide, to-jest u = —;
‘ 0
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He) je libovolnd funkce amplitudy, vyhovujici vSem podminké,m,
které klade dalsf vypodet. Soustava polarnich souiadnic g, ¢ zvolena tak,
%e pol soustavy lezi ve stiedu pohybu

Vzorec Binetiv
a = — ku¥(u + u") (1,2)
udavé stiedové zrychleni v soustavé polédrnich soufadnic zvolené vyse

uvedenym zptsobem. Akcenty znaéi derivace reciprokého privodide
d: (1 '
podle amplitudy, to jest 4" = —; (-——), k je konstanta ploch, to jest
0 .

dg?
.. de
— 2 = X
k=p%p ((p._dt),

Spojenim rovnic (1,1), (1,2) nalezneme pro drdhu Jacobiho
pohybu diferencidlni rovnici druhého ¥ddu s konstantnimi koeficienty
a8 pravou stranou; v symbolickém tvaru

1 d
D? =— D= 1,3
D W= — 5 f) (D= ) (13
Regeni vyZaduje dvé kvadratury. '
u = 21{;2 [exp(— i) (fexp (ip)f(g) dp + &) — .
— exp (ig) feXP (—ip)flp) dp + ¢)]; (1:4)

¢y, ¢5 jsou integradni konstanty.
2. Realny tvar rovnice drdhy (1,4) jest

_:)_ = 0, cosp + Oy sing + C,F(g),

kde zna¥f
F(p) = cosp[f(¢p) sing dp — sing [{(, ) cosp de;

obsahuje t¥i parametry O, C,, O3 (dvé integraéni konstanty rovnice
(1,3) a dal¥f parametr souvisejici s konstantou ploch), v souhlase s okol-
nosti, Ze drdha je urlena jednoznaéné t¥emi podateénimi podminkami
(bodem a smérem rychlosti v tomto bodé).

Predpoklddejme, Ze pro dany zdkon zrychleni (1,1) nalezli jsme
jakymkoliv zpisobem partikuldrni ¥eseni rovnice (1,3)

1

91 .
pak podle (2,1) obecné feSeni této rovnice bude miti tvar

= F(g); - (22

1
— = Oy cosp + O, sing + CyF(q). (2,3)

=2
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Rovnice (2,2), (2,3) ukazuji, Ze o0 vzdjemném vztahu obou drah plati

Zy Y%
Ty = s == s 24
, * O]‘.xl + Coyy + G v Oz, + Coyy + Cy° &4
kde ;, ..., y, jsou pravoihlé soufadnice bodu drahy. Témito rovnicemi

je v8ak vyjddiena obecnd homologie se stfedem homologie ve stiedu
pohybu a s osou homologie 0z, + Cyoyy + C3 — 1 = 0, zvislou na para-
metrech pohybu Oy, C, C5. Tudiz:

Viechny drahy pfi daném zdkonw zrychlemi (1,1) jsow homologické
se stredem homologie ve stredu pohybu.

Daéle 1ze ¥ici: :

Poddteént podminky pfi pohybu daném zdkonem (1,1} jsou ekviva-
lentnt s parametry obecné homologie (2,4).

3. Véty odst. 2 maji nékteré disledky:

a) Je zndm stiedovy pohyb Jacobiho typu, pii némz existuje alge-
braickd trajektorie. Takovym je pohyb Keplerav f(¢) = u, (x4 = konst.),
kde jako drahy nalézdme elipsy. A tedy vSechny drdhy stfedového

7

pohybu o zdkonu zrychleni a = -~ jsou kuieloseéky. Tim dokézéno:

Existuji stfedové pohyby, jejicht viechny drdahy jsou algebraické, a
poldteént podminky pohybu zvolime jakkoliv, a sice téhof stupné. ‘
b) Za stfed pohybu volme pdl soutadnicové soustavy; necht poldrni

rovnice
0 = Flp) (3,1)

vyjadiuje libovolnou kfivku v’ této soustavé. Binethv vzorec d4va pro
zrychlenf na takové trajektorii

" k_: [F"(qo) G FMe) _1__] (3.2)

Fg) T PYg) F()]
2 ,
tedy vyraz tvarua = — f( ), ktery obsahuje parametr k. To znamen4:

Libovolnow krwku lze povaZovat za drdahu stfedového pohybu typu
Jacobiho, a sice nekoneéné mnoha zpisoby.

Prirknéme parametru k vyznam konstanty ploch; pak kiivka (3,1)
je jednou z drah. Tudiz déle:

Nejobecnéjst pohyb prisludny k zakonu (3,2) obdréime z kfivky

]/?:?—F (arctg %) =0
v8emi homologiems

X = - - ——‘-——- - - y = — ._..___._____.___._.

Crt Gyt OOyt
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¢) Necht k¥ivka (3,1) je algebraické a ma charakteristiky chy, chg, - - -
(stupedi, rod, ...), které jsou invariantnf{ v homologii (2,4); o uplnosti
soustavy t8chto charakteristik nedinime Z4dnych piedpokladi. Pak
ziejmé plati: ' ’

Vechny algebraické kfivky o tyché charakteristikdch chy, chy, .-
invariantnich vidi obecné homologii, lze poklddat za drahy téhot stfedového
pohybu (tého¥ zdkona zrychlent) pri réznyjch poldteénich podminkdch.

Charakteristiky ch,, ch,y, ... s uvedenou vlastnosti lze piedepsat;
tedy jinak: )

Pro vdechny algebraické kitvky o charakteristikdch chy, ch, ... takovijch,
e jsou invarianint vidi obecné homologii, a které povafujeme za drdhy
stiedového pohybu pro tenty# stred pohybu, platt tentyk zdkon zrychlent.

%
Résumé. — Vytah.

Sur les mouvements centraux du type Jacobi.
ZDENEK PIRKO, Praha.

Dans le cas ou l'accelération centrale peut étre mise sous la forme
@ == f(p)u?, les orbites du point mobile jouissent de plusieures propriétés,
dont quelques-unes sont déduites dans cette communication.

O ASYMPTOTICKEM POHYBU LAGRANGEOVY STRUNY.
ANTONIN SYROVY, Brno.

Nehmotnd struna upevnénd mezi dvéma pevnymi body nese m.
hmotnych bodt (kouli) K,, K,, ..., K, o stejnych hmotdch u. Stiedy
téchto kouli déli strunu na m + 1 stejnych &dsti o délee a. Struna je
napjata silou S a kmitd pfiéné v roving, jeZ obsahuje jeji rovnovaznou
polohu. Do pohybu je uvddéna elastickymi rdzy s kouli K, o hmoté
o (1o < 1), jeZ se pohybuje rychlosti u, po piimee prochézejici sttedem
koule K, a kolmé k rovnovézné poloze struny. Tato ptimka lezi v roving,
ve které struna pri¢né kmitd. P¥i kazdém rézu ziskd koule K, &ast
energie koule K, podle zdkont o elastickém rézu. Ulohou je uréiti pohyb
struny a vypodisti energie vlastnich kmitl za predpokladu, Ze narazy
se opakuji periodicky vidy po dobé T a Ze jejich podet roste nade viechny
meze.

Oznadme y; okamzitou vychylku stfedu koule Ky, z rovnovazné polo-
hy. Jde-li o nekonetné malé kmity kolem rovnovdzné polohy struny,
pak pohybové rovnice, jez uréuji velid¢iny ¥ jako funkce éasu jsou:

' ov ‘
jp = —-——, k=1,2,...,m,
HY o
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kde N m m—L -
V=— [Z Yit— z ?/kyk+1J

k=1 F=1
je potencidlni energie struny. Zavedme normalni souiadnice z, r =
=1, 2, ..., m ortogondlni substituei:

m

= Qi
r=1
Koeficienty ¢;, této substituce jsou ddny vzorcem:
2 krm
Crr = __:__sin——~—— , kyr=1,2, ..., m. (1
m -+ 1 m+ 1
V t&chto novych proménnych maji pohybové rovnice jednoduchy tvar:
s o T 1
=——si Z, r=1,2, ..., m.
T T e T A m ) "

Regeni t&chto rovnic je:

=29 cosy, t + — vﬁo) sinw,t, ' (2)

T

kde 2 a jsou integra’ni konstanty a %, je 2z ndsobnd frekvence
r-tého vlastniho kmitu. Frekvence », jsou ddny vzorcem:

S . rm

v, =21/ 2 sin —_

’ a,u 2(m+1)"

Integraéni konstanty 2? a v\ lze vyjadfiti pomoci poéateénich vychylek

da potatednich rychlosti y(o) hmotnych bodt struny takto:

20 Z‘?’ 40, “”——quyz-

T k=1

r=12,...,m. (2a) .

Energie E, r-tého vlastniho kmitu j je ddna vzorcem:

1 1 oy .
E,=—u vy (zio) + — " vﬁ.o)). (3)
2 r

Ze zdkont o elastickém rdzu, t. j. Ze Ghrnnd kinetickd energie
a dhrnnd hybnost kouli K, a K, se pfi razu neméni, 1ze snadno vypodisti
prirtstek rychlosti ¢v koule K, p¥i j-tém nérazu:

g = Auy—ud), , 4)

7
t.j. v 8asej .7 — ¢, lime = 0. Oznadme 27 hodnotu norméalni soutadnice
2, t&snd pied j-tym nirazem. Déle zavedme oznadeni: »)

2
kde 4 = ——_F’ui— a u! je rychlost koule K, t&sn& p¥ed j-tym narazem,
e ;

= z’y). Z rovnic
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(2) a (4) plyne, Ze tésné pred n + 1 narazem, bude:

m
20 = 2V cosnyr + — [ "4 l(uo > %vﬁf)) %] sinv,z,
5

k=1

Y = — 92 sinyr 4+ [ QS l(uo ——z Py ) (pr{l cosvgr. ()
: =1
Existuji-li limity

) (n)

Zs = limzy ' a - = limw,

Nn— 0 N>

pak tyto limity musi také vyhovovati rovnicim (5). Dostdvdme tedy
pro tyto limity soustavu 2m linedrnich rovnic:

m

1 —
Zy = 25 COS¥,T + — [’u6 -+ 1(1&0 z @ k,vk) (pm] sinv,t,

k=1

_ _ m _ - § _"‘——— 1, 2, ,m
Uy = — V32 SINYT + [v,,. + l(uo —z <p;r,vk) ¢,8J COoSV,T.
k=1

Regenim tohoto systému dostdvame:

— 1 Zu — Ak

2= 2%3 tg 2; Vs =T 57 P

Diikaz, ze tyto limity existuji, kdyz Zadn4 z period vlastnich kmith nen{
rovna T, se provede stejnou methodou, jak to uéinil prof. Dr B. Hostinsky
v pifpadé asymptotického pohybu matematického kyvadla uvddéného
do pohybu elastickymi ndrazy.

Piejdeme-li zpét k plhvodnim soufadnicim, mdme pro limitn{
hodnotu vychylky a limitni hodnotu rychlosti koule Kj, které tato
koule nabyvéd v okamZiku nirazu, bylo-li ]1z téchto ndrazd provedeno
velmi mnoho:

— L RTINS VT < " oo 5
Yr =Z‘;; I PrsPrs COYY 50 Y= _sgi P PksPrer o =1,2, ..., m.

s=1

Pohyb struny, ktery neni periodicky, se s rostoucim podétem mnarazi
asymptoticky bliZ{ periodickému pohybu danému rovnici:

w. 1 VsT
v = ‘“L 0 > Pratpre | cOtE - cosvgt + sinv, ) (6)
s=1"s '

Po velmi velikém podtu narazi kmit4 struna stdle na jedné strang od své
rovnovézné polohy. KaZd4 koule struny kmitd kolem nové rovnovainé
polohy Y} dané vyrazem:
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T

U M l v .
Yip=shy;= _/;%T_o 21;: VisPrs f (cotg{; cosvgt + smvst) dt =
i ?
0
D m 1
=Moo
=S Qus
T ezl ’V? sPrs

Energie B, s-tého hlavniho kmitu je po velmi velikém podtu ndrazt
déna vzorcem:

1 ] 5 "
B=5- o . (7)

Celkovs energie neni rozdélena mezi jednotlivé vlastni kmity struny
rovnomérné a kromé toho zivisi toto rozdéleni na délce Sasového
intervalu 7. Kdyby misto jediné koule K, nardZelo na strunu ! kouli
o stejnych hmotéch u, a stejnych rychlostech u, vidy soudasné po
uplynuti doby v a kdyby tyto koule nardzely na koule K,,, K,,, ..., K,
struny, pak by vzorec (7) mél tvar: g

1 /402'”'02 ] 2 1
By=—-"— . —
T2 12 199%8 sin? 25~

ES

Résumé. — Vytah.

Sur le mouvement asymptotique de la corde de Lagrange.
ANTONIN SYROVY, Brno.

La corde de Lagrange est une corde tendue sans masse dont les
extrémités sont fixes. La corde est chargée de m petits corps égaux
K, K,,..., K, placés & distances égales entre eux. Soit x4 la masse d’un

de ces corps, @ la distance KzKy+1, S la tension de la corde et y;, le dépla-
cement transversal infiniment petit du corps K. Le mouvement de la
corde est engendré par des percussions élastiques du corps K, avec un
corps K, dont la masse est w1, << u). Ce corps a avant chaque choc
la mé&me vitesse u,. Les percussions se répétent périodiquement avec
la période 7. Le probléme est de déterminer le mouvement de la corde
et de calculer les énergies des vibrations principales, sile nombre de chocs
augmente sans limite. Dans ce cas le mouvement de la corde qui n’est pas
périodique converge vers le mouvement donné par (6). Dans cette équa-
tion v, indique la fréquence propre de la s-iéme vibration qui est donné
- par (2a). Les quantités g, sont donnés par (1). L’énergie de la s-iéme
vibration apres un grand nombre de choces est donnée par (7).
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VICENASOBNE FOURIEROVY INTEGRALY V TECHNICKYCH
VEDACH.

Nekoneénd rovinnd deska na pruiném podkladé.
Volné kmity rovinnych desek.

~ VACLAV VODICKA, Plzer.

Problémy, o néz tu jde, byly spolu s fadou jinych otdzek souvisicich
s Fourierovymi integrdly otistény v Elektrotechnickém obzoru,
XXXVIII, 23,24 a to v &ldnku: V. Vopioxa, Fourierovy integrily
a jejich pouZiti. ) ’
*
Résumé. — Vytah.

Intégrales multiples de Fourier dans les sciences techniques.
Plaque infinie sur un fondement élastique.
Vibrations libres des plaques élastiques.

VACLAV VODICKA, Plzet.

Voir 'article: V. Vopitka, Fourierovy integraly a jejich pou#iti
dans le Elektrotechnicky obzor, XXXVIII, 23, 24.

KOULE S VNITRNiMI ZDROJI TEPLA.
VACLAV VODICKA, Plzei.

Homogenni a isotropni koule s polomérem 7, je prohfita na teplotu
1o(r) & vnofena v okamziku ¢ = 0 do temperaturniho pole s konstantni
teplotou 7'y. Od této chvile necht vstoupi uvniti koule v éinnost tepelné
zdroje s vydatnost g(r, t); ptéme se na vysledné temperaturni rozdéleni
u(r, t) v kouli za pfedpokladu, Ze piechézi teplo jejim povrchem do okoli
(pHslusny koeficient budiZ A).
» Jsou-li £, ¢, 14 obvyklé fysikdlni konstanty problemu bude tento
formulovan rovnicemi

of 1 af
o= 0< o<1, 7 >0; 1
a .
§£-=0>9=0;7£~+%f=0,e=1; flg, 0) = Bg(0) — w:
v nich znamena
. r ket roacy roi}c,y
=N = - "——_'_;0 = Up\T), =] T’
x = hrg, 0 vy’ T rocy ol0) ) ol7), wo 0 0



3 5
f(g,r)=f°—52[( t)— To), glo, 7) = =t

wqmm (2)

Q = 4ncy [r2uq(r) dr.
: 0

Regeni providime methodou Laplaceovy integrélni transformace.
Pro Laplaceiv obraz

F(o, p) = p! e~?"f(o, 7) d

hledané funkece f(p, T) dostdvdme zobrazenim tilohy (1), (2) tento pro-
blém typu Sturm-Liouvilleova:

d [,dF

02 2 — Bp2F — mp2w. — 1o A2 .

0 (9 de) Po*F = potwy — pe*Pe(e) — ¢*P(e, P); 3)
dr dF
_az=0,9=0, %—*—AF:O,Q:l

‘Vyraz @(p, p) oviem znadi Laplaceliv obraz funkee ¢(p, 7).

Problém lifici se od tlohy (3) pouze tim, Ze je pravd strana p¥i-
sludné diferencidlni rovnice nulové, necht m4a charaktemstncke konstanty
A1y Ag, ... a charakteristické funkce y)l(g) a(0), - .. ReSent lohy (8) je pak
podle elementd Sturm-Liouvilleovy theorie d:’mo vzorcem

1 .
© 1
Flop) = S 200 [ AL g0 p)+ 9y0) —w d
() gﬂ’ | 2|7 PP+ Bule) —wofunle) de
, 0
a prechodem k pivodni proménné z odtud methodami Laplaceovy
transformace dostaneme ¥efeni pivodniho problému (1) ve tvaru

f(g) 7) =
1 . 7 A
= Z% {“‘7’ f 4 [ f p(e,x) dfx+0o(e)—-wo]w(e) de}; (4)
pii tom jest obecnd ’ ’ :
g(z)*h( ‘r) fg h(r — &) d¢. (4,1)

Zékladem daléiho potitdni je Greenova funkee G(p, o) diferencidlniho

do \* dg
podminky (3). Jeji stanoveni.je lehké a vede pomoci predpisu K(g, o) =
= 00G(g, o) k soumérnému jédru

N d .
vyrazu — (92 iv—) pro zékladni interval 0 < p< 1 a pro okrajové
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K(Q: o) :Q(

Jeho charakteristickymi konstantami jsou, jak zndmo, pravé velitiny
Ay Asy ..., kdeito jeho charakteristické funkce z,(p), 2,(p),... souvisi
s funkcemi v, (0), ¥5(0), ... z formule (4) vztahy

“%0), o< o; Ko, 0) = a(l +l-:;—f9), e=o0. (5)

(o) = oya(Q); n=1,2, ...
~ Pomoci charakteristickych konstant A, A, ... a char. funkei
2,(0), 25(0), - .. jédra (5) lze tedy pséti feSeni u(r, t) daného problému (1)
ve tvaru

_e
u(r, t) = To + W
lr i ( ) e”"’*f@ [f @(0, &) do + Bolo) — wolza(0) do}.  (6)
n=1

Stanoveni konstant An a funkei 2,(g) se provede Fesenim Fredholmovy
integrlni rovnice

1
2(0) = A ({ K(o, 0)2(0) do,

¢ili podle obecné theorie Fredholmovy a Sturm-Liouvilleovy feenim
diferencidlnfho problému

2"(0) + (@) =0, 2(0) = 0, 2'(1) + (x—1)z(1) = 0

Vychézi B
zy(p) = l/——?(L—__l—),— singl/}; n=12, ..., (7j
' pr— smzl/}m :
P em jsou A, 4, ... nenulové kofeny transcendentni rovnice
V7 cos)/T + (x— 1) sin)/i = 0. (8)

Specidlni ptipad,

kdy byla koule pﬁvodné prohiita stejnomérné na teplotu @,
a v okamZiku ¢ = 0 vnofena do temperaturmho pole s teplotou stdle
nulovou a kdy neni v télese tepelm ch zdroju, je podle obecnych vah
charakterisovan vysledkem

2hrg?@ cos/2, - :zft T Vl )
" w1 d(sin?)Z, — k) ' '

Tento je odborniktim dobfe zndmy z elementti theorie vedeni tepla.

u(r, t) =

*

[t
w
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Résumé. — Vytah.

Sphére avec des sources calorifiques.
VACLAV VODICKA, Plzes.

Une sphére homogene et isotrope, de température initiale uy(r), est
mise dans un milieu avec la température constante T',. A cet instant,
les sources calorifiques au débit g(r, t) commencent & échauffer la sphere,
dont la surface laisse, avec un coefficient donné, échapper la chaleur
dans le milieu voisin.

I1 est & trouver la distribution u(r, t) de température dans le solide.

PROBLEM VEDENI TEPLA VE VRSTEVNATYCH TELESECH.
VACLAV VODICKA, Plzes.

Nekoneéné dlouhé téleso se sklddd z n koaxidlnich cylindrickych
vrstev s poloméry 0 < g, < 0, < ... < 0n < 0p+1- Hleddme pribéh
teplot u;(r, £) v jednotlivych vrstvich za téchto pfedpokladi:

1. V dotykovych plochich jednotlivych &4sti télesa se méni teploty
spojité.

2. Ani temperaturni tok nevykazuje ve zmlnenych plochéch Zaddnych
nespojitosti.

3. Vnitini hraniéni plocha télesa nepropoustl teplo, vnéjsi hraniéni
plochou se naproti tomu maZe teplo §ifiti do okoli (poditdme zde s koneé-
nym ptechodovym soudinitelem). O teploté okoli pfedpoklidime,
%e m4 stale nulovou hodnotu. ' '

4. Podateéni teplota je pro kazdou vrstvu déna libovolnou integra-
bilni funkef polohy fi(r). :

1. Matematick4 formulace dané tdlohy.

Predchozi podminky a skutednosti vyjadiime, pouZivajice béZnych
oznadeni a zkratek, matematicky takto:

1. Daferencmlm rovnice pro teplotni funkece u;(7, t) v jednotlivych
vrstvach:

aui 82u1 6u2 . ‘
- i 0 =12 .., .
2. Prostorové podminky:
u’i(Qi+1> t) = ,u‘i+1(9'i+1’ t); V= 1’ 2a coey — 1; (2)
U . ity L o . .
;{‘( ar)QH»L_ AHI( o Sy Peh el ?
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ouy Y
(-—3;‘)91 - 0’ (4)

Oy, ' ,
3. Poldteéni podminky:
w(r, 0) =filr), i S r L 0ieyy 1=1,2,..,m. . (6)

II. Postup p¥i Feleni.
Partikuldrni integrdly systému (1) budeme piedpokladati ve tvaru
'Di('}‘, t) = Y,-(r)e"‘,-’“i’t, Qlé ’)‘é_ Oi+ys 1 = ]., 2, RN (B (7)

kde znadi
Yi(r) = culolkir) + ciuNo(kir); i = 1,2, ..., n; (7,1)
Iy, Ng jsou Besselovy funkce nultého fddu, c;, ¢y libovolné integradni
konstanty a k; dosud volné parametry. :
Dosazenim vyrazi (7) do podminek (2)—(5) dospivdme predné
ke vztahtim
k‘i+1a’i+1 = kia'j; 7= 13 2) ceey N— 1 (8)
a pak k soustavé 2n homogennich linedrnich rovnic pro urdeni konstant
Ciys Cigs + = 1, 2, ..., n. Tato soustava obsahuje jediny volny parametr k,
a podminka jeji feSitelnosti pro néj ddvé sloZitou transcendentni rovnici
s nekonené mnoha kofeny
. Hyy Koy vvny Ky v en (9)
Kaizdy z nich predstavuje p¥pustnou hodnotu parametru k,, z niz .
pak podle (8) uréime hodnoty ks, k;, ..., k. Vyjdeme-li na p¥. od »,,

dostaneme
a .
ki = Ape,, A= —2:i=12, ..., n (10)
- a;

Vedle toho existuje ke kazdému élenu x, posloupnosti (9) soustava
hodnot c?{): C,?é); 1=1,2 ...,n jakozto FeSeni vySe zminéného systému
homogennich rovnic. Neurdity multiplikativni faktor spoleény vSem
koeficientfim ¢{7s €5 se uréi zndmym zpisobem tieba pomoci normovani.
Ke kazdému paru hodnot ¢}, ¢y pat¥i pak skupina partikuldrnich inte-
gralt .
wP(r, 1) = Yy (re- e, 0i<r< 0y 1 =12, ..,

Yilr) = 0T (Aper) + 9 No(Airr). (11)

Obecnou soustavu fefeni wu;(r, t); ¢ = 1,2, ..., n daného problému
pak predpokldddme v obvyklém tvaru
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@
= Z 71"“5(”(7: t)) 01 é T_S_: Qi+1s i = ]; 25 s N, (12)
p=1
pfi ¢emz musi splnovat podle (6) a (11) koeficienty . soustavu rovnic

27: u —"*jzr) Q‘L<T<Q?41a 7"“1 2 (13)

r=1
Jédrem celé dlohy pak je odvozeni orthogonalitnich vztahlt mezi
funkcemi ¥;,(r). Del3f a ne pravé jednoduché poditani vede k vysledku
‘ Qi+1 .
noa. . )
z—% 1Y i ()Y ou(r) dr = O; u % v
i=1 @;
L)
a z ného dostaneme obvyklym zpiisobem pomoci (13) hotovou formuli

PO 5t

2i+1
n

s 'fm(r o) d

0;

Vv cr=1,2,... T (14)

— 7
n 2 QL'LI
Z a f wi(r) dr
- [} .
Dosadime-li tento vysledek do vzorcd (12), vyjdou ndm koneéné

formule pro hledané temperaturni funkece v jednotlivych vrstvich naeho

télesa.
*

Résumé. — Vytah.

Conduction de la chaleur dans les corps stratifiés cylindriques.
VACLAV VODICKA, Plzei.

-

Le probléme suivant s’occupe de la conduction de la chaleur dans
un cylindre infiniment long, consistant de n couches coaxiales cylindri-
ques aux rayons 0 < p; < 0, << ... << on< On+y b aUX materlaux
différents.

On suppose la continuité de température et méme du courant de la
chaleur dans les surfaces communes des couches et puis une distribution
initiale de température, donnée dans chaque partie du corps par une
fonction de la position r. La face intérieure du solide est imperméable
A la chaleur, qui peut, au contraire, passer (avec un coefficient donné)

. par la face extérieure. Le milieu autour du solide est %uppose & la tempé-
rature constante zéro. :
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