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0 slozitém trokovani a poétu dichodovém.

Pro i4ky stiednich 8kol pide

prof. F. Hoza.

(Dokondéeni.)

12. Amortisace dluhu.

Ma-li nékdo zaplatiti dluh C po Case ¢, mizZe zaplacenim
castky C, ihned se dluhu zbaviti. AvSak misto celého kapitilu
C, lze té7 skladati ¢astky rovné R bud na pocéitku aneb na
konci kazdé doby. V kazdém pifpadé musi ucinéné splatky pre-
vedené na konec d¢asu ¢ dati soucet C. TudiZ ¥df se veliciny
C,, C'a R dle tychze vyrazu, jako vklad, koneénd hodnota a
dichod u poctu dichodového. Ulohy sem pripadajici Tesi se
pomoci vzorci (45) aZ (56).

Identicnost tlohy amortisace dluhu s dlohou stanoveni
renty bije do o¢i, predstavime-li si, Ze véfiteli ddme rentu R,
jejfz C¢as ¢ souhlasf s ¢asem dluhovijm a kterd méi konednou
hodnotu C rovnou kapitdlu dluznému a vklad C; rovny nynéjsi
hodnoté naSeho dluhu.

13. Hodnota renty po ¢ase ¢.
M4-li renta nyni hodnotu C,, bude po Case ¢ mfti hodnotu
(", jez prevedena na konec asu ¢t —¢‘ ji zbyvajictho rovni se
rozdilu mezi koneénou hodnotou vSech splitek rentovych a ko-
necnou hodnotou splatek do casu ¢’ splacenych.
Je-li renta R splatna na pocitku kazdé doby kapitalisacni,
musf tedy

o p ¢T—q ¢tt—q . .
t—t t—t'
C.¢* =R. =1 R.———q__1 .q
a tudfiz
gt —1
= R?lr.z— T -

‘Kdyby byla renta R splatna na konci kazdé doby, méla
by po case ¢ hodnotu

t—t'__1
0=R,}$+c_w-

Oviem piedpokldddme, Ze ¢ a ¢/ jsou Cfsla celistva.
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14. Ustanoviti zbytek renty.

Stava se, Ze trvani ¢ renty R stanovené vzorci (48) a
(53) nevyjde ve tvaru ¢isla celistvého.

Napotom znaé{ ¢ pouze cdst celistvou Zddaného C¢isla a
nastivd tdloha uréiti zbytek renty, t. j. hodnotu jeji ku konci
tohoto ¢asu ¢ Nazveme-li zbytek tento pismenem R, bude,
kdyZ renta splatna na pocdtku kazdé doby,

1
R—CQ—R2_4R G

kdez C, znaéf vklad (mise) této renty. Podobné, je-li renta na
konci kazdé doby splatnd, obdrifme
¢—1
Jpp— t___ R
R=Cq¢—R —1 " (58)
Nevyzvedne-li se zbytek B’ ihned na konci casu ¢, nybri
aZz na konci ndsledujici doby, bude Ciniti 'q.

15. Proméniti rentu na jinou.

Chceme-li rentu B o p procentech po ¢as ¢ na pocitku
kazdé doby splatnou proméniti v jinou rentu B, ziroCenou p,
procenty po Cas ¢, trvajicf a rovnéZ na pocitku kazdé doby
splatnou, jest treba, maji-li obé renty byti rovnomocné, aby
mély ‘stejoou hodnotu C, politeCnou a tudiz obdriime dle
vzorce (46)

C,=R ¢—1 q‘tl—l

Jsou-li obé renty na konci dob splatné, bude dle vz. (51)

g _ gt —1
C~Rﬁﬁ:r—&g#:ﬁf

— 1y

Jsou-li procenta pii obou rentich stejnd, bude ¢ =g,
naceZ piijmou obé poslednf rovnice tvar

RO—%):&O—%—, ©9)

z kteréhoz kazdou z veli¢in R, R,, ¢, t a ¢, lze ostatnimi
vyjadriti.

Rovnéz snadno lze proménu piedsevziti, kdyZ jedna renta
na pocdtku a druhd na konci dob splatna.
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16. Renta na vé&&né &asy.

Je-li trvani renty nekonetné, t. j. ¢ = o, bude
lim —l—t .=0.
Jednd se predné o rentu splicenou pocitkem dob. Dle
vzorce (46). jest

1
G=p t=l _p ¥
. = Pl .
9'—4q 1— L
_ q
M4-1i tato renta trvati vécné, musi tedy
— q
C=R =1 (60)
O renté splatné koncem dob plati vzorec (51)
1
¢—1 7
CO"‘R qt+-1 qt _Rq—-—l
Aby v8ak trvala vééné, musi
R
G = —1° (61)

Patrné neni renta R napotom nic jiného, neZ jednoduchy
urok vybfrany bud na pocitku aneb na konci kazdé doby.

17. Renta o raznych obéasich.

Dejme tomu, Ze na po¢itku vybereme rentu R,, po uply-
nut{ casu ¢, pak B, pot, opét I,, atd. aZ po Case ¢, vybereme
posledni cist R, . A

Casy ¢, t,, ... &, jdou od spoleného pochtku.

Nazveme-li nyné&j$i hodnotu této renty rizno-periodické Gy,

musi
k—n Rk

) (62)

kdeito ¢, =0.
Ucinfme-li By= R, bude
k=n
L. Co —_ R P 1

k=0 qt"
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Budiz
=t + (k—1)7,
to jest, nechat prva lhata ¢, a ostatni o ndsobek casu z veétsi,

kdez = znaci cislo celistvé.
Napotom obdrzime

1 . q("‘k)‘t
qtk - qtl’f'("'—l)‘t
a tudiz
k—=n 1 . 1 k—n
kfo g% ghttebr o kio ¢
- 1 q(”"‘l)‘t — 1
T gnteenr T e 1
procez bude
gt — ‘_
CO =R (q‘r - 1) qtz +(n—)r (63)
Je-li viak jesté k tomu R, =0, bude
C _Rk"z*‘n 1 . R k:g—l .
CTINS ¢ T gt T 1
a tudiz
_p a1
CYO - R(qr-—l) qtrf'("-l)t ° (64)

Kdyby dale z —=¢,, pteSel by tento vzorec v ndsledujici
=R (65)

Konecéné kdyby mnozstvi = period = bylo nekoneéné, méli
bychom rentu na vééné casy a sice pii zvlaStni lhité prvé ¢,

_ R
Co="rr 1 (66)
a pii lhitich vesmés stejnych
R
CO — .E:]_._ . (67)

18. Urokovani nepietrzité.)

Pri tdrokovdni slozitém klademe troky vzeslé v uréitém
obcas{ ku kapitdlu, ¢ili kapitalisujeme uroky. Obcasi, po uply-

*) Viz o témZ pfedmétu clanek prof. dr. F. J. Studnicky v }I. roénfku
tohoto-éasopisu na str. 85.
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nut{ jehoz troky kapitalisujeme, volfme za mfru ¢ili jednotku
casovou. V praxi jest to rok, pololetf, ctvrtleti, ba i jeden
. mésic.

Nalezi-li vériteli Grok za cas, v némi dluznik kapitdl
zuzitkoval a nevyplati-li dluznfk tento irok po case ndleZitém,
nalezi vériteli téZ podil na zisku, jenZ poSel dluznikovi z troku
zadrZeného. Zdsada tato, jiZ piijali pravnici novéjsi doby, md
v zapéti konsekvenci velevdZnou. Dopustime-li totiZz uroky
z uroki viibec, musime je dopustiti téZ vzhledem k dobé zdaroceni
sebe mensi. JelikoZ dluznik nejenom kapitdl, nybrz i zisk z ného
vzesly stile zuZitkuje, coZ se stiva nepretrzité, mize byti jenom
takové tirokovdn{ tiplné spravedlivym, ve kterém se kapitalisuji
uroky po obcasich nekoneéné malych. Takovéto tirokovan{ nazveme
nepretrzitym, jelikoZ nepretrzite droky kapitalisuje.

Pokusime se naznaditi, kterak tento novy spiisob trokovani
vede k vysledkim jak theoreticky dokonalym tak i prakticky
uziteénym, jez jednoduchosti a rozsahem moci své daleko predéf
trokovani posavadni.

19. Zikladni v;"mzy' tirokovani nepietrzitého.

Nechat = znaéi tdrok ze 100 jednotek penéZnych za jednu
dobu zuroceni vzesly, pocitime-li troky jednoduché. Ovsem,
dluzno doloziti, neni tato doba nyni dobou kapitalisace uroki,
nybrz jest to libovolnd mira casovd, na pf. jeden rok.

Napotom zna¢iz C hodnotu, kterou kapitdl neptetrZité
troeny dosdhne, kdyZ byl po Cas ¢ uloZen.

Vzroste-li ¢as o At, vzroste kapitdl o 4 C, kdeZ 4 C znaci
uroky z kapitilu C za Cas 4gt. Pocitime-li v ¢ase 4¢ troky
jednoduché, bude

n
# 4C=7C. 100 LAt
a tudiz
4C _ = c
44t — 100 "7

Aby tirocen{ bylo neptetrZitym, mus{ ¢as ¢ byti neko-
koéné malym. Napotom budou i troky o C nekonecné malé a

pomér differenénf %g prejde v pomér differencialny
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ac L/
2 = "0 & (68)
Tato rovnice vyjadiuje princip nepietrZitého trokovani.
JelikoZ
. ac T
o =00 %
obdrZime integrovanim

T _
0= i t}k,
znaci-li k& stdlou veli¢inu.

Prejdeme-li od logarithmu k éislu a obdrZime

1 7
-tk

C=e0 ™ =gt o0
Pro ¢ =0 budiz C'= (,, napotom bude
C,=¢*
a tudfz
T
C=C,.e™", (69)

Tento vzorec vyjddiuje vztah uloZeného kapitilu C; na
pocitku s kapitilem C vzrostljm za Cas ¢ a slouzi za zdklad
nepfetrzitého trokovdni. Z ného vychdz{ na jevo, Ze pomér —g
. 0
v némz kapitdl roste, jest Cislo, jehoZ pifrozeny logarithmus

.7
100 °

Nazveme-li pismenem ¢ hodnotu, kterou bude miti jednotka
kapitdlu po uplynulé jednotce casové pii urokovdni nepfe-
trzitém, bude

t.

ct=1, C=1, C=¢q
a dle vzorce (69)
. w
q=e", (70)
Napotom lze (69) psati ve tvaru
C=Gq (71)

tiplné identickém se vzorcem (1). Odtud patrno, Ze urokovini
nepretrzité vede k algebraickym formdm tplné identickym s onémi
trokovan{ slozitého, jenom v tom spoéivi podstatny rozdfl, Ze
cas t dfive byl ¢islem celistvym, nyni vsak llbovolnym ¢fslem
miize bytl vyjadien.
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20. O troditeli q.

Vychdzejice od procent = jednoduchého tirokovani obdrzime

dle vzorce (70)
lg = T
100

Mime-li tedy tabulky prirozenych logarithmi pokracujici
od tisiciny k tisiciné cisla,*) snadno k danému = nalezneme
piisluSné q.

T | ¢ | = qg || q

1 1-0100 3 1-0304 5 1:0513
15| 10151 35 | 10356 55 | 10565
2 1:0202 4 1-0408 6 10618
25 | 10253 45 | 10460

Je-li tedy kapitdl pfi jednoduchych trocich na 6 procent
uloZen a prejdeme-li k drokovan{ nepietrzitému, vzroste jednotka
kapitdlu na 10618, 100 jednotek na 106-18, procez Cini vlastné
urok G618, to jest o 0'18 vice nez pii trokovani jednoduchém.
JelikoZz pYi praktickém pocitini jest zvykem briti za miru uro-
kovou troky ze 100 jednotek penéZnjch vzeslé za jednotku
casovou (za rok), zavedmeZ vzorcem

g=1-+ % (12)
veli¢inu p, jez znaci, mnoho-li 100 jednotkdm penéznym piibude

za jednotku Casovou a nazveme p procenty twrokovani nepie-
trzitého.

b 7 P p—= 7 P p—mn
1 1 0 4 408 008

15 151 001 45 4:60 0-10

2 202 002 ) 513 013

25 2:53 003 55 565 015

3 3:04 004 6 618 018
3H 356 006

*¥) Viz na pif. ,Hertzer, Fiinfstellige Logarithmen-Tafeln, Berlin, 1872,
Verlag von Gaertner“ na str, 82.
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Z této tabulky vysvitd, %e pro polty praktické rozdil p—m=
jest nepatrny a proto budeme radéji na zikladé daného p neZ
7 pocitati. Napotom tvoii vzorce (71) a (72) zdklad pocitdn{
urokl nepfetrzitych pravé tak, jako tvorily drive zaklad droko-
vanf{ sloZitého, jenom Ze nyn{ miize ¢islo ¢ byti bud celistvé
aneb i lomené. V této okolnosti spoéivi hlavné theoretickd
dokonalost trokovani nepretrzitého. Kone¢né miZeme, je-li toho
zapotrebi, snadno uréiti = ze vzorce

n=1001(1+-L-) . (73)

21. Tabulka pro ¢f.

Mocnina ¢* pfedstavuje hodnotu jednotky kapitdlu po case ¢.
Rozdil ¢* — 1 nenf tedy nic jiného, neZ trok z jednotky kapitdlu
za c¢as t. K snadnému pocitan{ sestavi se tabulky pro ¢* srovnané
dle argumenti p a ¢. Procenta p mohou jiti od desetiny k de-
setiné a Cas ¢ ode dne ke dni. Rozumi se samo sebou, Ze p¥i
vypoétu mocniny ¢* uziti dluzno logarithmt Briggsovych a nikoliv
Napierovych, neb neni dino =, anobrZ p, proeZ nelze se Fiditi
bezprostiedné dle vzorce (70), nybrz dle (71) a (72).

Aby v8ak procenta ddna byla ¢islem =, jez se vztahuje
k trokovini jednoduchému, mime za nepraktické, ponévadZ =
nerepraesentuje skutecné troky ze 100 jednotek kapitilu za
Jjednotku casu, jelikoZ nedrokujeme jednoduSe, nybrz nepietrzits.

Procez nechat p znaci skuteéné tiroky ze 100 jednotek za

1 rok pii trokovan{ nepfetritém a ¢=1- Tg’d’ déle necht

¢ znacf Cas vyjadieny roky, = pak tjZ Cas vyjidfeny dny; budet
tedy :

kdyZ poéitime 365 dnf do roka.
Napotom ustanovime troky z kapitilu C za gas ¢ vzeslé,

kdyZ jej cinitelem ¢t —1, jejZ z tabulky vycteme, zndsobfme.
Je-li '

‘Q:q‘: (1+—1%-)£T{7 '
. musf |
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log Q = —3123 log (1+ _i%ﬁ) . (14)

Na ukdzku podivime cdst takové tabulky.

(1+ 11(")0 )32%

n p=> p=>51 | p=52 | p=53

38 | 1005,092 | 1:005,192 | 1:005,292 | 1:005,391

39 2217 329 431 533
40 361 466 571 676
41 496 . 603 710 818
42 630 740 850 960

Priklady. Na mnoho-li vzroste 3628 zl. za 42 dni na 51
procent? Na

1:005740 X 3628 — 3648825 zl.

Aneb: Mnoho-li drokdl vynese 1500 zl. za 40 dnf na 52
procent? Odpoveéd:

0:005571 XX 1500 = 8-357 zl.
Podobné 1ze ziiditi tabulku pro podil —}t— k dceli,” abychom
q
prevedli kapitdl C splatny po case ¢ na pocdtek tohoto Casu.

22. O srazice urokové.

Srdzka trokova ¢ili diskont ustanovi se jak v odstavci 4.
vyloZeno, dle vyrazu (9)

t
d = C—g—q—‘——l—‘ .
Tato srdzka rovnd se souctu viech tdroki z kapitilu C za

cas ¢ vzeSlych a na pocitek casu ¢ prevedenych. Neb za cas
4t budou troky

T ‘
— (0 —— ~1

a tudiz
44 _ C=
4t — 100 T+
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Mi-li drokovan{ byti nep¥etrZitym, musi

aJ Cn
_— . q
dt 100
a tudiz
—1
J= / 100 "%
_ Cx 1—gq
aneb J= 100 Iy
Jelikoz podlé predeslého
L
00 — 1

bude

o 1
J=20C 7 d.
Kdybychom pocitali pouze jednoduché droky, méli bychom
13
A=14+55

d=

Ze tato srézka nespravedhva, vysvitd z toho, Ze se ne-
rovna souctu trokd z kapitdlu C vze§lych a na pocatek casu ¢
ptevedenych, neb

7= (g +gt- +H¢)
H—1
Ht
K snadnéjSimu ustanoveni diskonta poslouZ{ tabulka pro
¢—1
11

=C

uspoiddand dle argumentt p a ¢ a podavajic{ diskont
z jednotky penézné.
22. Redukee é&asteénych splitek.

Co povédfno v odstavei (), plati téZ pro trokovani ne-
pretrZité s tim pfipomenutim, Ze casy ¢, ¢,, &, ... t, mohou
nynf byti téZ vyjadieny Cisly lomenymi. Nasledkem toho odpa-
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ddvaji samy sebou vyrazy, v nichZ ¢as vyjddien ve formé ¢isla
smiSeného ¢ -}z, a sice (19) aZ (22).

Chceme-li cdstecné splitky C; ¢inéné ve lhitich z vidy
na poditku kaZzdého obclasi v, prevésti na konec ¢asu ¢ =nr,
uzZijeme vzorce

+1) g1 _
C= 01 qT;‘Tq— . (10)
Cinfme-li édstecné splatky na konci kazdého oblasi z, bude
Ny o 1
C=¢ qthl . (18)

Vzorce tyto, jeZ jsme odvodili v odstavei (5), nahradi ndm
nyni Gplné vzorce (21) a (22). Na pt. pro splitky mésicni,

berouce rok za jednotku, mdme » =12 a 7:1—12—, procez plati

bud vzorec
t qi‘l’f— 1
aneb vzorec
C=0C, __i-’l;"_l___ ,
q‘l‘!-— _l

24. Ukladani a vybirdani kapitalu.

Ukldddme-li p¥fi drokovani neptetrzitém kapitdl v jednot-
kich casovych, plati i zde, co v odstavei 7. praveno, ovSem
s doloZenim, Ze ¢ znaéi i lomené éislo. Splitky Casteéné konané
mezi jednotkou dobovou prevedeme nyn{ na konec této jednotky
dle vzorcl (15) aneb (18).

Co se pak dotyce ukldddni ve lhatach riznych, plati vyraz
(31) pro casy t, t; zcela libovolné. VeSkeré vyrazy, v nichz
prichdzi ¢as ve formé ¢z, nyni odpadnou.

Pro uklddéni ve stejnych lhitach poslouzi opét vzorce (15)
a (18). Vybirime-li z kapitilu uloZeného, pokracujeme, jak
v odstavei 9. vyloZeno a to i tehdd, kdyZ ¢ ¢islo lomené. Jme-
novité uzfjeme v pifpadech praktickych vzorcd (37), (38), (15)
a (18).
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Déje-li se jak ukladini, tak vybirdni zdroven a sice ve
lhiitich libovolnych, uZijeme vzorce (40) pro vsecky pripady.
Vyrazy od (41) do (44) odpadnou.

i Regenf tlohy v odstavei 10. podané plyne nyni z vyrazu
(40), kdyZ postavime za jednotku casovou pil roku a uéinfme
tr=r+ Fk—Dz, th=r-4+Ek—-17,

naceZ obdriime

k=m k=n
K= 3 Ayg—r—G1 _ 3 R qt—r—G1v

k=1 k=1
- Jsou-li .
Ay=A, B, =R,
bude
K—=A * Em q‘—f-(k—l) T — Rk‘:‘;” q"—f'—(’c—l) "
k=1 k—1
K a4 kr=m 1 R k=n 1

e E e e B

Provedeme-li sec¢itdn{ naznacené, obdrZime rovnici vyslednou

K A grt—1 R gt —1 75
—q-t- - 'q(m"l)f‘f" : qr— 1~ q("—l)'r"i'" : gv—1 : ( )
V prikladu numerickém mime
- K=0, p:?;, m=15H, t:30,fr:~g—
'R:1000, q=103, n=3, =2, =94

7' =10,

Dosadime-li tyto hodnoty do vyrazu (75), obdrZime
4 g¢*—1 R g*°—1
g% T P =17 ¢ " g—1

a tudiz
R q¢*—1
A= T
1000 103*—1
T 1.03% " 103°—1
= 17217,

- Z uvedeného,pﬁklaﬂu nejlépe patrno, jak snadno lze pii
urokovanf nepietrzitém velkeré ilohy Fesiti.
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25. Potitani renty.

Piihlédnéme koneéné k tomu, kterak budeme pocitati renty
pii nepfetrZitém trokovani. Za jednotku casovou zvolfme obéasf,
v némZ se renta B a to bud na jeho pocitku aneb konci vyplaci.

Napotom podrzi veskeré vyrazy odstavce 11. svou platnost.
Kdyby v3ak obéasi, v némZ se renta R vypldci, bylo = a celé
trvini renty ¢t —=mn7z, mohli bychom pomoci vzorci (15) aneb
(18) postaviti pro piipad placeni renty na pocitku kazZdého
obcasf rovnici rentovou

q(”+1)t —qr
b
G =R g — (76)
a pro piripad placenf renty na konci kaZdého obcasf
—p a1
C'O qt —_ R q" -T . (77)

Pismeno = znamend, kolikrite renta R placena. Je-li =
aliquotni dil casu ¢, jak vySe podotknuto, lze »— —:— z obou

rovnic odstraniti, nac¢ez obdrzime

t4r — T
q¢:RiF:%~ (18)
t—— 1

Rovnic (78) a (79) lze nynf uZiti i v onéch pripadech, jez
difve vyZadovaly ku pomoei zvldStni vzorce (55) a (56), jez
nyni odpadnou.

Z uvedenych vyraz@i zdkladnfch odvoditi specielni, jako
v odstavei 11., ponechdvidme laskavému Ctendii. RovnéZ mame
- za to, Ze leZil na bfledni, kterak pfi twrokovdn{ nepFetrZitém
~ ustanovime hodnotu renty R po dase ¢, kterak se ustanovi po
¢ase ¢t zbytek jeji a kterak proméniti jednu rentu na druhou.

Co se dotjce renty na v&¢né casy, tu tfeba postaviti %:n: ®
naéez z rovnic (78) a (79) plynou rovnice

h |
G=R T, (80)

18
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R
00 —_ __q—f—:l— . (81)

Renty v rlznych obcéasich koneéné bychom poéitali dle
obecného vzorce (62), z néhoZ veSkeré piipady snadno plynou.

Tim doufime, Ze jsme dostatetné vyhodu neptetrzitého
urokovani' vylicili a zdaroveii pohodlnou cestu k zavedeni jeho
naznatili. K vyraztim, jeZ by v praxi castého mély uZitku, zho-
tovily by se tabulky, dle nichZ i nemathematik by se mohl
v ptipadech praktickych fiditi.

Nepochybujeme, Ze piijde doba, kde neptetrzité irokovéani
i od pravnikl za jediné spravedlivé prijato bude.

0 nékterych pouckich trigonometrickych.

Pro Zsky stiednfch Skol napsal
Augustin Panek.

Znadi-li a, b, ¢ strany a e, B, y thly protilehlé trojihel-
nfka ABC, a opiSeme-li z bodu C stranou b jakozto polomérem
kruZnici, vzniknou body D a E, takZe bude CD — CE —= C4 =1,
a tedly BD=a--b, BC=a—>. (viz obr. 1.

Nyni vedme bodem E rovnobézku EJ k spojnici DA a
bodem B rovnobéiku k spojnici EA, nacez. bude ptedevsim

¥ ADC = {DAC:—E—:{JEB,

tedy
X CPA=900— 1 =1 2ﬁ:§:C’AE:§<CBF
a pak ,
X FBA=x FAB="] F_ﬂ:“;ﬁ.

Spisobem geometrickym lze odvoditi z obrazce tohoto
zndmé vzorce Mollweide-ovy, vétu tangentovou a Carnotovu.
Z trojihelnika BFA a BFD plyne
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